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Resumen— Se propone una estrategia optima para la admi-
nistracion del flujo de potencia en vehiculos eléctricos hibridos
(VEH) basada en el principio del minimo de Pontryagin (PMP).
La estrategia distribuye la potencia entre la maquina eléctrica
(ME) y el motor de combustion interna (MCI) con el objetivo de
cubrir la demanda de potencia del usuario, ahorrar combustible
y preservar el estado de carga de las baterias. La estrategia
utiliza una configuraciéon paralela para el VEH con un siste-
ma de engranes planetarios como medio de acoplamiento de
las fuentes de potencia. El objetivo del trabajo es comparar
la estrategia optima con otra denominada SEP (Becerra et
al., 2012), de menor carga computacional que la basada en el
PMP, y mostrar que esta ultima corresponde con la solucién
de la estrategia Optima para una eleccion apropiada de sus
factores de ponderacion. Ambas estrategias fueron simuladas
en SIMULINK de MATLAB para el mismo ciclo de manejo y
los mismos elementos dinamicos, encontrandose la equivalencia
entre ambas estrategias.

Palabras clave: Control de flujo de potencia, principio del
minimo de Pontryagin, Vehiculos eléctricos hibridos, ahorro
de energia, ciclos de manejo, maquina eléctrica, motor de
combustion interna.

I. INTRODUCCION

Los vehiculos hibridos ofrecen un compromiso adecuado
entre ahorro en consumo de combustible y autonomia. El
control 6ptimo para la distribucién de potencia en vehiculos
eléctricos hibridos (VEH) es un tema de interés actual, ya
que ayuda a mejorar su disefio y reducir con ello el consumo
de combustible y las emisiones contaminantes.

El problema de la distribucién de potencia en VEH se
puede abordar con distintas estrategias. Las basadas en reglas
pueden usar heuristica, 16gica difusa, redes neuronales, etc.
Por ejemplo, (Xiong et al., 2009) propone un control por
l6gica difusa para el manejo de energia en un vehiculo de
configuracién serie-paralelo; (Tzeng et al., 2005) aplica un
control por légica difusa a un vehiculo hibrido de configura-
cioén paralela y con una transmision variable continua (CVT)
de poleas y bandas; en (Chau et al., 2003) se desarrolla una
estrategia de administracién de potencia basada en reglas para
un vehiculo hibrido de configuracién paralela.

Mediante control 6ptimo se resuelve el problema con
diferentes técnicas. La alternativa mds comun es usar pro-
gramacion dindmica (PD), que normalmente minimiza una
funcién del consumo de combustible. Debido a la comple-
jidad computacional de su implementacién, las soluciones
de PD generalmente se usan como base para comparar el
desempeiio de otras estrategias no Optimas. En (Johannesson
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y Egardt, 2008) se presenta una distribucién de potencia me-
diante PD para un vehiculo hibrido de configuracién paralela.
En (Koot et al., 2005) se comparan las estrategias de PD y
programacion cuadritica que minimizan una funcién del con-
sumo de combustible y de las emisiones contaminantes. Otro
enfoque Optimo para solucionar el problema de distribucion
del flujo de potencia en VEH es la Estrategia de Minimizacién
de Consumo Equivalente (ECMS) (Sciarretta et al., 2004) que
minimiza el consumo de combustible e introduce un factor de
equivalencia entre combustible y energia eléctrica almacenada
en las baterfas. En (Delprat et al., 2004) se propone una
estrategia para el manejo de la energia en propulsién hibrida
paralela mediante el uso de los operadores de Lagrange. En
(Musardo et al., 2005) se propone una versién adaptable para
la estrategia ECMS que ajusta los factores de equivalencia
de combustible y los pardmetros de control de acuerdo a las
condiciones de manejo, al que se puede afiadir informacién
externa con un Sistema de Posicionamiento Global (GPS).

Por el lado, también del control éptimo, (Kim ez al., 2011)
reportan una estrategia para vehiculo hibrido de configuracién
paralela, mediante el principio del minimo de Pontryagin.
Comparan la estrategia con programacién dindmica y con la
ECMS. Las tres incluyen unicamente dindmica en estado de
carga, soc.

En (Zou et al., 2013), de manera similar al trabajo anterior,
se compara la estrategia del principio del minimo de Pontrya-
gin (PMP) con programacion dindmica y se hace notar que
el tiempo de simulacién es significativamente menor en PMP
que en PD. En la funcién objetivo solo incluyen el estado de
carga y el flujo de combustible.

Al evaluar las estrategias de control 6ptimo, no se cuida
iniciar y terminar el ciclo de manejo con el mismo soc. La
diferencia se ajusta mediante un factor similar a ECMS que
considera el equivalente entre energia eléctrica y consumo de
combustible, al emplear el MCI con la maxima eficiencia. En
este trabajo solo se presentan simulaciones para las que el soc
inicial y final son iguales, pues de esta forma se obtiene el
consumo neto de combustible en el ciclo de manejo.

En este articulo se presenta una estrategia basada en el
principio del minimo de Pontryagin (PMP) que distribuye la
potencia de forma Optima entre la ME y el MCI. También se
le compara con otra estrategia inspirada en control 6ptimo,
denominada estrategia SEP (Becerra et al., 2011)-(Becerra et
al., 2012), para mostrar que esta ultima corresponde a una
solucién del PMP con la seleccién apropiada de los factores
de ponderacion.

Existen dos diferencias entre la estrategia basada en el PMP
presentada en este trabajo y las otras mencionadas arriba.



La primera es que no solo se usa el soc en la funcién de
costo, sino que ademds se emplean en esta el error entre
potencia demandada y suministrada y el flujo de combustible.
La segunda es que se adiciona también a la funcién de costo
un término que garantiza que el soc al final del ciclo de
manejo coincide con el que tenian al iniciarlo.

El resto del trabajo estd organizado como sigue. En la sec-
cioén 2 se presenta el modelo empleado para los subsistemas
del vehiculo, en la seccién 3 se describen las estrategias para
distribuir el flujo de potencia. En la seccién 4 se presentan
los resultados de las simulaciones y en la seccién 5 las
conclusiones del trabajo.

II. MODELADO DEL VEH

Se utiliza un MCI y una ME acoplados mediante un sistema
de engranes planetarios para formar la configuracién paralela
que se muestra en la Fig. 1. E1 MCI recibe energia quimica del
tanque de combustible y la maquina eléctrica envia y recibe
energia del banco de baterfas.
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Figura 1. Configuracion Paralela
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II-A.  Modelo del motor de combustion interna

El modelo del MCI es tomado de (Outbib et al., 2002) que
considera la eficiencia 7,,.;, la potencia de entrada P,,; y la
potencia de salida Psg;. Esta dltima depende principalmente
del par y velocidad a la que opera el MCI. Las ecuaciones
del modelo son:

. = Pent — fnfmcip“"

Thmei Prci TrmciWmei
. — Nmei Prmes
Ty = TeiEmet (M)

dwmm' 7 2
C — my PaWmei
=c——+c cgremt ¢ P,
dt 1Wmc1ﬂ + 2Pa + 3 my 4“1771011 ( b)

donde, my, . el flujo de combustible, p;;, el poder caldrico
del combustible (43,000), T:,.; el par, wn,; la velocidad, c;
son constantes descritas en (Outbib er al., 2002), p, es la
presién en el miiltiple de admisiéon y P, es la potencia de
carga del MCI respectivamente.

II-B. Modelo de la bateria

En los VEH, la bateria se usa como fuente de almace-
namiento de energia que ayuda a economizar combustible y
reducir las emisiones. El estado de carga de las baterias (soc)
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(Chiasson y Vairamohan, 2005) se obtiene de

Qo — f:o Iy(T)dr y
Q:
R
Vo Q:

donde Qg es la carga inicial, I}, la corriente, (J; la carga que
puede almacenar, P,(t) la potencia y V; el voltaje. En la Fig.
2, se muestra el circuito equivalente, con resistencia de carga
R. y de descarga g, Vj es el voltaje de circuito abierto, V),
el voltaje del capacitor, R la resistencia en terminales, I la
corriente de carga o descarga de bateria.

soc(t) 100 2)

soc(t) =

II-C. Modelo de la mdquina eléctrica

La ME es un motor de induccién que opera como motor
o generador. Cuando funciona como motor, extrae energia de
la bateria y el par de salida es para el sistema de traccion,
en posible combinacién con el MCI. Funcionando como
generador, puede recuperar energia cinética en el frenado
regenerativo, o tomar energia proveniente del MCI, para la
recarga de baterias.

El modelo de la ME se tomé de (Peresada et al., 2004).
Por ahora solo interesa la relacién entre la potencia mecédnica
de salida P,,. y la potencia de la bateria P, dada por

Pme = Nom (Tmeywme)Pbat (3)

donde a eficiencia n,, considera el conjunto bateria- motor,
Tine es el par y wy,. la velocidad de la ME, respectivamente.

II-D. Sistema de engranes planetarios

El acoplamiento entre las fuentes de potencia y la traccién
es un sistema de engranes planetarios (SEP). La Fig. 3
muestra un esquema de este dispositivo. El MCI es acoplado a
través de un embrague-freno al engrane solar del SEP, la ME
es conectada al engrane anular y las llantas son conectadas al
porta planetas (Ambarisha y Parcker, 2007) y (Szumanowski
et al., 2005).

Eng. Anular

Eng. Solar

Porta Planetas

Eng. Planeta

Figura 3. Sistema de engranes planetarios
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Se define la relacién de engranaje como k = r, /75, donde
r, s el radio del engrane solar, ry el radio del engrane anular.
La velocidad angular en el SEP satisface

1 k
RS CESIa
donde wp, ws y w, son las velocidades angulares del porta

planetas, MCI y ME, respectivamente.
El balance de potencias en el SEP satisface

“)

wpz

Pp:prp:PnLci+Pme (5)

donde P, es la potencia del porta-planetas, T}, el par del
porta-planetas; P,,.; y Pne son las potencias del MCI y de
la ME, respectivamente. Las Ec. (4) y Ec. (5) son las restric-
ciones dindmica y cinemadtica, respectivamente, que se deben
satisfacer en todo tiempo por toda estrategias empleadas para
el flujo de potencia del SEP.

II-E. Modelo del vehiculo

El vehiculo se considera como una masa en movimiento
sometida a la fuerza de tracciéon Fy.(t), a la que se oponen
la fuerza de resistencia aerodindmica Fy(t), la de resistencia
al rodamiento F.(t), y la gravitacional F(t) que incluye la
inclinacién de la carretera. De (Xiong et al., 2009), (Kessels
et al., 2008) estas son:

Fo(t) = 0.5p0(t)*CaAq
E.(t) = mgC;cosy(t) (©6)
Fy(t) = mgsiny(t)

donde p, es la densidad del aire, v(t) la velocidad del
vehiculo, Cy el coeficiente de resistencia aerodindmica, Ay
el area frontal del vehiculo, m la masa del vehiculo, g la
constante de aceleracion por gravedad, C,. el coeficiente de
resistencia al rodamiento del neumadtico y v la pendiente de
la carretera.

La dindmica del vehiculo es evaluada mediante

du(t
de ) =F, — Fo(t) — Fi(t) — Fy(t) @)
III. ESTRATEGIAS PARA CONTROL DE FLUJO DE

POTENCIA
11I-A.  Estrategia optima PMP
Se basa en el principio del minimo de Pontryagin (Kirk,

2004). El problema a solucionar es encontrar un control
admisible ©* € U que produzca en el sistema

(1) = a(x(t), u(t), 1) (8)

una trayectoria admisible * € X que minimice el indice de
desempeiio

ty
I =hale)t) + [ g@.u®.0d O
to
donde x es el vector de estados, u el vector entradas, h y g
funciones suaves.
El Hamiltoniano es

H = g(x(t), u(t),t) +p" [a(z(t), u(t), 1)]

que toma en cuenta las restricciones a(z(t),u(t),t) del
sistema mediante los coestados
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(10)

Las condiciones necesarias para obtener el control éptimo
u* son
OH

= 5 @ 0. (0.0 (0).1)
O0H

P == (@ (1), u (1), 97 (1), 1)

ozﬁﬁwaWMﬂmw

jj*

an

Se propone el estado en términos de los errores entre
potencia demandada Py y suministrada P, , ep, = P, — Py,
estado de carga y su referencia, €5, = s0c — 50C,¢ y flujo
de combustible (Ec. (1)) y su referencia e,,, = my —my, .
Las entradas son la potencia de la bateria y del MCI u” =

[Poat  Pmei]- De Ec. (5), Ec. (2) y Ec. (1)
ePp = nmePbat + Pmci - Pd
1
ésoc = _7Pba - Sbcre (12)
%athom k !
. nmciPmci .
emf = _— mfref
DPth
Se pretende minimizar el objetivo siguiente

minJ = /eTGle +uTGou  dt (13)

con e = [epp,esoc,emf]T y Gy, Gy pardmetros de peso, El

Hamiltoniano se puede expresar como
H=c"Gre+u"Gou+p"lale,u,t)] (14)

Las condiciones necesarias para encontrar el control admisi-

ble 6ptimo u* € U, obtener la trayectoria admisible e* € X
y minimizar el objetivo planteado son

* * *
€p, = TMmelUy +Us — Pq
P ST — (15)
soc 1
%athom
L% o Nmei *
emf = —Uy

Dth

donde u] = Ppyat, u5 = Py, las derivadas de las referencia
para soc 'y my se anulan pues estas son constantes.
Para los coestados, el sistema de ecuaciones queda

p1 = guep,
D5 = G12€50c (16)
Py = 136,
Para encontrar las entradas, las restricciones son
= 921U t P1Mme — P2t~
! 1ime 2 ‘/bat Qnom
0 = goous+p] +p3———
NmeiPth

Con lo anterior, se obtienen las siguientes ecuaciones
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simultaneas, tres por los estados y tres por los coestados,

el = Nmeti(p1,p2) +us(p1,p3) — Pa
x 1 N
& = —o——ui(p1,p2
2 %athom 1( )
1
€3 = uy(p1,p3 (18)
3 NmeiPth 2( )
P = gue]
Py = 1265
Py = gi3e3

El sistema de Ecs. (18) distribuye la potencia entre las
fuentes ME y MCI de forma o6ptima de acuerdo a los
parametros elegidos en la funcién objetivo.

11I-B.  Estrategia SEP

La estrategia SEP se presenté en (Becerra y Alvarez-
Icaza, 2010). Una versién mejorada se encuentra en (Becerra
et al., 2011) y una comparacién con otra estrategia basasa en
reglas para VEH en (Becerra et al., 2012). Es una estrategia
heuristica inspirada en control éptimo, desarrollada con base
en las siguientes observaciones:

1. El requerimiento mds importante en el control del flujo
de potencia del VEH es la necesidad de satisfacer la
demanda de potencia del conductor.

2. Todas las soluciones 6ptimas del control de flujo de
potencia deben preservar, en promedio sobre un periodo
de tiempo suficientemente largo. el estado de carga de
las baterias, .

3. Para minimizar el consumo de combustible, el MCI
debe operar en regiones de alta eficiencia.

La observacion 2, clave en la estrategia SEP, sefala que
todas las soluciones Optimas basadas en ciclos de manejo
deben preservar el estado inicial de carga de las baterias
al final del ciclo de manejo, de lo contrario el vehiculo no
puede sostener repeticiones del mismo ciclo. Una observacion
similar se hace en (Musardo et al.,, 2005) al discutir la
sintonizaciéon del A-ECMS. La observacién 3 es también
mencionada en (John. M. Miller, 2006) o (Ehsani et al., 2007)
y es la razoén principal por la que los VEH son mads eficientes
que los vehiculos convencionales. Para el caso de potencia
positiva P, > 0 en (Becerra et al., 2011) se propone la
siguiente funcién de costo para mantener el soc alrededor
de su referencia

Te
Ji1 = min(f/ (sign(Pp)sign(soc — s0Cyes))Pmedt (19)
0

donde T es la duracion del ciclo de manejo Para el caso de
frenado, P, < 0, el criterio empleado es

T,
Jo = max/ (sign(Pp)) Pmedt (20)
0

El problema de control consiste en distribuir la potencia
en el SEP entre las dos fuentes de potencia con el objetivo
de economizar combustible. Este problema tiene multiples
soluciones, ya que la combinacién de par y velocidad en cada
fuente de potencia puede ser arbitraria mientras se obtenga la

potencia demandada y se cumplan las ecuaciones (4) y (5).
Para su solucién se emplean dos Prlnc1p1os %ara reducir el
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consumo de combustible: usar la ME tanto como sea posible
y operar el MCI en la médxima eficiencia posible.

El valor de las Ecs. (19)-(20) es maximizado con P,,,. =
min {sign(P,)P,, sign(P,)Pye*}, con Pe* la potencia
maxima de la ME, que corresponde con una estrategia bang-
bang (Kirk, 2004). Para evitar el cambio brusco inducido por
sign(P,), se usa una funcién suave del soc. De esta forma

Ppe = Ppe(soc) = a;(soc) Ple* (21

donde el subindice ¢ en la Ec. (21) es 1 cuando P, > 0y 2
cuando P, < 0, o; € [—1,1]

Si se asumen conocidas P, y wp, la solucién propuesta al
problema de control de flujo de potencia inicia al sustituir la
Ec. (21) en la Ec. (5), esto es

Pp = a; P + Prci (22)

Si ay es positiva la ME opera como motor, de lo contrario
opera como generador. Cuando P, < 0, ap € [0,1], el
frenado regenerativo es posible y la ME puede funcionar solo
como generador. El valor de a; € [—1, 1] depende del valor
de referencia soc,.y, ver el ejemplo en la Fig. 4. La forma de
a;(soc) determina que tanta potencia eléctrica es tomada o
entregada en un punto dado. Una posible forma para a;(soc)
es

Pp>0 (23)
Pp<0 (24)

donde A;, As son constantes apropiadas y socy,,; es un valor
de referencia para evitar la sobrecarga de las baterias. Con «;,

a1 = tanh(A; (soc — socyer))
az = 0.5 — 0.5(tanh(As(soc — soctunr)))

o para szo

o 20 40 60 80 100
Estado de carga (soc) [%)]
o para Pp<0

0.8

0.6

0.4

0.2

o 20 40 60 80 100
Estado de carga (soc) [%)]

Figura 4. « para P, > 0y para P, <0

se fija la potencia eléctrica en la Ec. (5). P,,.; se determina
como sigue

Proci = min(Py — Pre, Pri®);

mci Ty p Z 0
que garantiza que el MCI provee potencia Unicamente hasta
su maxima capacidad.

Para el caso de frenado regenerativo, P, < 0, el generador

tiene un limite para recuperar potencia y de esta forma
max
Prreno = maz {0, Py, — as P

donde Pr,eno s la potencia disipada por los frenos de
friccién.
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III-C. Asignacion de par y velocidad

Dada P,,.;, la velocidad angular a la cual el MCI debe
operar, Wi, €s obtenida mediante la interpolacién entre las
curvas de mas alta eficiencia para la potencia requerida. La
Fig. 5 muestra la curva de eficiencia maxima en funcién de
la velocidad para el MCI usado en las simulaciones.
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Figura 5. Curva de eficiencia del MCI diésel

Una vez que w;,.; es obtenida de la mds alta eficiencia
posible para esa potencia, el par requerido en el MCI es
obtenido de

Pmci

Toei = para w>0 (25)
Wmei

Tmei = 0 para w=20

El paso final es determinar la velocidad angular y par de
la ME. De Ec. (4) wy.e es

(k+1) 1

Wme =~ (wp — mwmm‘) (26)

El par T}, es obtenido de forma similar a 7},,.;. En el caso del
frenado regenerativo, P, < 0y P, = 0y la recuperaciéon
de potencia eléctrica se obtiene directamente.

IV. RESULTADOS DE SIMULACION

Para la simulacién se emplea el software SIMULINK de
MATLAB. El motor de combustién interna es uno Diésel de
205 KW con eficiencia maxima es 44 % y masa de 861 Kg.
La mdquina eléctrica es de CA, 93 KW, 91 Kgy 92% de
eficiencia mdxima. Se emplea un banco de baterias de iones
de litio, de 25 Ah a 288 V' y una masa de 96 Kg. Ademas
de la masa de los componentes se considera que la masa total
del vehiculo es de 15,000K g, equivalente a la de un autobus
urbano.

Para comparar las estrategias PMP y SEP, se usan ciclos de
manejo. Un ejemplo de los resultados para ciclos de velocidad
media y alta en la ciudad de México se muestra en la Fig.
6, donde se observa que ambas estrategias cumplen el primer
requerimiento de satisfacer la demanda del operador.

En la Figs. 7 se muestra la dindmica del estado de carga
para la estrategias SEP (linea continua) y PMP (linea seg-
mentada) para ambos ciclos de manejo. Puede notarse que
el estado de carga de las baterias es similar para las ambas
estrategias, lo que confirma la hipétesis de que la estrategia
SEP corresponde con las soluciéon de un problema 6ptimo,
en este caso mediante el PMP. La dindmica de las potencias

del MCI y ME para el ciclos de velocidad alta se presenta en
CNCA 2613, nsenada B.C. Octubre 16-18

la Fig. 8. Puede observarse que las potencias calculadas son
muy similares para ambas estrategias.

Finalmente, la Tabla I compara el consumo de combustible
de las estrategias SEP y PMP en los dos ciclos de manejo
con el consumo de combustible de un vehiculo convencional.
El ahorro de combustible es notable y las diferencias entre la
estrategia SEP y PMP muy pequefias.

Seguimiento de velocidad del vehiculo hibrido ciclo 2
T T T T T

02
HEV PMP Optimd
| == - HEVsEP

Velocidad [km/h]
T
L

i I I I ! I
100 200 300 400 500 600 700 800 200 1000

Tiempo [s]
Seguimiento de velocidad del vehiculo hibrido ciclo 3
T T T

—— Cido
HEV PMP Optim:
= = = HEVSEP

Velocidad [km/h]
7

I | I
100 200 300 400

I I I
600 700 800 900 1000

501
Tiemno [s]

Figura 6. Ciclo de manejo, velocidad media y alta, México, D. F. (MX2 y
MX3)

V. CONCLUSIONES

Se compararon dos estrategias para la distribucién de
potencia en vehiculos eléctricos hibridos, la primera basada
en el principio del minimo de Pontryagin y la segunda
inspirada en la teoria de control ptimo, de formulacién mas
simple. Los resultados de las simulaciones indican que ambas
estrategias son equivalentes, es decir la segunda estrategia es
Optima para una pondera apropiada en la funcién de costo que
privilegia el seguimiento del estado de carga de las baterias.
El seguimiento de los ciclos de manejo y la preservacion
del soc es alcanzado correctamente por ambas estrategias.
Los ahorros de combustible entre la estrategia basada en el
principio del minimo de Pontryagin y el obtenido con la
estrategia SEP son muy similares. Se concluye que es posible
utilizar con certeza de optimalidad la estrategia SEP, cuya
implementacién requiere de menos informacién, también que
la solucién al problema de flujo de potencia por el PMP es una
solucidn factible a pesar de su mayor costo computacional.

TABLA I
DESEMPENO DE ESTRATEGIAS

Estrategia Ciclo | Consumo (kg) | Consumo (%)
Convencional | MX 3 17.36 100
Optima MX 3 10.36 59.68
SEP MX 3 10.5 60.48
Convencional | MX 2 10.13 100
Optima MX 2 7.976 78.74
SEP MX 2 8.029 79.26

VI. AGRADECIMIENTOS

Trabajo realizado bajo el patrocinio de proyectos UNAM-
PAPIT IN105512 y CONACYT 103640 333
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