Proyecto PAPIME PE300211

Mejoramiento de los materiales
didacticos del area de matematicas de la
Carrera de Economia de la Facultad de
Economia

CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y
ALGEBRA LINEAL

Unidad 1. Funciones de varias variables

Responsable
Ing. Alejandro Pérez Pascual

Participantes

Mtro. Enrique LOpez Santiago

Lic. Fidel A. Rodriguez de los Santos
Mtra. Hortensia Martinez Valdez
Mtro. Ignacio Cruz Lopez

Mtro. Ricardo Martinez Maya




CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y ALGEBRA LINEAL

UNIDAD 1 FUNCIONESDE VARIASVARIABLES

1. Limites

Uno de los intereses del célculo es conocer € valor limite de una funcion a medida que la variable
independiente se aproxima a un valor especifico. Este vaor, cuando existe, recibe el nombre de limite. La
notacion de un limite es:

limf(x) = L

X—a

Lalectura de esta notacion es “ el limite de f(x), a medida que se aproximaaal valor a, esL”.

Existen varios procedimientos para determinar € limite de una funcion, uno de ellos consiste en sustituir 10s
valores de la variable independiente en la funcion, para aprecia e comportamiento de f(xX) a medida que €
valor de x se va acercando a a.

El calculo de un limite se puede hacer en dos sentidos:

i. Lanotacion lim f (X) representael limite de f(x) a aproximarse x aa desde laizquierda,

X—a~

ii. Lanotacion lim f (X) representael limite de f(x) al aproximarse x aa desde la derecha.

x—a*

Si el valor de lafuncion se aproximaa mismo nimero L conforme x se acercaa a, por ambos lados, entonces
sedice que el limite existe, en caso contrario € limite no existe.

Por g emplo, consideremos la siguiente funcion:
3

x° =1
fX=7; 71
(X) 1 X

Para determinar s el limite existe construyamos una tabla de valores supuestos para x y los valores
respectivos de f(x).

S ox<1 . x>1
Cox e x
058 2.44 12 3.64
09 271 11 331
095 2.8525 105 3.1525
0.99 2.9701 101 3.0301
0995  2.985025 1005 3015025
0999 2997001 1001 3003001

Advierta que cuando x toma valores muy proximos a 1, sin importar si es por la derecha o por laizquierda,
los valores correspondientes a f(x) se acercan cadavez mésa 3.
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Lagréfica de esta funcion es la siguiente:

Aunqgue la funcion no esta definida en x = 1, como se indica en la gréfica por e pequefio circulo vacio, los
valores de lafuncion f(x) se acercan cada vez mas a 3 amedida que x se aproxima a 1.

Para expresar esto se dice que € limite de f(xX) cuando x se aproxima a 1 es 3, y se escribe de la siguiente
manera:

3_
im* ~to3
x—1 X—l

Examinemos otro g emplo:
2X cuando x<4
F(x) =

2X+3 cuando x>4

El primer paso sera elaborar unatabla con los valores de f(x) a medida que x se aproxima a 4.

X2 x 2x+3
C x<4  x>4
e 7e [F51a]
35 7 45 12
38 76 43 116
39 78 41 112
395 79 405 111
399 798 401 1102
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Observe que en la primera funcion, 2x, a medida que x se acerca a 4 f(x) se aproximaa 8; y en el caso de la
segunda funcién, 2x + 3, amedida que x de acerca a4 f(x) de aproximaa 11.

La grafica se muestra a continuacion:

fixp=2x 3

Puesto que lim f (x) = lim f(x) , lafuncién no se acerca al valor limite cuando X — 4, y por tanto el limite
x—4~ x—4"

no existe.

V eamos otro g emplo:
x> -9
x-3

f(x) =

Si x esigual a 3 € denominador se hace 0, de manera que podemos concluir que la funcion no esta definida
en ese punto, pero seria un error afirmar que el limite no existe. La funcion se aproxima a un limite a medida
gue x se acercaa 3. Construyamos la tabla respectiva.

Xx<3 X>3
f2 s [all 7z
25 55 35 6.5
29 59 31 61
295 5.95 3.05 6.05

A medida que x se acercaa 3, yaseapor laizquierda o por laderecha, f(x) se aproxima a6, y puesto que

& ‘ Unidad 1: funciones de varias variables



CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y ALGEBRA LINEAL

[Imf(x)=6 ylimf(x)=6
x—>3" x—>3*

2
: e X -9
Entonces concluimos que el limite si existe dado que f (x) = <

Lagraficaserialasiguiente:

1.1 Propiedades de los limites
Para determinar |os limites no sempre hace falta calcular |os valores de lafuncion o hacer un esbozo delagréafica
Existen algunas propiedades de | os limites que podemos emplear parasimplificar € proceso, a saber:

1. Sif(x) = c, esunafuncion constante, entonces
limf(x)=limc=c
X—>a X—a

2. limx" =a", para cualquier entero positivo n

S limf(x) ylimg(x)

3. IirT_[f(x) +g(x¥)] = Iin’f(x) + Iirr_g(x)

4. 1inf(x) » g(x)] = linf(x) « ling(x)

ol ‘ Unidad 1: funciones de varias variables



CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y ALGEBRA LINEAL

f (X) lim f(x) .
5.1im = X8 , con la condicion de que lirrg(x) = 0
=ag(x)  limg(x) o

6. lin[cf(x)] = c * li nrf(x), donde c es una constante
X—>¢ X—>¢c

7. Iinﬁf(x) =p/limf(x) , s nespar = linf(x) seapositivo

X—>a X—>¢

Seaf(x) = X" + CraX™ + . . . + cix + Co unafuncién polinomial, entonces

limf(x) = lim( cxX” + craX™ + .. . + CX + Co)

X—> ¢ X—> ¢

limf(x) = e limX" + cpge limX™ + ... + celimx + limcy)

X—> ¢ X—> ¢ X—> ¢ X—> & X—> &
f(@) = cia" + crad™t + ...+ ca+ co
Asi llegamos a la propiedad de sustitucion siguiente

8. Si f esunafuncién polinomial, entonces|im f (x) = f (a)
X—a

V eamos algunos g emplos.

XI_i)rr_lJ = ((1)*=1 propiedad 2

)I(i_)mf(xz —x+ 10) = )|(I_)mX2 - )I(l_)mx + )I(l_)mlo propiedad 3
=(5>-5+10=30 propiedad 1y 2

Xl_i)rrJZSX3 =5 XI_i)rrjzx3 propiedad 6

=5*(-2)*=-40 propiedad 2
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lim[OC - 1)(¢+ 4] = [ImEE—1) « limee +4)

= (limx =1lim1) « (limé + lim4)

Xx— ( x—> ( x—> (

=(0-1)+(0+4)=-4

x3 -1 lim(x® —1)
lm—— =2

2
x—> : X lim x?

X—2

limx3 —lim1

= X2 X—2
lim x?
X—2
_2°-1 7
22 4

limec+a¢-7)  =(-3)°+4(-3°-7
\ =-27+36-7=2

lim/t> +1 = [lim(t* +1)

X—> ¢ x—4

= /(4% +1=-17

o ix_3 Iim(2x2+x—3)
lim—— =
x> 1 X +4 lim(x® + 4)

x—>1

- 2(1)2+1—3_9_
Mm*+4 5

I|m«/x +7 -3/I|mx +7)
< X—>3

=3(3+7=316=38"2=22

propiedad 4
propiedad 3

propiedad 1y 2

propiedad 5

propiedad 3

propiedad 1y 2

propiedad 8

propiedad 7

propiedad 8

propiedad 5

propiedad 8

propiedad 7

propiedad 8
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1.2 Limites por factorizacion

Cuando trabajamos con limites encontraremos que no siempre se pueden aplicar |as propiedades y, por tanto,
no se pueden evaluar por sustitucion directa. En este caso tendremos que realizar operaciones algebraicas
sobre f(x) con la intencion de encontrar una expresion en la cual si podamos aplicar las propiedades de los
l[imites.

Desarrollemos este procedimiento con la ayuda de un gemplo.

. . x?-1
Determinar lim
x> -1 X+1

Cuando x se acerca a -1, tanto e numerador como €l denominador se aproximan a 0. Dado que € limite del
denominador es 0 no podemos aplicar la propiedad 5. Sin embargo, como no nos interesa una funcion que no
estadefinidaen x = -1, vamos a suponer que X = 1 para poder simplificar la expresion.

x*-1_ (N(x—l) 1

X+1 XA

Lafactorizacion dalugar a una nueva funcion que esigual alaoriginal parax = -1. Por tanto, tenemos que

2

.o x-1 . — .
lim = lim OANDX=1) limx-1) = -1-1=-2
x> -1 X+1 x— —1 XX 1 x— -1

Advierta que aungue la funcién no esta definida en x = -1, esta tiene un limite en -2. Esta simplificacion
redujo lafuncion original aunaforma paralacual esvalidala propiedad 8.

V eamos otro g emplo.

.  4Ax*+x-3
Determinemos liIm—————
x> -1 X+1

Factorizando €l numerador tenemos;

|im1(4"/3¢)((15’4) - lim 4-3 = 4-)-3 = 7

De nueva cuenta, aunque lafuncion no esta definidaen x = -1, el limite se encuentraen -7.
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Analicemos otro g emplo.

S f(x) =X+ 1, vamosadeterminarrI]im f(x+hr)]— f (x)
— (

Lo primero sera sustituir f(x) en la funcion dada:

i fOE = £00 _ i [0 +1 - (¢ +1)

h— h h— ¢ h

Cuando h — 0, tanto numerador como denominador se aproximan a cero. Por lo tanto, realicemos algunas
operaciones de tal formaque h = 0.

O 0% +D) limb@ +2xh+ hh2 A-X -1\

h— h
. 2xh+h? . i
im0y X+M) _lim2x+ h= 2x
h— h h— h— (

Lafuncion no esta definida cuando h — 0, pero el limite se encuentra en 2X.

1.3 Limitesinfinitos
Este caso especia de limites se presenta cuando el denominador se aproxima a cero, pero e numerador
tiende a un nimero diferente de cero.

Por g emplo:
Iimi
x— ( X2

Advierta que cuando X — 0, el denominado también tiende a 0, pero el numerador es 1. Si X Se acercaacero,
ya sea por laizquierda o por la derecha, en valor de x? siempre serd positivo y también muy cercado a 0. Por
tanto, s dividimos 1 entre x° el resultado serd un nimero muy grande.

Observe la siguiente tabla:

-0.01 10,000 10,000
~-0001 1,000,000 __
-0.0001 100,000,000 00001 100,000,000
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La gréfica se muestra a continuacion:

Resulta claro que cuando x — 0, por ambos lados, f(X) aumenta sin restriccion, por tanto se dice que no existe
l[imite en cero. Laforma simbdlica de expresarlo es:

.1
lim—- =
X— (X

V eamos otro g emplo:

. 2
Encontrar lim ——
x>-1" X+1

Cuando x — -1 por la derecha, f(X) tiende a O pero sin dejar de ser positivo. Pero como la expresién indica
gue se va a dividir 2 entre esos nimeros positivos que se aproximan a 0, los resultados seran nimeros
positivos que se vuel ven arbitrariamente muy grandes.

Observe la siguiente tabla:
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A medida que x — -1, f(X) crece sin restriccidn alguna, por eso expresamos |o siguiente:

Lagraficaeslasiguiente:

1.4 Limites a infinito

Dentro del calculo, resulta muy interesante conocer el comportamiento de una funcién a medida que aumenta
el valor de la variable independiente sin limite alguno. En este caso se dice que la variable independiente
tiende al infinito, y se simboliza x — oo.

Analicemos €l siguiente caso:
.1
lim— Dondep>o

X—>o0 Xp’

Advierta que conforme x de hace més grande x° también crece, y al dividir 1 entre nimeros muy grandes se
obtienen valores cercanos a 0.

. 1
Asi pues, tenemos que lim——-=0
X—>00 X

Entonces concluimos lo siguiente:

.1 .1
lim—=0 y Ilim—==0

x—w ¥ P X—>—0 ¥

Dondep>o
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V eamos | os siguientes g empl os:

Determinar I | u
x—> o(x-5)°

Conforme x se va haciendo grande, (x - 5) también lo hace, pero ademas el cubo de este resultado es todavia
mas grande. Al dividir 4 entre nimeros muy grandes se obtienen resultados cercanos a 0. Por tanto,
concluimos:

X— o (X _ 5)3

Calcular 1M _/4_x
X—> —

A medida que x se va haciendo més negativa, (4 - X) tiende a infinito positivo, y dado que laraiz cuadrada de
nimeros muy grandes son nimeros grandes concluimos que:

IimA/4_X:oo

Encontrar |1M 1

X—> a%/;

Note que a medida que x se hace méas y més grande, 3/ X también crece aunque en menor proporcion. Sin
embargo, a dividir 1 entre nimeros grandes se tiene como resultado nimeros cercanos a cero. Por tanto,
concluimos lo siguiente:

lim i =0

x—> 3/x

Ahora encontremos €l limite de la siguiente funcion racional

4x*> +5

f(x) =
) 2x% +1

Conforme x se va haciendo més grande, tanto el numerador como el denominador de la funcion tienen a
infinito. Sin embargo, podemos modificar la forma del cociente de manera que podamos concluir si existe o
no el limite. Lo que se tiene que hacer es dividir ambos términos del cociente entre la mayor potencia de la
variable x que aparece en e denominador, es decir:

4Ax* +5 4%x* 5 5 1

. 4 2 5 . 72 . +72 . 4+72 ||m4+5'||m72
im2X 22 lim_ X" _ limx2 X _ |im X
X—> o 2X°+1 x> o 2X°+1 x> aZﬁé +i X—> o<2+72 |im2+|im—2
X2 X X2 X X—>00 x>0 X

'S‘ Unidad 1: funciones de varias variables
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. 1
Pero como LEQ " 0, parap >0

lim2X +5_4+50) _4_

x> o 2x>+1 2+0 2

Por tanto, concluimos que el limite de f(x) cuando X — o es 2.

Sin embargo, existe una manera més sencilla para encontrar limf(x). Para valores grandes de X, el término

X—> o

que incluye |a potencia més grande de x en e numerador es 4, y el término dominante en el denominador es
2

X
2X2. Por tanto, cuando X — o, f(X) puede aproximarse como — - o’ , es decir:

M2 +5_ im2< _ limy=»
x— o 2X%2 +1 x— o 2X X—> o

A partir de este desarrollo generamos la siguiente regla:

Si f(x) es una funcién raciona y ax" y byx™ son los términos
en e numerador y denominador respectivamente, con las
mayores potencias de x tenemos:

||mf(x):||m7

X—> o X—>de

n

a, X

lims) = [im

X—> —o X—> —Ob X

V eamos algunos g emplos:

li x2 -1
Determinemos 11
x—> o7 — 2X + 8x°

5‘ Unidad 1: funciones de varias variables
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Aplicando lareglade limites a infinito de funciones racional es tenemos:

- 2_ - 2 -
lim_*-1 _1im>X _limi_1
x—> o7 —2X+8x? x—> «8%x?> x—> o8 8

Por |o tanto, el limite de f(x) cuando X — oo es;.

Calculemos lim__ X
x> —o(3x—1)*

Desarrollando e binomio del denominador y aplicando la regla tenemos

lim__ %X _—lim__ X _limX
x—> —o(3x—1)2 x> —Ox* —6x+1 x> —Ox?

Ilm 1 :l- Iimi:l.(()):o
Xx—> —9X 9 x> —-oXx 9

Concluimos que €l limite de f(x) cuando x — -o0 es 0.

lim X%
Encontremos T 3
X—> oX" =X+ 2

Aplicando lareglatenemos |o siguiente:

. X5_X4 . X5 .
IIm 2 =2 _Iim2 - limx=w

x—> oX*—x3+2 x> ax? x> o

En este caso concluimos que cuando € grado de la variable x del numerador de una funcién racional es
mayor que e del denominador, entonces la funcion no tiene limite cuando X — o 0 cuando X — - .

Finalmente, calculemos el Iimite al infinito de la siguiente funcién polinomial f(x) = 8x2 — 2x, cuando x — o

lim (8x2 - 2x)

X—> o

N ‘ Unidad 1: funciones de varias variables
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Dado gque un polinomio es una funcion racional con denominador 1, tenemos.

- - 2_ - 2 -
lim g _ 20 = M =2X_ [im8 _ limge

X—> o X—> o 1 Xx—> o ] X—> o

Esto significa que el limite de 8x* — 2x cuando X — o es el mismo que el limite del término que contiene a la
variable independiente con el mayor exponente, es este jemplo corresponde a 8x%. Cuando x se vuelve muy
grande, también lo hace el término 8x%. Por lo tanto,

lim@e_29=limgeé=w

X—> o X—> o

Como regla general tenemos lo siguiente:

Cuando X — o0, 0 X — - oo, € limite de la funcién polinomial es el mismo que

el de su término que involucra a la variable independiente, X, con la mayor
potencia.

Veamos €l siguiente gjemplo
lHiM ¢ —x2+ x—2)
X—> —

Aplicando laregla para funciones polinomial es tenemos:

M ¢—x2+ x-2)= liM¢=_

X—> —o

A medida que x se hace més negativa, f(X) también se hace mas negativa.

T ‘ Unidad 1: funciones de varias variables
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2. Continuidad
Se dice que unafuncion f es continuaen asi y solo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

i. f(x) estadefinidaen x = a, esdecir que a estaen e dominio def,
ii. lim f(x) existe

X—a

i, limf(x)= f(a)
X—a
Una funcién gue no sea continua recibe el nombre de discontinua.

V eamos unos g empl os:

lime = limp3=s

X—> 2 X—> =

Puesto que f(x) = x® se define cuando x = 2y e 1153 = §(2) = 8, puede afirmarse que lafuncion f(x) = x3
X—> ¢

escontinuaen x = 2.

- 2_ - 2_ -
plim* =% im¥=9_.0  _ = limg+ 3=
X—> IX—3 Xx—> 23-3 0 X— °

Como x = 3 no se encuentra en e dominio de la funcion, f(3) no esta definida y puede afirmarse que la
2

., X . )
funcion es discontinua cuando x = 3.

Una funcion sera continua sobre un intervalo [a, b] si 1o es en todos |os puntos del intervalo.
Si ay b representan dos nimeros naturales cualesquieray ademas a < b, tenemos

 El intervalo cerrado [a, b] serdel conjunto {x|]a <x <b},

< El intervalo abierto (a, b) serael conjunto {x|]a < x < b},

% El intervalo semiabierto (a, b] serael conjunto {x|ja < x <b},

X/
°

El intervalo semiabierto [a, b) serael conjunto {x|ja <x < b},

'5‘ Unidad 1: funciones de varias variables
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Veamos € siguiente gjemplo:

1
x3 —x

f(x) =

Trabajemos &l denominador para encontrar los valores de la discontinuidad

1 1 1
3 = NNCIEPN =
X* — X X(x? =1) X(x+1(x-1)

Lafuncién seradiscontinuacuandox=1,x=-1yx=0

Lagréficaasi lo confirma

Discontinuidades en:
=], w=-1vy x=0

':]‘ Unidad 1: funciones de varias variables
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3. Aplicaciones a la economia

Los siguientes gjercicios se desarrollan como aplicaciones del temade limites ala economia.

Ejemplo 1

El director de operaciones de una empresa determina que el costo total de producir x unidades de un producto
dado se puede modelar por la siguiente funcién:

C(x) = 7.5x + 120,000

El costo promedio es A(X) = €9, con esta informacion encontremos el Iim A(X) e interpretemos su
X

X—>00

resultado.

Lo primero sera calcular €l costo promedio dividiendo el costo total C(x) entre x.

75

A(X) = CE(X) — 7.5x+120,000 _ +120,000
X X

120,000
X

A medida que &l nimero de unidades producidas crece, X — oo, €l valor de la fraccion, , Se aproxima

masy mas a0, por tanto el costo promedio tiendea 7.5.

Observemos el comportamiento a través de la grafica.

1s00f |

L |

5‘ Unidad 1: funciones de varias variables
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Ejemplo 2
Cuando se invierte dinero a una tasa anual dada, el interés devengado cada afio depende de la frecuencia con
la que se capitaliza el interés. Supongamos que un capital de P délares se invierte durante t afios a una tasa

C e, I ~ . . r
anual r. Si el interés se capitaliza k veces en un afo, entonces la tasa por periodo de conversion es A y hay

kt periodos.
r k-t
Sabemos que el monto total esta dado por la siguiente expresion: S = P(1+ kj

Si k — o, €l nimero de capitalizaciones aumenta de manera indefinida y la longitud de cada periodo se
acerca a 0. En este caso se dice que el interés se capitaliza continuamente, esto es a cada instante.

. ket
lim P(1+j
k— o k
KTt

= Iim(1+rjr
k— o k

Haciendo x = Ir< observamos que cuando £ — oo, tenemos que x — 0. Asi, € limite dentro de los corchetes

El monto total seria

Que puede escribirse como

1
tienelaformalim(1+ Xx)*, expresion que corresponde a e, que simbolizala base del sistema de los logaritmos

x—0

natural es.

Por lo tanto, laférmula para calcular el monto total bajo interés continuo es

S=pPe!

De esta se desprende que €l valor presente bajo interés continuo sera

La tase efectiva bajo interés continuo estara determinada por

e€-1
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Veamos € siguiente gjemplo

Si seinvierten $100 dolares a unatasa anua del 5% capitalizada continuamente, encontremos el monto total
a final de 1 afio.

En este caso solo hay que sustituir P = 100, r = 0.05y t = 1 en laférmula encontrada

S=100-¢%®® = 105.13

El monto a final del aio serd de $105.13 dolares.

LY qué pasa si el plazo es de 5 afios?

Sustituimos P = 100,r = 0.05y t= 5enlamismaférmula

S=100-¢©®0® = 128.40

Adviertaque a final de 5 afios e monto se haincrementado en 28.40 dolares.

Ejemplo 3

Un fondo de inversién se establece por medio de un solo pago, de modo que al final de 20 afios se acumulen
$85,000 en el fondo. Si el interés es capitalizado continuamente a una tasa del 9%, ;cudnto dinero debe
pagarse inicialmente al fondo?

En esta caso debemos sustituir S= 85000, r = 0.09y t = 20 en laférmula de valor presente

P = 85,000-¢ %) = 85 000-¢18 = 85,000-0.165298 = 14,050

Por tanto, debe abonarse al fondo $14,050 dolares.

B‘ Unidad 1: funciones de varias variables
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2. Funciones de varias variables

2.1 Concepto

Unafuncion f de dos variables independientes, X y y, es unaregla que asigna a cada par ordenado (X, y), de un
conjunto determinado D (el dominio de f), exactamente un nimero real, denotado por f(x, y).

Una funcién de dos variables f(X, y) puede ser considerada como una méquina en la que hay una Unica salida
f(x, y) para cada entrada (X, y).

Entrada Entrada

I Salida

El dominio de f sera el conjunto de todas las entradas posibles, y el conjunto de todas las salidas posibles
correspondera a rango de f. De manera analoga se pueden definir las funciones de tres variables
independientes f(X, y, z) 0 de cuatro variables independientes f(x, v, z, t).

Veamos € siguiente gjemplo.
Una tienda de deportes en México vende dos clases de balones de futbol, las marcas autografiadas son
Ronaldinho Gaucho y David Beckham. La demanda de los consumidores de cada marca depende no solo de
Su propio precio sino también del precio de la marca competidora. Las cifras de venta indican que la marca
Ronaldinho se vende en x dolares por unidad y la marca Beckham se vende en y dodlares por unidad. La
demanda de balones Ronaldinho serd D; = 500 — 25x + 35y unidades por afio, y la demanda de balones
Beckham sera D, = 400 + 45x — 15y unidades por afio. Expresemos el ingreso total anual de latienda por la
venta de ambos bal ones de futbol como funcion de los precios (X, Y).
El ingreso total anual estara determinado por la cantidad de balones vendidos de la marca Ronaldinho a
precio X, mas la cantidad de balones vendidos de la marca Beckham a precio y, es decir:
R=(D1-x)+ (D2Y)
R = (500 — 25x + 35y)(X) + (400 + 45x — 15y)(y)
R = 500X — 25x° + 35xy + 400y + 45xy — 15y°

500x + 400y +80xy — 25x° — 15y°

= ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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Por lo tanto, la funcion que determinard e ingreso anual por la venta de los balones de las marcas
Ronaldinho y Beckham estara dada por:

R = 500x + 400y +80xy — 25x* — 15y*

Analicemos otro g emplo.
En cierta fébrica, la produccion esta dada por la funcién de produccién Cobb-Douglas Q(K, L) = 60KY3. L3,
donde k es la inversion de capital medida en unidades de $1,000 y L es e tamafio de la fuerza laboral,
medidas es horas-trabajador.
Con estainformacion determinemos |o siguiente:

a) Calculemos laproduccién si lainversion de capital es de $512,000 dolares y se usa una fuerza laboral

de mil horas-trabajador.
b) Demostrar que la produccién se duplica s se duplicalainversion en capita y el tamafio de la fuerza
laboral.
Para responder al primer inciso solo debemos de evaluar lafuncion Q(K, L) con K = 512,000y L = 1,000
Q(K, L) = 60(512,000)"3.(1,000)%*
Q(K, L) = 60(80)-(100)
Q(K, L) = 4,800 - 100
Q(K, L) = 480,000
Por lo tanto, con una inversion de 512 mil ddlares y una fuerza laboral de mil horas, la produccién sera
equivalente a 480,000 unidades.
En el caso del inciso b, tenemos que evaluar Q(K, L) con K = 2(512,000) y L = 2(1,000)
Q(K, L) = 60[2+(512,000)]>[2-(1,000)]*3
Q(K, L) = 60[(2)"* (512,000)""] - [(2)*° - (1,000)*°]
Q(K, L) = 60(1.2599210498)(80) - (1.5874010519)(100)

Q(K, L) = 6,047.62 - 158.74 = 960,000

Advierta que en este caso la cantidad de unidades producidas si se duplica.

N ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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La gréfica de una funcion de dos variables f(x, y) es € conjunto de todas las ternas (X, y, 2) tales que (X, y)
estad en e dominio de f y z = f(x, y). Para representar esta grafica es necesario construir un sistema
tridimensional de coordenadas. El primer paso es afadir un tercer e de coordenadas, €l e z que sea
perpendicular a plano xy, como se muestra a continuacion.

F#\

— T~

Fi X

Para graficar una funcion f(x, y) se acostumbra introducir laletra z para representar la variable dependiente y

se escribe;
z=1(x)

Los pares ordenados (x, ¥) en € dominio de f son considerados como puntos en el plano xy, y la funcion
asigna una atura z a cada uno de estos puntos. Por gemplo, s f(1, 2) = 4, se expresa este dato
geométricamente localizando el punto (1, 2, 4) en un espacio tridimensional de coordenadas. La funcion
puede asignar diferentes alturas a puntos distintos de su dominio y su gréfica ser4 una superficie en un
espacio tridimensional.

Ejemplos de gréficas tridimensional es

w ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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c.z=./9-3x*-2y? dz=y-x

2.2 Curvas de nivel
Definitivamente no es nada fécil trazar la gréfica de una funcion de dos variables. En la siguiente figura se

muestra una forma de visualizar una superficie.

fx.yl=C

I aL S
R

Figural Figura?2

Observe, en lafigura 1, que cuando el plano z = C, éste corta la superficie en z = f(x, y) y el resultado es un
curva en € espacio. El correspondiente conjunto de puntos (X, y) del plano xy que satisface f(x, y) = C se
[lama curvadenivel defenC.

Cuando C varia sobre un conjunto de nimeros se genera toda una familia de curvas de nivel como se aprecia
en lafigura 2.

B ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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V eamos un gjemplo.
Estudiemos las curvas de nivel delafuncién f(x, y) = x* + y?
Lacurvade nivel f(x, y) = C tiene ecuacion x* + y* = C. Por lo tanto:

% Si C=0, éste correspondera a punto (0, 0),
% Si C>0, éste seraun circulo deradio~/C, pero
< Si C<0, no hay un puntos que satisfagan x* + y>= C

Esta curva de nivel que acabamos de encontrar corresponde a la seccién transversal perpendicular a ge z

Las curvas de nivel aparecen en numerosas aplicaciones en la economia, por gjemplo, si la salida Q(x, y) de
un proceso de produccion esta determinado por dos entradas X y y (digamos horas de fuerza labora e
inversion de capital), entonces la curva de nivel Q(x, y) = C se llama curva de produccién constante C o,
simplemente, isocuanta.

Otra aplicacion de las curvas de nivel a la economia se refiere a caso de las curvas de indiferencia. Un
consumidor que esté considerando la compra de varias unidades de dos mercancias distintas esta asociado
con una funcion de utilidad U(x, y) que mide la satisfaccion total (o utilidad) que € consumidor obtiene por
tener x unidades de la primer mercancia, asi como y unidades de la segunda. Una curva de nivel U(x, y) = C
de lafuncién de utilidad se llama curva de indiferencia y muestra todas las combinaciones posiblesde x y y
gue otorgan el mismo nivel de satisfaccion a consumidor.

o1 ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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Veamos € siguiente gjemplo.

Supongamos que la utilidad obtenida por un consumidor al adquirir x unidades de una mercancia y y
unidades de otra mercancia, esta dada por lafuncion de utilidad.

U(x,y) = x*%y

Si el consumidor actualmente posee 16 unidades de la primera mercancia x y 20 unidades de la segunda
mercancia y, encontremos €l nivel actual de utilidad del consumidor y tracemos la curva de indiferencia

correspondiente.
Lo primero sera sustituir (16, 20) en lafuncion de utilidad
U(16, 20) = (16)¥%20

U(16, 20) = (16)*220 = U(16,20)=64-20= 1,280

Por lo tanto, la utilidad obtenida por esa combinacion es de 1,280

Para trazar la gréfica, debemos despejar una de las variables de la funcion de utilidad como se muestra a
continuacion.

x¥%y = 1,280

1,280
X%

Construimos unatabla de valores:

X

f(x)

La curva de indiferencia esta formada con todos los puntos (X, y) donde el nivel de utilidad U(x, y) esigua a
1,280.

o ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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2.3 Derivadas parciales

En el célculo, cuando trabajamos con funciones de dos variables, a menudo nos interesa encontrar la rapidez
de cambio de la funcion con respecto a una de sus variables. Esto significa que vamos a derivar la funcion
con respecto a una variable en particular, mientras la otra se mantiene constante. A este proceso se le conoce
como derivada parcial y se dice que el resultado es una derivada parcial de la funcion.

Por ejemplo, suponga que un fabricante encuentra que su nivel de produccion cuando emplea x trabajadores
calificados y y trabajadores no calificados esta dado por la siguiente funcion:

Q(x,y) = 5 + Txy
Si e nimero de trabajadores no calificados permanece fijo, larazén de cambio de la produccion con respecto
al nimero de trabgjadores calificados se encuentra derivando Q(X, y) con respecto a X, mientras que y se

mantiene constante. Este proceso recibe el nombre de derivada parcial de Q con respecto a X y se denota por
Qx = (X, y), entonces tenemos |o siguiente:

QXY =5+ Ty = QXY =52x+ 7y =  Qxy)=10x+ 7y

Del mismo modo, si € numero de trabagjadores calificados permanece fijo, la razon de cambio de la
produccién con respecto al nimero de trabajadores no calificados esta dada por |a derivada parcial de Q con
respecto ay, que se obtiene al derivar Q(X, y) con respecto de y, manteniendo x constante, es decir:

QX Y)=5X+7xy = QxY=0+7x1) =  QxYy)=T7x

Generalizando tenemos
Suponiendo que z = f(X, y), laderivada parcial def con respecto de x se denota por

oz
—= o fu(X,
Ox (X, Y)

Y serefiere alafuncion obtenida al derivar f con respecto a x tratando ay como una constante.

Laderivada parcia def con respecto dey se denota por

g)zl 0 fY(X’ y)

Esta se refiere alafuncién obtenida al derivar f con respecto ay, tratando a x como constante.

~ ‘ Unidad 2: derivadas parciales



CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y ALGEBRA LINEAL

Sin embargo, debemos recordar que la derivada de una funcion de una variable f(x) se define como €l limite
del cocienteincremental, es decir:

f'(X)=Lng f(x+hr)]— f(X)

Por tanto, la derivada parcial fx(X, y) esta dada por

f . (Xy)=Ilim

h—0

f(x+hy)-f(xy)
h

Y laderivada parcial de fy(x, y) por

fxy+h)-f(xy)
h

f,(xy)=lim

Para encontrar |as derivadas parciales de una funcidon no se necesita seguir reglas. Para calcular fx solo basta
con mantener constante la variabley y derivar f con respecto a la variable x. Para calcular fy, mantenemos
constante la variable x y derivamos f con respecto alavariabley.

V eamos | os siguientes g empl os.

1. Siz= 3 -9y + xy* + 4y
Encontremos las derivadas parciales de zrespecto de xy y

Laderivada parcia respecto de x sera

22 = 334y — 92y + ¥
X

OZ- 9y 18xy + Y’
OX
Laderivada parcial respecto dey sera

oz 2
L =33 -9 + 2xy + 4
oy

oz
TL =0y - o+ 2y + 4
oy

oo ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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2. Siw=xe™¥
Encontremos las derivadas parciales de w respecto de xy y

Laderivada parcia respecto de x sera

aW 2 8 (e2x+3y) + e2x+3y (X) =
ox

8x

Laderivada parcial respecto dey sera

OW + .
=X @M+ @0 =
ay oy

OW _ 3,223y
oy

3. Sif(x,y,2=x"yz+ 2
Encontremos las derivadas parciales de f respecto de x, y, z

Laderivada parcia respecto de x sera

(XY, 2 = 2

Laderivada parcial respecto dey sera

fy(X! y’ Z) = 2yZ

Laderivada parcia respecto de z sera

AX Y, 2) = Y +37

T =X (267 + Y (2x)

=20V 2V = M= or 1Y
X

ow O , ox+
OW _ X27(e2x 3y)
oy oy

© ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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2.4 Aplicaciones alaeconomia

Sabemos que si z= f(x, y), la 22 y Iagzlpueden interpretarse geométricamente como las pendientes de las
X

rectas tangentes a la superficie z = f(x, y) en las direcciones X y y respectivamente. Sin embargo, existen otras

interpretaciones. Como la gz es la derivada de z con respecto de x cuando y permanece constante, y como
X

una derivada es una razén de cambio, tenemos:

oz . : .
o eslarazon de cambio de z con respecto a x cuando y se mantiene constante

X

De modo similar

z ) : :
oz eslarazon de cambio de z con respecto ay cuando x se mantiene constante

oy

Llevemos esta interpretacion de la derivada a terreno de la economia a través de la siguiente consideracion
sobre costos.

Cuando un fabricante produce x unidades del producto X y y unidades del producto Y, €l costo total ¢ de
producir esas unidades serd unafuncion de x y dey, aestarelacion se le llama funcién de costos conjuntos.

Si una funcion de costos es de este tipo, ¢ = (X, y), entonces |a derivada de esta funcion respecto a la variable

oz . , . . .
X, —— sellamara costo marginal con respecto a x, y se interpreta como la razén de cambio de ¢ con respecto

OX
ax cuando y se mantiene fija. De forma similar, la derivada de la funcion de costos respecto de la variabley,

Q’ sera el costo marginal con respecto a 'y, y se interpreta como la razén de cambio de ¢ con respecto ay

oy
cuando x se mantiene fija.

Apliguemos este desarrollo a siguiente gemplo.

Una empresa fabrica dos tipos de esquis, los modelos Ligero y Alpino. Supéngase que la funcion de costos
conjuntos de producir x pares del modelo ligeroy y pares del modelo Alpino por semana es:

C = f(x, y) = 0.07% + 75x + 85y + 6,000

Determinemos |os costos marginales 20 y oc cuando x = 100y y = 50, e interpretemos | os resultados.
X

oy
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L os costos marginales seran:

C_p1ax+75 y  C-gs

OX oy

Evaluando x = 100y y = 50, tenemos

ac

= 0.14(100) + 75 = 89
OX (100,50)

La interpretacion es la siguiente: “a aumentar la produccion del modelo ligero de 100 a 101, mientras se
mantiene constante la produccion del modelo Alpino, los costos aumentan en aproximadamente $89 unidades
monetarias’.

En &l otro caso tenemos

@ =85

oy (100,50)

La interpretacion es la siguiente: “a aumentar la produccion del modelo Alpino de 50 a 51, manteniendo
constante la produccion del modelo Ligero, los costos aumentan en aproximadamente $85 unidades
monetarias’.

Desarrollemos otro gjemplo.

Un fabricante de calculadoras ha determinado que su funcién de produccion es P = ~/L- K, donde L
representa el nUmero de horas de trabgjo por semanay K el capital requerido para la produccion semanal de
P lotes de calculadoras (cada | ote tiene 150 unidades). Determinemos la funcion de productividad marginal y
evaluemos cuando L = 400y K = 16, e interpretemos | os resultados.

Lo primero seré establecer que P = -/L- K = (L-K)"?, por tanto, |as productividades marginales respecto de L
y K son:

oP=1Kk) K = op= K

o 2 oL 2JL-K
p=LarL = = L
oK 2 oK 2./L-K

Evaluando las ecuaciones cuando L =400y K = 16, tenemos

= ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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@ = 16 — 16 ~ 16 B E B i
OL|L=4 2,/(400)-(16) 26400 2(80) 160 10
APl _ 400 _ 400 40 40 5
OK L4 2./(400)-(16) 2,/6400 2(80) 160 2

Lainterpretacion eslasiguiente: "al incrementarse L en una unidad, y mantenerse constante K, la produccion

. 1 : . .
aumente aproximadamente en 10 del lote. Pero s K se incrementa a 17, y se mantiene constante L, la

produccién aumentara al rededor dez delote’.

Algunas veces dos productos pueden estar relacionados de modo que cambios en el precio de uno
afecten la demanda del otro. Un gemplo representativo es el de la mantequilla'y la margarina. Si tal
relacion existe entre los productos A y B, la demanda de cada producto depende del precio de ambos.
Suponiendo que ga Y gs son las cantidades demandadas de A y B respectivamente, y que pay ps SOn sus
respectivos precios. Entonces ga Y gs son funciones de pay ps.

ga = f(pa, ps), funcién de demanda para A

gs = f(pa, ps), funcion de demanda para B

Podemos encontrar cuatro derivadas parciales:

&d,
oA
od,
oPs
o4,
o,
o4,
oPs

, lademanda marginal para A con respecto a pa,

, lademanda marginal para A con respecto a pg,

, lademanda marginal para B con respecto apa,

, lademanda marginal para B con respecto a pg,

En condiciones comunes, si € precio de B esta fijo y €l de A aumenta, la cantidad demandada de A
OPA

disminuira. Asi,

De manera similar, si e precio de A estafijoy e de B aumenta, la cantidad demandada de B disminuir3,
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es decir 8(qu< 0.
aPs
Sin embargo, O y Ods pueden ser positivas o negativas.
B A

Si GQA< O, y an

< 0, entonces A y B son productos complementarios.
OPg OPa

En esta situacién, un incremento en el precio de B ocasiona un incremento en la demanda de A, si se
supone que € precio de A no cambia. De manera similar, un incremento en el precio de A ocasiona un
incremento en la demanda de B, cuando el precio de B se mantiene fijo. La mantequillay margarina son
€jemplo de bienes sustitutos.

Pero si ZqA >0,y ZqB > 0, entonces A y B son productos sustitutos 0 competitivos.
Pe Pa

En este caso, € incremento en el precio de B causa una disminucién en la demanda de A, s € precio de
A no cambia. De manera similar, un incremento en el precio de A causa una disminucion el la demanda
de B, cuando € precio de B se mantiene constante. Las camaras y las peliculas fotograficas son
productos complementarios, un incremento en el precio de la pelicula harda mas cara la toma de
fotografiasy, por tanto, la demanda de camaras disminuira.

V eamos un gjemplo.
Las funciones de demanda para los productos A y B son cada una funcién de los precios de Ay B, y estan
dada por:
503/ pg
Oa=
Pa

_75Pa

vap—é

Encontremos las cuatro funciones de demanda marginal y determinemos s A y B son productos
competitivos, complementarios o ninguno de estos.

Lo primero serare-expresar las funciones de demanda como sigue:
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4, =50p; - P
Og =75Pa pl;%

L as derivadas parcial es seran:

2 - 50(— ;) p2pl = 25p,2py

2P,

o 1)y 50 3y -
ag: = 50(3j pA}é pB% = ? A}é pB%
WMs _ 751 p, 2 = 75pg°

2P,

s _ 75(_ 2) Pa pé% = -50p,4 pé%
opPs 3

Como pa Y ps representan precios, ambas son positivas. Por tanto, 2qA >0y 2% > 0, concluimos que Ay
Pe Pa
B son productos complementarios.

2.5 Diferenciacion parcia implicita
Una ecuacion en X, y y z no necesariamente define a z como una funcion de x y y. Por g emplo, en la ecuacion

siguiente
Z-X-y=0

Six=1lyy=1, entoncesZ—-1-1=0, por loquez= iﬁ. Asi, esta ecuacion no define a z como funcion
dexyy. Sin embargo, despejando z de la misma ecuaci 6n obtenemos lo siguiente:

z2=1+ /X" +y°

Esta expresion si define az como funcién de x y y. Aungue la primera funcién no expresa de manera explicita
az como funcién de x y y, puede considerarse que expresa a z implicitamente como unafuncion dexy'y.

Advierta que laecuacion Z2 —x* —y? = O tienelaformaF(x, y, Z) = 0 donde f es una funcién de tres variables.
Cualquier ecuacion de laforma F(x, y, 2) = 0 puede considerarse que expresa a z de manera implicita como

= ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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un conjunto de posibles funciones x y y. Ademas, se puede encontrar la ZZ y g}z/ directamente de la forma
X

F(x,y,2) = 0.

Para encontrar 22 de Z — x* — y? = 0 primero diferenciamos ambos miembros de |a ecuacién origina con
X

respecto ax tratando a zcomo unafuncion de x y y, y considerando ay como una constante, a saber:

o 2 . O
&(ZZ—X —yz—o)—&(o)

o o O, o
aX(Z2 ) — 6X(X2 ) — aX(yz) =0

oz

2z—-2x-0=0
OoX
.oz .
Al despegjar A obtenemos |o siguiente:
X
22g = 2X
OoX

oz_2x_x
ox 2z z

Para encontrar gz diferenciamos ambos miembros de la ecuacion original con respecto ay considerando a z

Yy

como funcién de x y y, manteniendo a x constante:

o 2 o
Z(Z-¥-y=0)= 2 (0)
oy oy

0 o ,2 O
L A-0-20)=0
oy oy oy
oz
22-=-0-2y=0
oy
. OZ . ]
Al despgjar —=, obtenemos |o siguiente:
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Zzg = 2y
oy

5’y222

Este método que se empl eo para encontrar oz y oz se llama diferenciacion parcial implicita.

oxX" oy

Veamos € siguiente gjemplo.

2
Considerando lafuncion +y® =0, evalueg cuandox=-1,y=2yz= 2.
X+Yy OX

Lo primero sera tratar a z como funcién de x y y, para diferenciar ambos lados de la ecuacién propuesta con
respecto a x como se muestra a continuacion.

2 N
a(}:Z +a/2: (0
(¥) O
6xkx+y/ OX OoX

Usemos laregladel cociente pararealizar la diferenciacion

8, .. 5,0
(X+Y)&(XZ ) — Xz &(Xﬂ/)
(x+y)?

+0=0

Aplicando laregla del producto a@a(xzz) tenemos
X

(X+ y){x(Zzézj +7° (1)} - xz%(1)
OX
(x+Y)*

=0

Despegjando oz obtenemos
OX

2xz(X + y)g)z(+ Z(x+y)-xZ=0
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oz _ x2* - Z°(x+Y)
oX 2XZ(X+Y)

I
OX  2X(x+Y)

S eva uamosg , € resultado es

6X (-1,2,2)

oz_ -9 _-4_
OX  2-1(-1+2) -2

Analicemos otro g emplo.

2,2
sis€ ™ =uln(t’ +1) . determinemos &

Lo primero sera considerar at como funcién der, sy u, paradiferenciar ambos miembros de |a ecuacion con
respecto a u, manteniendo constantesar y s.

2 2

O (s-e™ )= aau[uln(tz +1)]

au
2use’ " = uaau[ln(tz +1)]+In(t? +1)§u(u)

et uiﬂ+ In(t2 +1)

2use 5
t°+1ou

Al despgjar aat de la ecuacion tenemos
u

ot (7 +1f2use™ —int? + 1)

ou 2ut

‘ Unidad 2: derivadas parciales
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2.6 Derivadas parciales de segundo orden
Las derivadas parciales a su vez pueden ser derivadas, las funciones resultantes de este proceso se llaman
derivadas parciales de segundo orden.

Para una funcion de dos variables |as posibles derivadas parciales de segundo orden son:

Si z= (X, y), laderivada parcia de f con respecto ax es

f= (B)x O azz:a[azj
ox?  ox\ ox

Laderivada parcia de fy con respecto ay es

fy=()y O 82225(@2j
=y oyox oy \ ox

Laderivada parcia def, con respecto ax es

f=(f)x O azzza(ﬂ
oxoy ox\ oy

Laderivada parcial de fy con respecto ay es

2
fy=()y o az=a[62J
oy

Veamos € siguiente gjemplo.
Calculemos |as cuatro derivadas parciales de segundo orden de la funcion: f(x, y) = xy® + 5xy? + 2x + 1

La primera derivada respecto de x sera

fy= y> + 5y + 2
L as segundas derivadas parciales de x seran:
Respecto de x
Respecto dey

fy = 3y* + 10y
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Laprimera derivada respecto dey sera

f, = 3xy” + 10xy
L as segundas derivadas parciales de y seran:
Respecto de x

f = 3y* + 10y
Respecto dey

fyy = 6xy + 10x

Las dos derivadas parciales fyy y fyx frecuentemente se denominan derivadas parciales mixtas de segundo
orden def.

Analicemos otro g emplo.

Suponga que la produccién Q en una fébrica depende de la cantidad de capital invertido K en la planta, y
también del tamarfio de la fuerzalaboral L, medida en horas-trabajador. Demos una interpretacion econdémica
0°Q

L

al signo de laderivada parcia de segundo orden

2

oL?
implica que, para un nivel fijo de inversion de capital, el efecto en la produccion de una hora-trabajador
adicional es mayor cuando lafuerzalaboral es pequefia que cuando es grande.

S

es negativa, €l producto marginal de la fuerza laboral Z(E disminuye cuando L aumenta. Esto

o2Q

Andogamente, si L2 es positiva, se deduce que para un nivel fijo de inversion de capital, €l efecto en la

produccién de una hora-trabajador adicional es mayor cuando la fuerza laboral es grande que cuando es
pequefia.

2.7 Reglade lacadena
Suponga que un fabricante de dos productos relacionados A y B tiene una funcién de costos conjuntos
definida por:

C = f(ga, 0d8)

Donde, c es el costo total de producir las cantidades g y gs de A y B respectivamente. Ademas, suponga que
las funciones de demanda para | os productos son:

da = 9(Pa. Pa)

s = h(pa, Ps)

7o) ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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Donde pa Y ps son los precios por unidad de Ay B respectivamente. Como C es una funciéon de ga y gs, Y
dado que éstos a su vez son funcion de pa Y ps, entonces ¢ se puede considerar como una funcion de pa 'y ps.

En consecuencia, ahora podemos determinar larazon de cambio del costo total ¢ respecto al precio de A,aaC

Pa
, @plicando € procedimiento de laregla de la cadena.

Seaz= f(x, y) donde x y y son funcionesder y sdadaspor x= x(r,s) yy= (r,s). S f, x
y y tiene derivadas parciales continuas, entonces zesunafuncionder y s.

oz _ozox ozdy
o oxor oyor
oz _ozox  ozdy
0S OX0s oy os

Por 1o que respecta al productor, observamos que si f, ga Y gs tienen derivadas parciaes continuas, entonces
por lareglagenera de la cadenatenemos:

oc _ oc 8qA+ oc 0Qg
0P 00s 0Py OQg 0P,

Analicemos otro g emplo.
Para un fabricante de cAmarasy peliculas, €l costo total C de producir gc cdmarasy ¢ rollos de peliculas esta

dado por:
C = 30gc + 0.0159cqr + g + 900

L as funciones de demanda paralas cAmarasy los rollos estén dadas por:

9000

q - "
© pe/pe

gr = 2000 — pc —400pk

Donde pc es €l precio por camara'y pr € precio por rollo de pelicula. Encontremos la tasa de cambio del
costo total ¢ con respecto al precio delacamaracuando pc = 50y pg = 2
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Lo primero sera determinar oc por lareglade la cadena

C

oc  oc dqc N oc 00
e 00Qc OPc OO OPc

= (30+0.015¢ — 9000 +(0.0150,, +1)-1)
Pa-/Pe
Cuando pc = 50y pr = 2, tenemos que

9000 9000 12798

% =502 " 7071
gr = 2000 — 50 — 400(2) = 1150

ocC
Opc

Sustituyendo estos valores en tenemos

~9000
(30+ 0.015(1150)){ 02

o
IPc

} +(0.015(127.28) +1)(-1)

~-123.2

pc=50
Pr=2

Laregla de la cadena puede extenderse, por jemplo suponga que z = f(v, w, X, y) y queV,
w, X y Yy son todas funciones de r, sy t. Entonces, si se supone ciertas condiciones de
continuidad, puede considerarse az como unafuncion der, sy t, por lo tanto tenemos:

0z 0z ov 6zaw+8zéx oz oy
o ovor owor  oxar oy or

0z azav 8zaw 0Z 0X 8zay
os avas ow s axas oy 0S

0z 8zav 8zaw 0Z OX 828y
&t ovet 8Wat axé’t 6’y8t

~ ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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Observe el siguiente gjemplo
S w=f(x, Y, 2) = 3y + xyz—4y°Z, dondex= 2r —3s,y= 6r + s,y z=r—s
Aplicando laregla de la cadena tenemos o siguiente

oW _ Ow OX 8W8y OW 0z

o ox ar oy ar oz or
(6xy + Y2)(2) + (3¢ + x2—8yZ’)(6) + (xy — 12°Z)(1)
12xy + 2yz + 18X + 6xz—48yZ + xy — 12y°7
X(18x + 13y + 62) + 2yz(1 — 242 — 6yz)

Laotraposibilidad es
OW _ OW OX awé'y OW 0z

os 8xas 8yas 0z 65

(6xy + Y2)(-3) + (3¢ + xz—8yZ)(1) + (xy — 12y°Z)(-1)

-18xy — 3yz + 3 + x2—8yZ' - xy + 12y?°7

X(3x — 19y + 2) - yz(3 + 87 — 12y2)

Analicemos otro g emplo

X+ e’

Siz= ,dondex=rs+ s€'yy=9+rt, evaluemosgcuandor =-2,s=5yt=4

y oS

Aplicando laregla de la cadena tenemos

0z 0z ax oz oy

os  ox as ay 0s

:m(”e")@i(o):

y

Sir=-2,s=5yt= 4 tenemos

‘ Unidad 2: derivadas parciales
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_ -8
@ fep = i =-2+ e_8
0S| ¢ < 1

t=4

Desarrollemos un ultimo gemplo

dy

Determinargsi y=x2In(x*+6) ¥ x=(r +3s)°

Aplicando laregla de la cadena tenemos

dy _ 0y ox

ar  oxer

X+

_ {Xz . ?Xga +2x-In(x* + 6)}[60 +3)°]

4

~12x(r + 33)5{ X in(x* + 6)}

X +6

2.8. Funciones de optimizacion de dos variables

Suponga que un fabricante produce dos model os de reproductores de mp3, uno con capacidad de 1 GB y otro
con capacidad de 4 GB. El costo total de producir x unidades del primer modelo y y unidades del segundo
esta dado por la funcién C(x, y). ¢Como encontrar el nivel de produccion x = ay y = b que dé como
resultado el costo minimo? Por otro lado, suponga que la funcion de produccion esta dada por Q(K, L), ¢qué
nivelesdeky Y Lo dan como resultado la produccién maxima?

Estas incognitas son se pueden responder aplicando el procedimiento de derivadas a funciones de varias
variables.

Una funcién f(x, y) tiene un méximo relativo en un punto P(a, b) del dominio def s f(a, b) >
f(X) paratodos los puntos (X, y) en un disco circular con centro en un punto P. Ana ogamente,
s f(c, d) <f(x, y) paratodos los puntos (X, y) en un disco circular con centro en Q, entonces
f(x, y) tiene un minimo relativo en Q(c, d).

En términos geométricos, hay un maximo relativo de f(x, y) en P(a, b) s la superficie z = f(x, y) tiene una
“cima” en € punto (a,b; f(a,b)), es decir si (a,b; f(a,b)) esta a menos tan alto como cualquier punto cercano
alasuperficie. Del mismo modo, se tiene un minimo relativo de f(x, y) en Q(c, d) si e punto (c,d; f(c,d)) esta

N ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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en el fondo de un “valle’, de modo que (c,d; f(c,d)) esta al menos tan bajo como cualquier punto cercano de
la superficie.

Por ggemplo, en lafigurasiguiente, lafuncion f(x, y) tiene un méaximo relativo en P(a, b) y un minimo en Q(c, d).

Maximo relative
{a,b; fa, b))

imo relativo
(e.d; fic,d})

2.8.1Puntos criticos

Un punto (a, b) del dominio de f(x, y) para el cual las derivadas parciales fy y f, existen se denominan puntos
criticosdef gi:

f(ab)=0

f,(ab)=0

Si las derivadas parciaes de primer orden de f existen en todos los puntos de alguna region R del plano xy,
entonces los extremos relativos de f en R pueden estar sdlo en puntos criticos.

Aun cuando todos los extremos relativos de una funcion deben ocurrir en puntos criticos, no todo punto
critico de una funcién corresponde a un extremo relativo. Por ejemplo, si f(x, y) = Y — X, entonces

fx (X, y) = -2X

fy (X’ y) = 2y

Si ademésfx (0, 0) = f, (0, 0) = 0. Entonces, € origen (0, 0) es un punto critico paraf(x, y), y lasuperficiez=
y? — X tiene tangentes horizontales en el origen alo largo del gje x y del eje y. No obstante, en el plano xy la
superficie tiene la ecuacion z = -x, que es una parabola que abre hacia abajo; mientras que en e plano yz
tenemos una pardbola z = y? que abre hacia arriba. Esto significa que, en el origen, la superficie z= y* — X
tiene un méximo relativo cuando se observa en la direccion x, y un minimo relativo cuando se observaen la

direccion dey.
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En lugar de tener una cima o un valle sobre el punto critico (0, 0), la superficie z = y* — X° tiene forma de
“dilla de montar” como se muestra en la figura anterior, por eso se llama superficie de silla. Para que un
punto critico corresponda a un extremo relativo, e mismo comportamiento extremo debe ocurrir en todas
direcciones. Cualquier punto critico donde hay un maximo relativo en una direccion y un minimo relativo en
otradireccion se llama punto de silla.

2.8.2 Prueba de segundas derivadas parciales

El criterio de la segunda derivada lo usaremos para definir si un punto critico es un maximo relativo, un
minimo relativo o un punto de silla.

Seaf(x, y) unafuncién de xy y cuyas derivadas parcialesfy, fy, fu Y fyy existen todas, y sea D(x, y) lafuncion

D(x, ¥) = (X, Y% ¥) = [Fy(x Y)I*

Primer paso: encontrar todos los puntos criticos de f(x, y), es decir, todos |os puntos donde fy(a, b) = 0y fy(a,
by=0
Segundo paso: evaluar e punto D(a, b) para cada punto critico encontrado.
Tercer paso: s D(a, b) < 0, hay un punto de sillaen (a, b)
Paso cuarto: s D(a, b) > 0, considere fi(a, b)

Si fw(a, b) > 0, hay un minimo relativo en (a, b)

Si fi(a, b) < 0, hay un méximo relativo en (a, b)
S D = 0, lapruebano es concluyente y f puede tener ya sea un extremo relativo o un punto de sillaen (a, b).
Advierta que un punto de sillaen el punto critico (a, b) se presentara sélo cuando la cantidad D en la segunda
derivada parcial es negativa. Pero si D es positiva, existe ya sea un maximo relativo o un minimo relativo en

todas direcciones. Para determinar su comportamiento, se puede restringir la atencién a en cualquier
direccién, por g emplo respecto de X, y usar €l signo de la segunda derivada parcial f« delasiguiente maneras _—

Unidad 2: derivadas parciales
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Signo de D Signo de fy Comportamiento en (a, b)

+ + Minimo relativo

+ Méaximo relativo

Punto de silla

Veamos €l siguiente gjemplo
Encontremos todos |os puntos criticos de la funcién f(x, y) = x* + y? y clasifiquemos cada uno de elos.

Lo primero es encontrar las primeras derivadas parciaes de lafuncion:

El Unico punto critico de f es (0, 0). Para poner a prueba este punto usemos las derivadas parciales de
segundo orden:

fo= 2
fy=2
fy=0

Sustituyendo estos valores en D(X, ) = fu(X, Y)fyy(X, ¥) — [fy(X, V)] 2 tenemos

D(x,y)=2*2-0=4

Esto significaque D(X, y) = 4 paratodos |os puntos (X, y) y, en particular

D(0,0)=4>0

Por tanto, f tiene un extremo relativo en (0, 0). Ademas, como f(0, 0) = 2 > 0 se deduce que €l extremo
relativo en (0, 0) es un minimo relativo, como se muestra en la siguiente figura.
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Analicemos otro g emplo

Encontremos todos |os puntos criticos de la funcién f(x, y) = 12x —x® — 4y y clasifiquemos cada uno de ellos

Lo primero es encontrar las primeras derivadas parciales de lafuncion f

fo= 12— 3%

L os puntos criticos se encuentran resolviendo simultéaneamente ambas ecuaci ones

Parafy
12-3¢=0
3= 12 = X=4 =  X=%2
Parafy,
8y=0
y=0

Por tanto, hay dos puntos criticos: (2, 0) y (-2, 0)

Para determinar la natural eza de esos puntos obtenemos |las segundas derivadas parciales:

fxx= ‘6X
fyy='8
fo=0

™~ ‘ Unidad 2: derivadas parciales



CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y ALGEBRA LINEAL

Posteriormente formamos la ecuacion D(x, y)
D(x, y) = fudyy — (fxy)2

D(x, y) = (-6X)(-8) — (0)° = 48x

Al aplicar la prueba de las segundas derivadas parciales obtenemos lo siguiente:
D(2,0) = 48(2) = 96 >0
f(2,0) = -6(2) = -12< 0
D(-2,0)=48(-2)=-96<0

De modo que hay un maximo relativo en (2, 0) y un punto de silla en (-2, 0), observa su representacion
gréfica

Resolvamos otro g emplo

Encontremos |os puntos criticos de lafuncion f(x, y) = xX* —y* + 6xy y clasifiquemos cada uno de llos.
Lo primero es encontrar las primeras derivadas parciales de lafuncion f

f,= 3 + 6y

L os puntos criticos se encuentran resolviendo simultaneamente ambas ecuaciones
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Para fy
3+ 6y=0

By = -3%°

Parafy,
-3y’ + 6x=0

2\ 2
—{—Xj +6x=(
2

4
_¥ =0
4

—x(x3 —8):0

L as soluciones para dicha ecuacion son x = 0y x = 2. Estas son las coordenadas x de |os puntos criticos de f,
2
para obtener las coordenadas y correspondientes, sustituimos estos valores de x en laecuacion y = — Py Por

tanto, y= Ocuandox= 0y y= -2 cuando x = 2.

L as derivadas parciales de segundo orden de f son

fix= 6X
fyy = -6y
fuy=16

Formamos la ecuacién D(X, y)

D(x, y) = -36xy — 36 = -36(xy + 1)

Evaluando los puntos criticos tenemos
D(0,0) = -36[(0)(0) + 1] =-36< 0

D(2,-2) = -36[(2)(-2) + 1] = 145> 0

‘ Unidad 2: derivadas parciales
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La segunda derivada parcia nosinforma que

fo= (2,-2) = 6(2) = 12> 0

Por tanto, concluimos que f tiene un minimo relativo en (2, -2), y un punto de sillaen (0, 0). La gréfica se
muestra a continuacion.

V eamos ahora un gjemplo practico.

Una Centro Comercial vende dos tipos de yogurt listo para beber, una marca naciona que se vende a 30
centavos de dolar por botella de 195ml y una marca importada que se obtiene a un precio de 40 centavos de
ddlar por el mismo contenido. El gerente estima que si la marca nacional se vende a x centavos de dolar por
botella y la marca importada a y centavos de dolar por botella, entonces todos los dias vendera

aproximadamente 70 — 5x + 4y botellas de la marca nacional y 80 + 6x — 7y de la marca importada. ¢Qué
precio debe establecer el Gerente a cada marca para maximizar la utilidad por la venta de yogurt?

Sabemos que la utilidad esta dada por |a siguiente ecuacion

Utilidad total = Utilidad por laventa + Utilidad por laventa
de lamarcalocal de la marcaimportada

Entonces, la utilidad diariatotal por la venta de yogurt estara dada por la siguiente expresion
f(x,y) = (70 —5x + 4y)*(x - 30) + (80 + 6Xx — 7y)*(y - 40)

f(x, y) = -5%° + 10xy — 20X — 7y* + 240y — 5,300

Calculando las derivadas parcial es tenemos
fx=-10x + 10y — 20

fy = 10x — 14y + 240
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Igualando ambas funciones a cero tenemos
-10x+ 10y—-20=0 = X+y=2

10x—14y + 240= 0 =  5x—7y=-120

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos
y= 2+X €
5x—7(2+ xX) = -120 ¢
5X—-14-7x=-120 = -2x=-106 = x= 53

y=2+53 = y=155

Por tanto, el nico punto critico ser4 (53, 55)

Aplicando € procedimiento de segundas derivadas obtenemos

fXX = '10
fyy = -14
fo = 10

Formamos la ecuacién D(X, y)
D(x, y) = (-10)*(-14) — (10)* = 40
Concluimos que cuando D(53, 55) = 40 > 0, y f = -10 < 0, lafuncion f tiene un maximo relativo. Esto

significa que el Centro Comercial maximiza sus utilidades al vender la marca local a 53 centavos de dolar y
la marcaimportada a 55 centavos de ddlar.
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2.9 Optimizacion con restricciones: los multiplicadores de Lagrange

En numerosos problemas de aplicacion nos encontramos que una funcion de dos variables que debe ser
optimizada se encuentra sujeta a una restriccion de las variables. Por gemplo, un editor, restringido a
permanecer dentro de un presupuesto fijo de 60 mil délares, desearia determinar cdmo dividir este dinero entre
desarrollo y promocion para maximizar las ventas futuras de un nuevo libro. Si x denota la cantidad de dinero
asignado a desarrollo y y la cantidad asignada a la promocion, y f(x, y) es el nimero correspondiente de libros
gue se venderan, a editor le gustaria maximizar la funcion de ventas f(X, y) sujeta a la restriccion presupuestal
dex + y = 60,000.

El andlisis geométrico nos dice que en € proceso de optimizacion de una funcion de dos variables, que se
encuentra sujeta a restriccion, se considera la misma funcién como una superficie en e espacio tridimensional,
y larestriccion como una curva en € plano. Cuando se encuentra el méximo o e minimo de lafuncion sujeta a
larestriccion dada, se restringe la atencion a la parte de la superficie que se encuentra directamente encima de
lacurvade las restricciones. El punto més ato de esta parte de la superficie es el méximo restringido, y € punto
mas bajo es el minimo restringido. Esto se ilustra a continuacion.

Méximo na restringido

El método del Multiplicador de Lagrange utiliza el hecho de que cualquier extremo relativo de la funcién f(x,
y) sujetaalarestriccion g(x, y) = k, debe ocurrir en e punto critico (a, b) de lafuncion:

F(x,y) = f(x,y) - Ag(x, y) - K

Donde L es una nueva variable (el multiplicador de Lagrange). Para hallar los puntos criticos de F,
calculamos las derivadas parciales

‘ Unidad 2: derivadas parciales
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Fx= fx‘/ﬁigx
Fy=1f,- 40y
F.=-(g-Kk

Y resolvemos las ecuaciones Fy = 0, Fy = 0y F, = 0 simultdneamente como sigue:
Fx:fx'igxzo : fx://lgx
Fy=1y-19=0 = k=19

F,=-(g-k =0 = g=k

Finalmente, se evalUan (a, b) en cada punto critico (a, b) de F.

Procedimiento para aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange
Paso 1. Expresar €l problemaen laforma:
Maximizar (minimizar) f(x, y) sujeto ag(x, y) =k
Paso 2. Resolver simultaneamente | as ecuaciones:
Fx=1x- k=0 = = Ao
Fy=1f-49,=0 = fy= gy
F.=-(g-k=0 = g=k

Paso 3. Evaluar f en todos los puntos hallados en el paso anterior.

V eamos un gjemplo practico

CAPUFE esta planeando construir un mirador en la carretera México-Cuernavaca, este debe ser rectangular
con un &rea de 5 mil metros cuadrados, y debe estar cercado en los tres lados no adyacentes a la carretera.
¢Cudl esla cantidad minimo de cercado que sera necesaria para completar €l trabajo?
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Marquemos los lados del érea del mirador como se indicaen la siguiente figura

X

Area para el mirador

Denotemos con f la cantidad de cercado requerida. Entonces, tenemos que

f(x,y) = x+ 2y

El objetivo en minimizar f dado € requisito de que el area debe ser de 5 mil metros cuadrados, esto significa

gue esta sujeta alarestriccion:

g(x, y) = xy = 5,000

Calculando las derivadas parciadlestenemosquefy = 1,fy = 2,0« = Y,y 0y = X
Obtenemos las tres ecuaciones de Lagrange

1=y 2= AX xy = 5,000

De las dos primeras ecuaciones obtenemos que A = 1 yque A = )2(

Comoy= 0y x=0, esto implicaque

:E,oseax: 2y
X

< [P

Sustituyendo x = 2y en la tercera ecuacion tenemos

2y=5000 = y:\/S,(;OO = y=#50
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Ahora sustituimos y = 50 en la ecuacion x = 2y para encontrar €l valor de x
x = 2(50) = 100
Por tanto, y = 50 y x = 100 son los valores que minimizan la funcion f(x, y) = x + 2y sujeta a la restriccion
xy = 5000. El area 6ptimadel mirador es de 100 metros de largo por 50 metros de ancho.
Veamos otro gemplo
Encontremos | os val ores maximo y minimo de la funcién f(x, y) = xy sujetaalarestriccion x* + y* = 8
Lasderivadas parcialessonfy = X, fy =y, 0x= 2X,y gy = 2y
Obtenemos las tres ecuaciones de Lagrange
y = 21X X= 2y X+ V=8

S estas tres ecuaciones se satisfacen, ni X ni y pueden ser cero. Las dos primeras ecuaciones se pueden
rescribir como

X
22=" y 2, ==
X y
Lo cua implicaque = X, 0 seax? = y?
X
Ahora sustituimos x* = y* en la tercera ecuacion y obtenemos
2X=8 =  Xx=%2

Si x = 2, delaecuacion x* = y? se deduce quey = + 2. Del mismo modo, si x = -2, observamos quey = + 2.

Por |o tanto, los cuatro puntos en los que se pueden alcanzar |os extremos restringidos son (2, 2), (2, -2), (-2,
2)y (-2, -2). Dado que

f(2,2) = f(-2,-2) = 4 y  f(2,-2=1(-2,2)=-4
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De todo esto se deduce que cuando x* + y? = 8, el valor méximo de f(x, y) es 4, valor que se alcanza en los
puntos (2, 2) y (-2, -2), y € valor minimo es -4, que se alcanza en los puntos (2, -2) y (-2, 2).

2.9.1 Multiplicadores de Lagrange parafunciones de tres variables

El méodo de los multiplicadores de Lagrange se puede extender a problemas de optimizacién con
restricciones que involucran a funciones de mas de dos variables y mas de una restriccién. Por g emplo, para

optimizar f(X, y, 2) sujeto alarestriccion g(x, y, 2) = k, se resuelve

fx = AQx fy = Agy f,= A g=k

V eamos un gjemplo practico

Una caja de joyas ha de construirse con materiales que cuestan $1 por pulgada cuadrada para el fondo, $2 por
pulgada cuadrada para los costados, y $5 por pulgada cuadrada para la tapa. S e volumen total es de 96
pulgadas cuadradas, ¢gué dimensiones minimizaran el costo total de construccion?

Sea x pulgadas la profundidad de lacaja, y €l largo y z el ancho, donde X, y y z son todas positivas.

Entonces, el volumen de lacagaesV = xyzy e costo

p P
/ yaw. total de construccion esta dado por
p /
X /// C:1y2+ 2(2xy+ 2XZ)+5yZ: 6yz+4xy+ 4xz

Sedeseaminimizar 6yz+ 4xy + 4xz sujeto aV = xyz = 96. Las ecuaciones de L agrange son:
Cx = AV o] 4y + 4z = A(y2)
Cy =2V 0 6z+ 4x = A(X2)
C,=AV, 0 6y + 4x = A(xy)

yxz = 96

Al despgjar A de cada una de las primeras tres ecuaciones, se obtiene

4y+4z 6z+4x 6y+4x
yz Xz Xy

A
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Multiplicando por xyz cada una de estas expresiones tenemos
4xy + 4xz = Byz + 4yx
4xy + 4xz = 6yz + 4xz

Byz + 4yx = 6yz + 4xz

Que puede ser ssimplificada s se cancelan términos comunes de ambos lados de cada ecuacion para obtener

4xz = 6yz
4xy = 6yz
4yx = 4xz

Dividiendo entre z ambos lados de la primera ecuacion, entre y ambos lados de la segunda y entre x ambos
lados de latercera, se obtiene

4x = 6y
4x = 62
4y = 4z

2 2 _ ., .
De modo que y = 3 »y z= 3 >, sustituyendo estos valores en la ecuacion de la restriccion xyz = 96,

gx 2xj:96 = ﬂx*°’=96
3 3 9

X = 216 = X=6

encontramos

Entoncesy=2z= 2(6) =4

Por tanto, el costo minimo se alcanza cuando la cgja de joyas mide 6 pulgadas de profundidad con una base
cuadrada de 4 pulgadas por lado.
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Analicemos otro gemplo
Un consumidor tiene $600 para gastar en dos mercancias, la primera de las cuales cuesta $20 por unidad y la
segunda $30 por unidad. Suponga que la utilidad obtenida por el consumidor con x unidades de la primera
mercanciay y unidades de la segunda mercancia, esta dada por la funcion de utilidad Cobb-Douglas U(x, y)
= 10x*%y"“. s;Cuéntas unidades de cada mercancia debe comprar el consumidor para maximizar la utilidad?
El costo total de comprar x unidades de la primera mercancia a $20 por unidad, y y unidades de la segunda
mercancia a $30 por unidad es 20x + 30y. Como el consumidor tiene solo $600 para gastar, la meta es
maximizar la utilidad U(X, y) sujetaalarestriccion presupuestal 20x + 30y = 600.
L as tres ecuaciones de Lagrange son

6x 0= 200,

6x°%y %= 300

20x + 30y = 600

De las dos primeras ecuaciones obtenemos

6X70.4 y0.4 4X0.6 y70.4
— — /’i 9X-0.4 4 - 4X0 -0.6
20 30 = Y Bl

4
= 4x =—>
9y = Y=9

: 4 -,
Sustituyendo y = 5 > en latercera ecuacion de Lagrange tenemos

20x + 30[3 xj =600

[mjx =600
3

x=18
4
Demodo quey = (18)=8

Entonces concluimos que para maximizar la utilidad, el comprador debe adquirir 18 unidades de la primera
mercanciay 8 unidades de la segunda.
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Desarrollemos otro giemplo

A un editor se le han asignado 60 mil ddlares para gastar en e desarrollo y promocion de un nuevo libro. Se
estima gque si X miles de ddlares se gastan en € desarrollo y y miles de ddlares en la promocion se venderan

3
aproximadamente f (x, y) = ZOXAy gjemplares del libro. ¢Cuanto dinero debe asignar €l editor a desarrollo
y cuanto alapromocion para maximizar las ventas?

3
Lameta es maximizar lafuncion f(x,y) = ZOXAy sujetaalarestriccion g(x, y) = 60, dondeg(x, y) = X+ y

L as ecuaciones de Lagrange son

K2y = 1
202 = 4
X+ y=60

De las dos primeras ecuaciones resulta

SOxy2 y= ZOX%

Queda claro que el valor maximo de f no se alcanza cuando x = 0, por 10 que se puede suponer quex =0y se
puede dividir ambos lados de la ecuacion entre SOX% para obtener

=X
y 3

Sustituyendo esta expresion en latercera ecuacion de Lagrange, setiene

x+gx:60 = §x=6( = x= 36
3 3

Y el valor dey es

2
_“(36)= 24
y 3( )

Esto significa que para maximizar las ventas, €l editor debe gastar 36 mil en desarrollo y 24 mil en
promocion. Si hace esto, se venderan aproximadamente f(36, 24) = 103, 680 ejemplares del libro.

& ‘ Unidad 2: derivadas parciales
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3.1 Introduccion alas matrices

¢Qué es una matriz?

En general, una matriz es un conjunto ordenado en una estructura de filas y columnas. L os elementos de este
conjunto pueden ser objetos matematicos de muy variados tipos, aunque generalmente se trabaja cas
exclusivamente con matrices formadas por numeros reales.

Normal mente las matrices son designadas por letras maylsculas |os elementos de una matriz se identifican
por lafilay la columna que ocupan. Asi, designaremos por as; €l elemento que esta situado en la tercera fila
y segunda columnade lamatriz A.

El nimero de filas y columnas que tiene una matriz se llama dimension de la matriz. Dos matrices son
iguales si son de igual dimensidon y coincide € valor de los elementos que ocupan la misma posicion en
ambas.

Unamatriz A que contenga los elementos g;; tiene la forma general

A, B e By,

a a a
A= 21 22 2n

[ A

Esta matriz generalizada esta formada por m renglones y n columnas. Los subindices de un elemento aij
indican que el elemento esta situado en lainterseccion del rengloni y lacolumnaj delamatriz.

Consideremos las calificaciones obtenidas por cinco estudiantes en tres pruebas distintas, estas podrian
mostrarse en la siguiente matriz.

Prueba
12 3
1(75 8 86
2191 95 100
Alumno 3|65 70 68
4|59 80 99
5 75 76 74
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La matriz es un arreglo rectangular con 5 renglones (uno por alumno) y 3 columnas (una por prueba). Cada
renglén contiene las tres puntuaciones obtenidas por un estudiante en particular y cada columna contiene las
cinco calificaciones obtenidas en una prueba.

Denotemos con S a la matriz de calificaciones obtenidas por cinco estudiantes en tres pruebas distintas,
¢cuales serian los e ementos Spo, Szp, Su3 Y S167

L os elementos se determinan de la siguiente manera:

S12 = elemento del primer rengldn y segunda columna = 82

Sz = elemento del tercer rengldn y segunda columna = 70

S43 = elemento del cuarto renglén y tercera columna = 99

S16 = elemento del primer renglén y sexta columna = o correcto es registrar “sin elemento”

La matriz que se muestra a continuacion contiene el promedio del consumo diario de energia, por fuente de
energia, en cuatro regiones de Estados Unidos durante 2008. Las cifras se dan en millones de barriles diarios
y representan |a cantidad de barriles de petréleo que se necesita para producir la energia equivalente.

, , Combustibles
Petréleo v gas de , Petréleo y gas . R .
- Carbén . - = hidroeléctricos y  Nuclear
Estados Unidos importados S !
sintéticos
6.5 28 3.0 02 0.5 Nordeste
E= 3.2 1.1 0.5 0.5 0.2 Sur
34 2.0 1.1 0.1 0.4 Qeste medio
5. 1.5 33 0.6 02 Qeste

3.2 Tiposde matrices

3.2.1 Vectores

Una clase especial de matrices recibe el nombre de vector. Un vector es una matriz gue tiene Unicamente un
renglén o una columna.

El vector renglon es unamatriz que tiene solo un renglon. Un vector renglon R con n elementosr 4 tiene
unadimension 1 x ny laforma general:

R = (ru, r2, ri3,..., )
Las tres calificaciones obtenidas por el alumno 1 en la prueba del gemplo anterior pueden representarse por
el vector renglon (1 x 3) A de lasiguiente manera:
A=(75 82 86)

En el caso del consumo diario de energia en los Estados Unidos, e consumo de la zona sur puede
representarse por €l vector renglon (1 x 5) P de la siguiente manera:
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P=@32 11 05 05 0.2

El vector columna es una matriz que tiene solamente una columna. Un vector columna C gue posea m
elementos ¢j1 tiene una dimension mx 1y laforma general:

C11

En la matriz de las calificaciones del gemplo anterior, las calificaciones obtenidas por los cinco aumnos en
laprimera prueba T podrian representarse mediante el vector columna (5 x 1) siguiente:

75
o1
T=| 65
59
75

3.2.2 Matrices cuadradas
La matriz cuadrada es aquella que presenta e mismo nimero de renglones y columnas. Si la dimensién de
unamatrizesm x n, unamatriz cuadrada estal que m = n, por ejemplo:

9 7 1
A=(3) B:(_72 _8} c=|5 5 3

1 3 8
1x1 2X2 3x3

Si unamatriz A es cuadrada, algunas ocasiones sera posible ocuparse de un subconjunto de elementos g
gue se encuentran alo largo de la diagonal primaria de la matriz. Estos elementos se hayan en posiciones
dondei =j. Por ejemplo: a1, a2, ag3, auas,..., 8n. LOS elementos de la diagonal principal de la matriz B son
b1; =-2y by =-3. Los elementos sobre la diagonal principal delamatrizC sonci;; =9, C,; =5y C33=8.
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3.2.3 Matriz Identidad

La matriz identidad es una matriz cuadrada en la cual los elementos situados sobre la diagonal principal son
igualesauno'y el resto de los elementos son iguales a cero.

Si e; denota un elemento generalizado dentro de una matriz identidad, entonces:

{1 s i=]
g = L
0 s i#]
Las matrices
. 100
1 0
= y I={0 1 O
01
’ 0O 0 1

Son matrices identidad de tipo 2x2 y 3x3 respectivamente.

3.2.4 Transpuesta de una matriz

En ocasiones sera necesario reorganizar |os e ementos un una matriz, este puede consistir simplemente en ver
el arreglo de nimeros desde otra perspectiva o manipular los datos en una etapa posterior. Asi pues, un
arreglo significaformar latranspuesta de una matriz.

Matriz transpuesta
Enlamatriz A (mx n) con elementos a;j, latranspuesta de A, denotada por A', esunamatriz (n x m) que
contenga |os elementos a'; donde:

ayj = g
Para encontrar la transpuesta de la matriz
5 3
A=|8 4
2 7

.

Primero se determinala dimension de A'. Puesto que A es una matriz (3 x 2), A' serd unamatriz (2 x 3) que
tendrala siguiente forma.
Al = (atn a'n at13j

t t t
a2 d»2 axs
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Empleando la definicidn anterior sabemos que:

an=an=5 as=ap=3
dp=an=8 dp=an=4
a3 = ag = 2 ay=ap=7
Por |o tanto, la transpuesta sera:
no[5 8 2
347

Advierta que los renglones de A se convierten en las columnas de A' y las columnas de A se convierten en
los renglones de A'. Esta relacion facilita el poder obtener la transpuesta de cualquier matriz.

A continuacion se aplicara estaldgica para encontrar latranspuesta de la matriz siguiente.

1 6 -8
B=|5 3 4
9 -7 2,

Para formar la matriz transpuesta, consideramos que los renglones 1, 2 y 3 de B se convertiran en las
columnas 1, 2y 3 de B'. La otra posibilidad es que las columnas 1, 2'y 3 de B se convertiran en los renglones
1,2y 3deB".

1 5 9
B=|6 3 -7
-8 4 2,

Cualquiera que haya sido € método empleado obtenemos el mismo resultado, por lo tanto ambos son
vélidos.

o1 ‘ Unidad 3: Modelos lineales y dlgebra de matrices



CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y ALGEBRA LINEAL

3.3 Operaciones con matrices

3.3.1 Adiciény sustraccion de matrices

Dos matrices podran sumarse o restarse si y solo si tiene lamismadimension. Si se suman las matricesA y B
para formar una nueva matriz C, ésta tendra la misma dimensién que A y B. Los elementos de C se
obtendran al sumarse los elementos correspondientes de A y B, es decir

Cij = & + by

&, & ... alj\ b, b, .. blj\ Chp=a,+hb, cp=a,+b, .. Clj:alj+b1j

Bn Bp ... By by, b, ... b, _ Cy=2a,+hy C,=a,+b, ... C,=a, +b,
& &, ... @ b, b, ... bij/ c,=a,+b, c,=a,+b, ... c¢c;=a+b;
A + B = C
Consideremos las siguientes matrices
9 8 5 4 3 4 -2 9
1 2 7 2 6 3 4 5
A= y B=
7 6 9 8 9 7 3 7
3 4 3 6, -1 6 0 2

¢Cudl sera €l resultado de sumar A + B?

9+3 8+4 5+(-2) 4+9
1+6 2+3 7+4 245
7+9 647 9+3 8+7
3+(-) 4+6 3+0 6+2

Por lo tanto, la nueva matriz C sera

12 12 3 13
7 5 11 7
16 13 12 15
2 10 3 8,
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Y s setratarade unaresta, esdecir A —B

9-3 8-4 5-(-2) 4-9
| 1-6 2-3 7-4 2-5
7-9 6-7 9-3 8-7
3-(-) 4-6 3-0 6-2
Lanuevamatriz C sera
6 4 7 -5
-5 -1 3 -3
C=
-2 -1 6 1
4 -2 3 4,

3.3.2 Multiplicacién por escalar

Cuando hablamos de un escalar nos estamos refiriendo a un nimero real, y en €l caso de la multiplicacién de
una matriz por un escalar o que tenemos que hacer e multiplicar cada elemento de la matriz original por ese
escalar. Por ggemplo, s k representaun escalar y A representa la siguiente matriz (3x2), tenemos

9 7 9% 7k
kA=k-|-5 0 |=|-5% O
1 3 k 3k

Recordemos el caso del consumo de energia de los estados Unidos

Petrdleoy gasde Petrdleoy gas _Combusti_bl &
. Carb6n . hidroeléctricosy  Nuclear
Estados Unidos importados L

_ sintéticos -

6.5 2.8 3.0 0.2 0.5 Nordeste
E= 3.2 11 0.5 0.5 0.2 Sur

34 20 11 0.1 04 Oeste medio

u 5.5 15 3.3 0.6 0.2 Oeste B

Ahora bien, una fundacién dedicada a la investigacion de politicas privadas estima que e consumo de
energia se incrementara, en cada region y para todas las fuentes de energia, un 20% entre 2008 y 2013. Si &l
consumo verdaderamente aumentase conforme a esta estimacion, el consumo para el 2013 seria 120% mas
que en 2008. El consumo de energia para €l 2013 puede determinarse mediante la multiplicacion por
escalares.
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El resultado de esto seria

65 28 30 02 05 780 336 360 024 0.60
32 11 05 05 0.2 3.84 132 060 0.60 0.24
34 20 11 01 04| |408 240 132 012 048
55 15 33 06 02 650 1.80 396 0.72 0.24

3.3.3 Producto interno

by,
b21 . . . . .
Sea A = (au, au,..., a;) Yy B = -, el producto interno, descrito por A<*B, se determina de la siguiente

b,
manera

A*B = ag1big + agabpr +... + ayjbin

Esta operacion esta sujeta a tres reglas generales, a saber:

1. El producto interno se define solo si los vectores rengldn y columna contienen el mismo nimero de
elementos,

2. El producto interno resulta cuando un vector renglon se multiplica por un vector columna, y €l
producto resultante es una cantidad escalar, y

3. El producto interno se calcula multiplicando los elementos correspondientes de los dos vectores y
haciendo la suma algebraica.

Veamos por g emplo la multiplicacion de |os siguientes vectores

~

4

-

[2
AB=(7 3)

Para encontrar € producto interno, el primer elemento del vector renglon se multiplica por el primer
elemento del vector columna; el producto resultante se sumaa producto resultante de multiplicar el segundo
elemento del vector renglon por el segundo elemento del vector columna.

~

A*B=(7 a[j=0*3+6*®

-

AB=14+12=26
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Analicemos otro gemplo

En los vectores renglon y columna

M=(7 1 5 9 3) y N=| O

El producto interno se calcula de la siguiente manera
MeN=(7*(-3)+(1*(-1))+(5*0+(9*2+(3*7)
MeN=-21-1+0+18+21

MeN=-22+39=17

3.3.4 Multiplicacién de matrices
La multiplicacion de matrices presenta ciertas propiedades, a saber:

i. El producto matricial AB se define si y solo si e nimero de columnas de A es igual a numero de
renglones de B, esdecir si ja =ip

ii. S la multiplicacion puede efectuarse, es decir Si ja = ig, € producto resultante ser4 una matriz que
tengaunadimensionigual aia =jg

Para determinar |os elementos de la matriz de productos se aplica la siguiente regla

Si AB = C, un elemento c¢;; de la matriz de productos seraigua al producto interno del renglon i dela
matriz A y delacolumnaj delamatriz B.

A B = C
Columna j

Renglon i “—] }

Para obtener el producto matricial AB, donde

2 4\ _4\
A= y B=
aar
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El primer paso sera determinar si la multiplicacion es posible. La matriz A tiene una dimensién de 2x2 y la
matriz B tiene una dimension de 2x1

C
(2x1)

A e B
2x2) (2x1)

El producto esta definido porque el nimero de columnas de A es igua al de renglones de B. La matriz de
productos resultantes sera de dimension (2 x 1) y tendralaforma genera

C N
C= ( 11
c‘\'21,
Para encontrar c;1, € producto interno se obtiene multiplicando el renglén 1 de A por la columna 1 de B, es
decir

2 A=A ay e @2)=-8+8=0
3 1/(2 =(2*(-4) + (4*2)=-8+8=

~

2 4(-4 (O
3 1/ 2 - ) -
De manera similar, c,; se obtiene a calcular € producto interno entre € renglén 2 de A y lacolumna 1 de B,

es decir

2 4(-4 3*(-4)) + (1*2) = -12 + 2=-10
3 1/[2/—( (-4) + (1*2) =- =-

2 4\ _4\_ O\
3 1 2 |\-10

/
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Veamos otro gemplo

Determinemos € producto Pl =T, cuando

_\
;g; 100
b= - e 1=l0 1 0
0 10 1
00 1
3 4 5 y

/

P es una matriz (4x3) e | es una matriz identidad (3x3). Dado que €l nimero de columnas de P es igual a
nimero de renglones de |, la multiplicacion s puede redlizarse y la matriz del producto T tendra la
dimensién 4x3.

P o | = T
4x3) (3x3) = (4x3)
Por consiguiente, T poseeralaforma general
t11 t12 t13\
T — t21 t22 t23
t31 t32 t33
t41 t42 t43/
L os elementos se calcularan de la siguiente manera
1
tu=(1 0 -1 O =(1*1) +(0*0) + (-1*0) =1
O/
o
to=(1 0 -1)| L =(1*0) +(0*1) +(-1*0)=0
O/
o
tiz=(1 0 -1)| O =(1*0) + (0*0) + (-1*1) =-1
1
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1
th=(2 6 -2)| O =(2*1) + (6*0) + (-20) = 2
O/
5
tr=(2 6 -2)| 1 =(2*0)+(6*1) +(-2*0) =6
o

ts=(2 6 -2)[ = (2%0) + (6*0) + (-2*1) = -2

1
ta=(0 10 1) [o:(o*1)+(1o*0)+(1*0) 0
0]
o
tzz=(0 10 1)[1
0]

o)
tz=(0 10 1) [o = (0%0) + (10%0) + (1*1) = 1
1

0%0) + (10*1) + (1*0) = 10

1
ta=(3 4 5| O =(31)+(4*0)+(5*0)=3
0/
o
tp=3 4 5|1 =30+41+(50=4
O/
o
ts=@3 4 5| 0=(30)+4*0)+((5*1D) =5
1,
1 o -1
Por |o tanto, lamatriz T ser& T= 2 6 -2
0O 10 1
3 4 5
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3.4 Determinantes

En su sentido original, e determinante decreta la unicidad de la solucién de un sistema de ecuaciones
lineales. Fue introducido como una regla para la resolucion de sistemas de dos ecuaciones con dos
incognitas.

Si una matriz es cuadrada, sus elementos pueden combinarse para calcular un nimero de valor real llamado
determinante. El concepto de determinante es de particular utilidad en la solucién de ecuaciones
simultaneas.

El determinante de la matriz

[2 5
A=
3 -2,

Puede denotarse escribiendo lineas verticales alrededor del nombre de la matriz o colocando lineas verticales

en torno alos elementos de la matriz. La determinante de A puede indicarse por

2 5

Al o
3 -2

A continuacion se presenta la metodologia para el calculo de determinantes.

3.4.1 Determinante de unamatriz 1x1

El determinante de una matriz 1x1 es ssmplemente el valor del elemento contenido en la misma matriz. Por
gemplo, si lamatriz es A = (5), e determinante |A| seraigual a 5; s la matriz es M = (-10), entonces €l
determinante sera |M| = -10.

3.4.2 Determinante de una matriz 2x2

En una matriz 2x2 que tenga laforma
A~ (aﬂ au}
a'21 a22
El calculo del determinante se hace de la siguiente forma

|A| = an182 — a1812
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El célculo incluye una multiplicacion cruzada de |os elementos de |as dos diagonales, es decir

()2

Lan
e

3.4.3 Determinante de una matriz (3x3)
En unamatriz (3x3), el determinante puede encontrarse por medio del siguiente proceso
1. Sereescriben las dos primeras columnas de lamatriz ala derecha de lamatriz original.

2. Selocalizan los elementos en las tres diagonales principales (P1, P, y P3) y lostres
ubicados en las tres diagonal es secundarias (S;, S, ¥ S3).

3. Se multiplican los elementos de cada diagonal primariay cada diagonal secundaria.
4. El determinante es igual a la suma de los productos de las tres diagonales primarias
menos la suma de | os productos de | as tres diagonal es secundarias.
Laforma algebraica para calcular un determinante es:

|A| = (an1820833 + &12823831 + A13821832) — (Az18208u3 + Az82381 + AzzA1812)

Si se desea encontrar € determinante de la matriz

3 1 2
A=|-1 2 4
3 -2 1

L as dos primeras columnas se reescriben ala derecha de la matriz original como se muestra a continuacion
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Seidentifican las tres diagonales primarias y secundariasy el determinante se calcula como sigue
IAl=[(3*2*1) + (1*4*3) + 2(-1)(-2)] - [(3*2*2) + (-2)(4*3) + (1(-1)D)]

IA|=(6+12+4)—(12-24-1)=22+13=35

NOTA IMPORTANTE

L os métodos examinados para matrices 1x1, 2x2 y 3x3 son exclusivos para
matrices de esta dimensiones, es decir no se pueden aplicar a matrices 4x4 o
amatrices de orden superior.

3.4.4 Método de Cofactores

Para cualquier matriz cuadrada A puede encontrarse una matriz de cofactores que se denota como A.. La
matriz de cofactores tendra la misma dimension que A y constara de elementos a'jj, 10s cuales se conocen
con el nombre de cofactores. Para cada elemento &; contenido en A habra un factor correspondiente &'s;.

El cofactor asociado a un elemento &;; se determina del modo siguiente:

1. Mentamente eliminemos € renglon i y la columnaj en la matriz original, y concentrémonos en
los elementos restantes de la matriz. Estos constituiran una submatriz de la matriz original.

2. Encontremos el determinante de la submatriz restante. Ese determinante recibira e nombre de
menor del elemento g;.

3. El cofactor &’jj se obtendra al multiplicar la menor por (+1) o (-1), segin la posicion que ocupe el
elemento a;;. Unaformula para calcular €l cofactor es

a'ij = (-1)"(el menor)
Si (i +j) esun ndmero par, lamenor se multiplicara por (+1), conservando su signo.

Si (i +]j) esun numero impar, lamenor se multiplicara por (-1), cambiando su signo.

Calculemos la matriz de cofactores para la matriz 2x2 del siguiente gjemplo

(5 -4
A=
2 -2,

Iniciemos con el cofactor correspondiente al elemento aj;. Al tachar € rengldn 1y la columna 1, queda la
submatriz 1x1 definida por (-2). El determinante de esta submatriz esigual a-2 'y, por tanto, esla menor

|

i

—4
NEYE

|-t
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El cofactor se calcula como sigue
a’ 1= (_1)1+1(_2)
an=(-17°(2

a 11 = (1)(-2) =-2

Paralos elementos restantes

[i :j'] a1 =(-1)"%(2) = -2
[i :4] ax = ()" (4)=4

-]
= TR .
=T a2 =(-1)*%5)=5
La matriz de cofactores sera
A = -2 -2
4 5

Para obtener la matriz de cofactores para una matriz 3x3 se comienza con € elemento aj;;. Al tachar €
renglén 1y lacolumna 1, nos queda una submatriz de 2x2, desarrollemos el siguiente ejemplo.

El cofactor se calcula de la siguiente manera

2

ay = (_ 1)1+1_ 2 1
a'11 = (-1)72(1) - (-2)4] =1(2 + 8) = 10
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Para el elemento a;,, tachamos el renglén 1y la columna 2

El cofactor a1, se calcula como sigue

1= (-17(-)1-(3)4] = (-1)(-1- 12) = 13

Para el elemento a;3, tachamos el rengldn 1y lacolumna 3

El cofactor a 13 se calcula como sigue

-1 2
3 -2

= (1)

&= (D) - (32 = ()(2-6)=- 4

Para el elemento ay;, tachamos el rengldn 2y la columna 1

El cofactor a »; se calculacomo sigue

1 2

a|21 = (_ 1)2+1 _2 1

a2=(1T(DD)-(-22] = (-D(1+4)=-5
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Para el elemento ay,, tachamos el renglén 2y la columna 2

El cofactor &', se calcula como sigue

3 2
31

&y = (_ 1)2+2

a2 =(-1)1(3)(1) - (32 = (1)(3-6)=-3

Para el elemento ags, tachamos el renglén 2y la columna 3

El cofactor a 3 se calcula como sigue

3 1
3 -2

alza = (_ 1)2+3

2= (-1)7(3)(-2 - B)D] = (-1(-6-3)=9

Para el elemento ag;, tachamos el renglén 3y la columna 1

El cofactor a'3; se calculacomo sigue

8= ()T -] =D)E4-4=0

Para el elemento as,, tachamos el renglén 3y la columna 2
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El cofactor a’ 3, se calculacomo sigue

a2 =(-1)7(3)(4) - (-] = (-1)(12+2) =-14

Para el elemento ags, tachamos el renglén 3y la columna 3

El cofactor a 33 se calcula como sigue

3 1
-1 2

A= (_ 1)3+3

a0= ()3 -(HOI=(1)6+1)=7

Por tanto, la matriz de cofactores es

10 13 -4
-5 -3 9
0O -14 7

3.45 Método de expansion por cofactores

El método de expansion por cofactores permite obtener €l determinante de una matriz siguiendo los pasos

gue se listan a continuacion:

1. Seleccionamos cuaquier renglén o columnade la matriz

2. Multipliquemos cada elemento del renglon o columna por su cofactor correspondiente y sumemos los

productos.
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Asi, tenemos que en una matriz A(mxm), €l determinante se encontrard al ampliar un renglon i cualquiera
conforme ala siguiente ecuacion

Al = an@'in + @z’ i2 +... + &im@'im
De manera andloga, € determinante se podra calcular al ampliar una columna j cualquiera de acuerdo con la
ecuacion

|A| = alja’ 3+ azja’ 2 t... + amja’ mj
Si nuestra intencion es encontrar el determinante, no serd necesario calcular toda la matriz de cofactores.
Bastaré con determinar solo los cofactores del renglén o columna seleccionados parala expansion.

Si retomamos la matriz 2x2 de la seccién anterior

(5 -4
A=
2 -2,
Y su matriz de cofactores
A = -2 -2
4 5

Podemos calcular el determinante mediante expansion sobre € renglén 1 de la siguiente manera:
|A| = apd’' 11 + a2a’' 12
IAl=5(-2) + (-4)(-2)

IA|=-10+8=-2

Para el caso delamatriz 3x3 de la seccion anterior

3 1 2
A=-1 2 4
3 -2 1
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Y su matriz de cofactores

10 13 -4
A.=[-5 -3 9
0 -14 7

Calculamos €l determinante mediante expansion hacia abajo en la columna 3 como se muestra a
continuacion:

IAl=2(-4) +4(9) + 1(7)

IA|=-8+36+7=35

En este caso € determinante delamatriz es 35.

3.4.6 Propiedades de | os determinantes

Propiedad 1. Si todos los elementos de cualquier renglon o columna son cero, € determinante también lo
serg, esdecir |JA| =0

Propiedad 2. Si se intercambian dos renglones o columnas cualesquiera, el signo del determinante también
cambia.

Propiedad 3. Si todos los elementos de cualquier renglén o columna se multiplican por una constante k, €l
valor del determinante sera k|A|.

Propiedad 4. S un mdltiple cualquiera de un renglén o columna se suma a otro renglén o columna,
permanecerainalterado el valor del determinante.

Propiedad 5. Si un rengldn o columna cualquiera se multiplica por otro renglén o columna, el determinante
seracero.
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3.5 Inversadeunamatriz
3.5.1 ;Qué eslamatriz inversa?

Lamatriz inversa de unamatriz A, de orden n, eslamatriz A, de orden n. Larelacion entre una matriz A
y suinversaA™ es que el producto de ambas, en uno u otro orden, da origen ala matriz identidad, es decir:

A- A=At A=1

La inversa se parece a reciproco en € agebra de nimeros reales, donde se obtiene un producto de 1 a

. . . 1
multiplicar una cantidad b por su reciproco b

Aclaraciones sobre lamatriz inversa

< Paragueunamatriz A tenga unainversa, tiene que ser cuadrada.
© LamatrizinversaA™ también ser& cuadraday de lamismadimension que A.

S No toda matriz cuadrada posee unainversa.

Una matriz cuadrada tendr& una inversa a condicion de que todos los renglones o columnas sean linealmente
independientes, es decir que ninguno de ellos sea resultado de la combinacion lineal de los renglones o
columnas restantes, en caso contrario la matriz no tendrainversa. Las matrices que tienen inversas se llaman
matricesregularesy las que no tienen inversamatrices singulares.

L as propiedades mas importantes, relativas ala matriz inversa, se muestran a continuacion:

1. Siexiste, A~! esUnica
2 (A1) =4
3 (A-B) '=pt.A?

A continuacion se revisaran algunos procedimientos para determinar la matriz inversa.

3.5.2 Procedimiento de reduccion Gaussiana
Para determinar lainversa de una matriz se recomienda seguir |0s siguientes pasos

i. Alamatriz A sele sumalamatriz identidad (mxm), lo cual da por resultado: (A|l)
ii. Se efectlan las operaciones de renglon en toda la matriz aumentada, de manera que A se transforme en
una matriz identidad (mxm).
iii. Lamatriz resultante presentaralaforma: (1|A™)
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Veamos € siguiente gjemplo
N

Obtengamos lamatriz inversade A = (2 5 aplicando € procedimiento descrito con anterioridad.
/

El primer paso es sumar lamatriz identidad alamatriz A, tal como se sefiala a continuacion
3 71 0
2 50 1

El segundo paso serarealizar las operaciones de renglon necesarias, en la matriz aumentada, con la finalidad
detransformaalamatriz A en una matriz identidad

Por ejemplo, multipliguemos todo el primer renglon de la matriz aumentada por :Jg' para que € elemento del

primer renglén y de la primera columna sea 1, asi vamos construyendo la matriz identidad

1 1 7 1 1 1
an=3 — =1 ap=7 — =— ap=1 — =— au=0 — =0
11 [3 12 [3/ 3 13 [3 3 14 (

- -

Los elementos del primer renglon han cambiado, ahora tenemos lo siguiente

T

2 5|0 1

A continuacion, multipliquemos e primer renglon por (-2) y sumemos el resultado al segundo renglon

7 1 1 2
an=1-2)+2=0 Ap=—(-2)+5=— an=—(-2)+0=—— a»x=0-2)+1=1
1= 1(-2) 22 3( ) 3 23 3( ) 3 24=0(-2)

Los elementos del segundo renglén han cambiado, ahora tenemos lo siguiente

1 75 % o
0 -2, 1

Observe que en la primera columna ya tenemos |os elementos correspondientes a la primera columna de una
matriz identidad. Sin embargo, nos sigue faltando transformar la segunda columna. Para conseguir que en la
diagonal principal de la matriz identidad existan solamente el nimero 1 multiplicamos el segundo renglon
por 3.
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1 2
an=03)=0 ar»=—03)=1 ax=——3)=-2 a»=13)=3
3 3
7
Los elementos del segundo rengldn han cambiado de nueva cuenta: [(1) é }éz g]

Solo nos falta hacer que un elemento de la diagonal secundaria sea cero. En esta caso, multiplicaremos el

N

7 .
segundo renglén por (— 3 y €l resultado o sumamos a primer renglén.

/

7 77 71 7
an=0-—-——-+1=1 ap=1—-——+_-=0 ap=-2 ——+_=5 =3 — - +0=-7
11 ( 3/ 12 ( 3/ 3 13 [ 3/ 3 14 ( 3/

, i , 1 05 -7
Los elementos del primer renglon han cambiado de nueva cuenta: 0 1-2 3

Finalmente, tenemos que lainversade A ser&
Al= 5 -7
-2 3

3.5.3 Método de cofactores

El procedimiento de cofactores con el cual se encuentra la inversa de una matriz cuadrada A requiere que se
sigan los siguientes pasos.

S Primero se determinalamatriz de cofactores A paralamatriz A.

< Losiguiente es determinalamatriz conjunto Aj, que no es otra cosa que latranspuesta de A, es decir:
A=A
j

S Finamente, la matriz inversa se calcula multiplicando la matriz conjunta por € reciproco del
determinante de A, es decir:
=)

at-t A

A
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Observe el siguiente gjemplo

Sea A =
53

4 L
, encontremos la matriz inversa.

Lo primero es encontrar lamatriz de cofactores, e procedimiento se muestra a continuacion

an =DM (1) =-1 ap=(-1)"?(2)=2 axn=(-1)*'3)=-3 aun=(-1)*?@4)=4

Por lo tanto, la matriz de cofactores serg
La correspondiente matriz conjunta sera

El determinante de A es

Al= (1)@ - (2)(-3) =-4+6=2
Por lo tanto, lainversa sera
A'l:E -1 -
2\ 2 4

= (e )

(53
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3.6 Andlisis de insumo-produccion

3.6.1 Definicién

L as matrices de insumo-producto desarrolladas por Wassily W. L eontief sefialan las interrelaciones de oferta
y demanda que existen entre los diversos sectores de una economia durante cierto periodo. Se utiliza la frase
insumo-produccion porgque las matrices muestran los valores de la produccion de cada industria que se
venden como insumo a cada una de las industrias de la economia y para uso final por parte de los
consumidores.

En lamatriz de insumo-produccién que aparece enseguida se muestra un gjemplo hipotético de una economia
simplificada en la que solo participan dos industrias. Antes, es necesario aclarar que se puede considerar que
los sectores industriales son manufacturas, siderurgia (acero), y agricultura, mineria (carbén). El sector de
otros factores de produccion esta formado por los costos en los que incurren las industrias respectivas, tales
como mano de obra, utilidades, etc. El sector demanda final podria ser el consumo de los hogares, €
gobierno, etc.

Consumidores (insumos)

Industria A Industria Demanda

B fina
Fabricantes (produccion) i Totales
Industria A 240 500 1 460 1,200
IndustriaB |39 200 940 1,500
Otros factores de produccion 600 800
Totales 1,200 1,500

Cada una de las industrias aparece en un renglon y en una columna. En el renglén se muestran las compras
gue cada sector industrial hace de la produccion de cada industria'y las compras que hacen los consumidores
para consumo final. Los registros representan el valor de los productos y estan dados en millones de unidades
monetarias. Por gemplo, del total de la produccion de laindustria A, 240 unidades sirvieron de insumos a la
misma industria A, 500 unidades pasaron a la industria B y 460 llegaron en forma directa a sector de
demanda final. La produccion total de A esla sumade lademandaindustrial y de la demandafinal, es decir:

240 + 500 + 460 = 1,200
Cada columna registra €l valor de lo que cada industria adquirié para insumo de las otras industrias, y

también lo que se invirtié en otros costos. Por jemplo, con el objeto de fabricar 1,200 unidades, A adquirié
240 unidades de produccion interna, 360 de la produccion de B, e incurrio en otros costos por 600 unidades.
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Advierta gue para cada industria, la suma de los registros en su renglén esigual ala suma de los registros en
su columna. Es decir, el valor total de la produccion de A esigual a valor de losinsumos totales de A.

El andlisis de insumo-produccion permite estimar la produccion total de cada sector industrial s existe un
cambio en la demanda final, todo esto en e caso de que la estructura bésica de la economia permanezca
igual. Esta importante suposicion significa que, para cada industria, debe permanecer fija la cantidad
invertida en cada uno de los insumos por cada unidad monetaria invertida.

Por ejemplo, al fabricar productos con un valor de 1,200 unidades monetarias, laindustria A adquiere 240 de
sus propias unidades, 360 unidades de la industria B e invierte 600 unidades en otros costos. Por

consiguiente, por cada unidad monetaria de produccion, la industria A invierte 1224;)0 = éen si misma,
@ = 3 enBy @ = 1 en otros costos. Combinando estas proporciones fijas de laindustria A con las
1200 10 1200 2

de laindustria B, se pueden obtener |os requisitos de insumos, por unidad monetaria de produccion para cada
industria.

A B A B
240, 00,7 ’ /
=y . - R i
= A200 7 A500 oA s
360,/ 200, = 3/ a7 X
= A1200 A1500 10 A5 B
Yop GO0/ 800, ; 2/
Cifros 1200 1500 l,f: :\-_:fs CMros

L os elementos de la matriz se denominan coeficientes de insumo-produccion. La suma de cada columnaes 1.

Ahora bien, supongamos que € valor fina de la demanda cambia de 460 a 500 paralaindustria A y de 940 a
1,200 para la industria B. Deseamos estimar €l valor de la produccion total que deben producir A y B para
gue ambas industrias y la demanda final satisfagan esta meta, suponiendo que la estructura de la matriz
precedente permanece igual.

Sean X Y Xg, l0s nuevos vaores de las producciones totales de lasindustrias A y B respectivamente. Puesto que

Valor total dela valor delo valor delo valor delo consumido
produccién de A = consumido por A + loconsumidopor B + por lademanda final

Setiene que
X, =éXA+:1)’XB +500
De manera andoga
X; =1%XA+125XB+1200
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En notacién matricial tendriamos lo siguiente

e 2l

%an -
X /A A :[500'
X [XB_' A [%o %5_’ y 1200

A X se le denomina matriz de produccion, a A matriz de coeficientes y a C matriz de demanda final.

Por |o tanto, tenemos que
X=AX+C
X-AX=C
Si | eslamatriz identidad (2x2), entonces
IX-AX=C

(I —AX =C

Si existe lamatriz inversa (I — A)™, tenemos lo siguiente

X=(-A'C

A lamatriz | — A sele denomina matriz de Leontief. Ahorabien,

R A )

Para determinar lamatrizainversa (I —A), apliqguemos el método de cofactores
&1:0331@%5):;§ﬁ &2:@DHZG§QQ:5%G
= (-1)2+1 (—%) = }é ayp = ( 1)2 2 (1 15) %
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La matriz de cofactores sera

[1%5 %0
%

Ahora, calculamos la matriz conjunta

F%s )
%O %_

Calculemos ahora €l determinante de la matriz de L eontief

Ex

_52 3 1560-225 1335 89

D=(6k3{5)- 30k %) = 5" 2250 2250 150

Aplicamos ahoralaférmula A™ = i A,-

A
(I —A)* = 1 1%5 %_ _ 150 1%5 %
8%50 %0 %_ 89 %0 %-

1,950 150 130 50
1,335 467 - { 49 89

(1-A" = -
00 s g0 %

Consecuentemente, la matriz de produccion sera

130 50 -
500
X:(l_A)-lC = 89 89
1200

80 %o

El resultado es unamatriz (2x1), para calcular los elementos hacemos |o siguiente

|

B ‘ Unidad 3: Modelos lineales y dlgebra de matrices



CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y ALGEBRA LINEAL

ay = [g))wm@jlzoo 730.33 + 674.15 = 1,404.48

&1 = (%j500 + [120]],200

252.80 + 1,617.97 = 1,870.77
89 89

Asi, lamatriz de produccién es

. 1,404.48
|1,870.77

Por lo tanto, para alcanzar la meta la industria A debe fabricar 1,404.48 unidades y la industria B debe
fabricar 1,870.77 unidades.

Los nuevos valores de la matriz de insumo-produccion seran

Paralalndustria A
}ng = 1 (1,404.48) = 280.90
3. -3 _
31 Xa=37,(1,404.48) = 421.34

10X = 15(1,404.48) = 702.24

Que en suma representan las 1,404.48 nuevas unidades de produccién

ParalalndustriaB
}éxB = }é (1,870.77) = 623.60
%XB = % (1,870.77) = 249.43

%XB = % (1,870.77) = 997.74

Que en suma representan las 1,870.77 nuevas unidades de produccién

Finalmente, la nueva matriz de insumo-produccion es

8 ‘ Unidad 3: Modelos lineales y dlgebra de matrices
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Consumidores (insumos)

Industria Demanda

Industria A B final

Fabricantes (produccién)

Totales
IndustriaA | 280.90 623.60 500 1,404.5

IndustriaB | 42134 24943 1,200 1,870.8

Otros factores de produccion 02.24 997.74

Totales 1,404.5 1,870.8

f’j ‘ Unidad 3: Modelos lineales y dlgebra de matrices



Proyecto PAPIME PE300211

Mejoramiento de los materiales didacticos
del drea de matematicas de la Carrera de
Economia de la Facultad de Economia

CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y ALGEBRA
LINEAL

Unidad 4. Sistemas de ecuaciones

Responsable
Ing. Alejandro Pérez Pascual

Participantes

Mtro. Enrigue Lopez Santiago

Lic. Fidel A. Rodriguez de los Santos
Mtra. Hortensia Martinez Valdez
Mtro. Ignacio Cruz Lopez

Mtro. Ricardo Martinez Maya




CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y ALGEBRA LINEAL

4. Sistemas de Ecuaciones

4.1 Introduccion

Un sistema de ecuaciones es un conjunto integrado por méas de una ecuacion. Una manera de caracterizar un
sistema de ecuaciones es definirlo por sus dimensiones. Si un sistema consta de m ecuaciones y n variables,
se dice que es un sistemade “m por n”, esto es, que tiene las dimensionesm x n.

Un sistema de dos ecuaciones y dos variables se describira como formado por las dimensiones 2x2. Al que
este constituido por 15 ecuacionesy 10 variables se le [lamara sistema 15x10.

Conjunto solucion
Al resolver un sistema de ecuaciones, se busca obtener los valores de las variables que satisfagan
simultdneamente todas las ecuaciones del sistema. Por gjemplo, en las dos ecuaciones siguientes

5x + 10y = 20

3x+4y=10

Se querra encontrar los valores de X y y que satisfagan ambas ecuaciones al mismo tiempo. Expresando esto
en la notacion de conjuntos, se dice que se desea identificar €l conjunto solucién S donde

S={(x,y)[5x + 10y = 20y 3x + 4y = 10}
El conjunto S para un sistema de ecuaciones lineales puede ser un conjunto nulo, un conjunto finito o un
conjunto infinito. Ladescripcion eslasiguiente:

e Un conjunto nulo no tiene elementos, es decir esta vacio,
e Un conjunto finito consta de un niUmero limitado de elementos, y
e Un conjunto infinito tiene un nimero ilimitado de elementos.

L os métodos para solucionar un sistema de ecuaciones se exponen a continuacion.

4.2 Sistemas de ecuaciones con dos variables

Un sistema 2x2 de ecuaciones se representa mediante dos rectas en dos dimensiones. Al resolver e sistema,
para obtener los valores de las dos variables que satisfagan ambas ecuaciones, esta tratdndose de determinar
graficamente si las dos lineas, que representan las ecuaciones, tienen puntos en comun.

Puede haber tres tipos de conjunto solucién para los sistemas 2x2. Si graficamos las dos lineas en un mismo
plano |as tres posibles soluciones se muestran a continuacion.

= ‘ Unidad 4: sistemas de ecuaciones
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y Y y

Ecuacion 2

a) Solucién Gnica b} Sin solucion ¢) Numer infinito
de soluciones

En el caso marcada por €l inciso a, las dos lineas se intersecan, |as coordenadas del punto de interseccion (X,
y1) representan la solucion del sistema de ecuaciones, es decir € par de valores de X y y que satisfacen ambas
ecuaciones. Cuando sblo hay un par de valores de las variables que satisfacen € sistema de ecuaciones se
dice que el sistematiene una solucion unica.

En el caso del inciso b, las dos lineas son paralelas entre si, por |0 tanto las rectas nunca se intersecaran. Si un
sistema 2x2 de ecuaciones presenta esta caracteristica se dice que tiene ausencia de solucion. En otras
palabras, no hay valores para las variables que satisfagan ambas ecuaciones, por |o tanto, se le da el nombre
de inconsistente a las ecuaciones de un sistema de este tipo.

La Ultima posibilidad de un sistema 2x2 se muestra en €l inciso c. En este caso la grafica de ambas
ecuaciones es lamismalineay se considera que son ecuaciones equivalentes. Un namero infinito de puntos
es comun alas dos lineas y el sistema se conoce con € nombre de nimero infinito de soluciones. El hecho
de estar representado por la misma linea significa que ambas tienen |la misma pendiente y la misma
interseccion con €l gey.

Otra forma de sintetizar |os tres casos que se describieron en laimagen anterior es

En un sistema 2x2 de ecuaciones lineales

Yy =mX + Ky
y= mox + Ko

Donde m; y mp representan las pendientes respectivas de las dos lineas y ky y ko
representan |as intersecciones respectivas con €l gjey, tenemos:

i. Simg#my, e sistematiene una solucion Unica
ii. S my =my, pero ki #Kko, €l sistema no tiene solucion
iii. S my=myy ky = ks, hay un nimero infinito de soluciones

N ‘ Unidad 4: sistemas de ecuaciones
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4.2.1 Soluciones gréficas

Puede recurrirse a métodos de soluciones graficas en el caso de sistemas de ecuaciones con dos variables. No
obstante, hay que ser muy precisos en las gréficas.

Observe el siguiente gjemplo.
Determinemos graficamente la solucion del sistema de ecuaciones gue se ofrece a continuacion

2X+ 4y = 20
33X + y=10

: : . : ., 10
Las intersecciones con losgesx y y son x = 10y y = 5 parala primera ecuacion, y X = 3 yy =10 parala

segunda ecuacion.

Si graficamos las dos ecuaciones en un mismo plano, estas parecen cruzarse en € punto (2, 4).

N 2+ dy=20
B+ y=10

Un problema de las soluciones gréficas radica en que a veces resulta dificil leer las coordenadas exactas de
los puntos de interseccion, en especial cuando las coordenadas no son nimeros enteros. Por eso, las técnicas
de solucién algebrai ca resultan superiores desde e punto de vista de la precision del resultado.

w ‘ Unidad 4: sistemas de ecuaciones
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4.2.2 Procedimiento por eliminacion

El procedimiento por eliminacion se sirve de las operaciones de multiplicacion y adicion para encontrar |os
valores de las variables que satisfacen el sistema. Asi, en un sistema 2x2 de ecuaciones, ambas ecuaci ones se
suman de modo que se elimine una de sus variables. La ecuacion resultante se expresa en términos de la
variable restante. Esta ecuacion puede resolverse para dicha variable, cuyo valor se sustituye en la ecuacion
original para despegjar y obtener el valor de la variable que fue eliminada. Este procedimiento se muestra a
continuacion através de un g emplo.

Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones
2X+ 4y = 20
33X + y=10

El objetivo del procedimiento de eliminacion consiste en suprimir una de las dos variables sumando las
ecuaciones. Si multiplicamos la segunda ecuacién por (-4) y después la sumamos a la primera ecuacion
obtenemos lo siguiente

2x + 4y = 20
-12x - 4y = -40
-10x =-20

El resultado del sistema anterior contiene exclusivamente la variable X, es posible resolver esta ecuacion para
encontrar el valor de x.

-10x = -20
x = -20/-10
X=2

Al sustituir este valoren cualquiera de | as ecuaciones original es tenemos
2(2)+4y=20
4+ 4y =20

4y =16
y=4

En consecuenciala solucion unicadel sistemaocurrecuandox =2y y =4.

Resolvamos otro g emplo
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

3x—2y=6
-15x + 10y = -30

-~ ‘ Unidad 4: sistemas de ecuaciones
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Multipliquemos la primera ecuacion por 5 y sumémosla ala segunda ecuacién

15x— 10y = 30
-15x + 10y = -30
0=0

Cuando se suman las ecuaciones advertimos que ambas variables se suprimen en el lado izquierdo de la
ecuacion y nos queda laigualdad 0 = 0. La conclusion es que las dos ecuaciones son equivalentes, es decir
hay un nimero infinito de soluciones.

4.2.3 Sistemas mx2

Cuando hay maés de dos ecuaciones mx2 con dos variables, |a grafica de cada ecuacién serd una linea en dos
dimensiones. La siguiente figura muestra dos sistemas 3x2.

2 3

~N /

S TN

5
L

']
=3

En el inciso a las tres lineas se intersecan en e mismo punto y se dice que hay una solucién unica. Por €
contrario, en € inciso b no hay puntos en comun, lo cual indica que no existe solucion Unica. Otra posible
solucién, aungue muy poco probable, es que las ecuaciones m sean equivalentes entre si y que su gréfica sea
lamisma linea.

El procedimiento pararesolver sistemas mx2 se describe a continuacién

e Seleccionamos dos cualesquiera de las ecuaciones m y se resuelven para determinar el valor de las
dos variables.

e S en el paso anterior hay una solucion Unica, sustituimos en la ecuacion restante del sistema los
valores obtenidos. Si todas ellas son satisfechas por esos valores significa que todos estos representan
una solucién unica. Si no satisfacen ninguna de las ecuaciones restantes, €l sistema carece de
solucion.

e Sienel paso 1 no hay solucion, el sistematampoco latendra.

e S en e paso 1 existe un numero infinito de soluciones, se seleccionan otras dos ecuaciones
diferentesy se repite el paso 1.

Resolvamos, a manera de giemplo, € siguiente sistema de ecuaciones 4x2

9] ‘ Unidad 4: sistemas de ecuaciones



CALCULO DIFERENCIAL MULTIVARIADO Y ALGEBRA LINEAL

X+2y=28
2Xx-3y=-5
-5x+ 6y =8
X+y=7

El sistema 2x2 que compone con las primeras 2 ecuaciones se resuelve al multiplicar la primera ecuacion por
(-2) y sumando € resultado ala segunda ecuacion

-2X - 4y = -16
2x—=3y= -5
-7y =-21
y=3
Sustituimos este valor en la primera ecuacion

-2x—4(3) = -16 -2x—12 = -16 -2X = -4 X=2

Lasolucion (2, 3) se prueba sustituyéndola en la tercera ecuacion

-5x+ 6y =8 5(2)+6(3)=8  -10+18=8 8=8

Ahora, sustituyamos el punto (2, 3) en la cuarta ecuacion

X+y=7 2+3=7 5#7

El punto (2, 3) satisface las tres primeras ecuaciones, pero como no satisface la cuarta el sistema no tiene
solucién unica. Graficamente tendriamos o siguiente

a1 iHAy=E
- dxGy=4
s+ - SiAy=E
N =7

o ‘ Unidad 4: sistemas de ecuaciones
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4.3 Método de eliminacion de Gauss

4.3.1 Definicion

El método de eliminacion gaussiana es un tipo especial de procedimiento de eliminacion, comienza con €
sistema original de ecuacionesy lo transforma, mediante operaciones de rengldn, en un sistema equivalente
en el cual la solucion puede leerse directamente.

La siguiente imagen muestra latransformacion al resolver un sistema (2x2)

X thx, =0 _ _
Sistema original
ayx +Hhyx, =0

Transformacién de Gauss-Jordan

1z, +0x, =
Sistemna transformado
Ox; +1x, = w,

x =1
1 1 {(v , v )} es el conjunto
Xy =Wy i 2 solucidn

El sistema transformado sigue teniendo las dimensiones 2x2, pero las operaciones de renglén han convertido
los coeficientes en las variables, de modo que solo una variable permanece en cada ecuacion, y €l valor de
ella se define en el miembro derecho de la ecuacion.

L as operaciones de renglén son lo Unico que se necesita en € procedimiento de eliminacion gaussiana. En un
sistema original de ecuaciones, la aplicacion de estas operaciones da por resultado un sistema equivalente de
ecuaci ones.

OPERACIONESBASICASDE RENGLON

I. Ambos miembros de una ecuacion pueden multiplicarse por una constante distinta de
cero.
[1. Losmultiplos distintos de cero de una ecuacion, pueden sumarse a otra ecuacion.
[11. El orden de las ecuaciones es intercambiable.

~ ‘ Unidad 4: sistemas de ecuaciones
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Resolvamos €l siguiente sistema de ecuaciones aplicando el método de eliminacion gaussiana

2X—=3y= -7
X+ y=4

Usando la operacion del renglédn 1, puede multiplicarse la primera ecuacion por > y €l coeficiente en la

variable x se convierte en 1. El sistema equivalente de ecuaciones se modifica

w_Sy=_1
2y 2
X+y=4

Multiplicamos la primera ecuacion por (-1) y €l resultado |o sumamos a la segunda ecuacién

1x—§ -7
2y 2
5 15
Ox + —_y= —
2 2

~

Ahora multipliguemos la segunda ecuaci én por [5 , paraque el coeficiente eny se conviertaen 1

-

~

Finalmente, si multiplicamos la segunda ecuacién por > y € resultado o sumamos a la primera ecuacion

-

tenemos

Ix + Oy=1
Ox + 1y=3

Por lo tanto, lasolucién al sistemaesx=1,y=3

La idea general del método de eliminacion gaussiana es transformar un sistema general de ecuaciones en
forma diagonal aplicando varias veces las tres operaciones basicas de renglén. El procedimiento puede
abreviarse s se utiliza un tipo de notacion abreviada para representar € sistema de ecuaciones. EI método
eliminalas variables y representa un sistema de ecuaciones empleando solo |os coeficientes de las variables y
las constantes del miembro derecho. Por jemplo, en sistema de ecuaciones

o ‘ Unidad 4: sistemas de ecuaciones
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2x+ 5y =10

3x—-4y=-5
Podria escribirse asi

2 510

3 —-4-F

Lalinea vertical se emplea para separar 1os miembros derecho e izquierdo de las ecuaciones. Las columnas
situadas alaizquierda de lalineavertical contienen los coeficientes de una de las variables del sistema.

En & sistema general 2x2 la transformacién Gaussiana aparecera de la siguiente manera

@, byloy
Sistema original
2, Byle;
Transformacidn de
gauss-Jordan
10w _
Sistema
0 Ifw, transformado

El objetivo primario es cambiar la disposicion de los coeficientes(

bl\

2)

Resolvamos €l siguiente sistema de ecuaciones por el método de eliminacion gaussiana.

5X+ 20y = 25
4x -7y = -26

Lo primero seréreescribir el sistemayasin las variables

25 R
-2 R,

5 20
4 -7

. ; 1 . )
Creamos un 1 enlacolumnal a multiplicar este renglon por [5 . El nuevo sistema sera

1
en Iaforma(
0]
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Sistemaequivalente 1
1 45 pR-1lp
4 —-7-26 R, 5

Ahora, creamos un 0 en el renglon 2 de la columna 1 a multiplicar € renglon 1 del nuevo sistema (Ria) por
(-4) y sumando €l resultado al renglon 2

Sistema equivalente 2

1 4J 5 R,- 1R1
*" g
0 -23-46 Ra.= —4R,+R,

N

Pasando a la segunda columna, se crea un 1 en € renglén 2 multiplicando ese renglén por (—23 . El
/

sistema resultante es

Sistema equivalente 3
1
1 4‘5 R = gRi
0 12 1
= ——R
sz 23 2a

Por ultimo, creamos un 0 en la segunda columna del renglon 1 a multiplicar € dltimo renglon (Rap) por (-4)
y sumando €l resultado al renglén 1, es decir

Sistema equivalente 4
1 0-3 Ry= -4R,+R,
0 12 R,

El sistema original ha sido reescrito alaformadiagonal equivalente

Que eslasolucion al sistemaoriginal

B ‘ Unidad 4: sistemas de ecuaciones
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4.4 Sistemasdetresvariables

4.4.1 Introduccion

Cuando se resuelve un sistema de ecuaciones con tres variables, se buscan los puntos comunes a los planos.
Para los sistemas 2x3 no puede haber una solucién Unica, es decir no es posible que los dos planos se
intersequen en un solo punto. Por lo tanto, los conjuntos solucion para los sistemas 2x3 0 no contienen
elementos (solucion) o contienen un nimero infinito de soluciones.

Con tres variables la gréfica de cada ecuacion lineal es un plano en tres dimensiones, observe las siguientes

- 7 o

(a) (b)
Flanos paralelos Flanos que se intersecan F‘Ianus |démms
{sin solucidn) {namero infinito de solucionss) (nmera infinito de soluciones)

Para los sistemas mx3 donde m > 3, es posible tener una solucion Unica, ninguna solucién o un ndmero
infinito de soluciones. Observe las siguientes figuras.

F’Iannﬁfpa.jaralelua g {tfj i Nﬂmerg: %nfinir.a (d)
in solucién P
(sin solucidn) i i Solucidn dnica

4.4.2 Procedimiento de eliminacién gaussiana paralos sistemas 3x3

Este procedimiento trata de transformar el sistema de manera que la diagonal principal este formada por unos
y €l resto de los elementos sean cero. La transformacion deberd efectuarse columna por columna, pasando de
izquierda a derecha.
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Ilustremos el procedimiento através del siguiente jemplo

Determinemos &l conjunto solucion del siguiente sistema de ecuaciones

X1+ X+ X3 = 6
2X1 - X + 3X3= 4
4x1 + 5% - 10x3 = 13

L as transformaciones sucesivas se enumeran con las correspondientes operaciones de renglén, a saber

1 1
2 -1
4 5

1 1
-3
4 5

1 1
0 -3
0 1

|—\

o

[EEN
o

o

o
= O

14

5
o

14

4
%

_4
3

5
%

16 R
34 R,
-1013 R,
1 6
1 8
-10 13
1 6
1 8
-14 -11
1 6
_ 8
4

-11

1%
%

-11
1%
%

_4

3
1%
%

R,=-2R +R,

R,
Ry = 4R + R

R2b = _% R2a
Rea

Ro.=-Ry+R
Ry
Re

R

Ry =Ry + Ray

Ra
Ros

Ry = _%_1R3b
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104 19 Ra

01 0 3 R = LR+ Ry,

0 0 1 1 R,

10 2 Ry =-45 Ry + R,
1 3 R,

0 01 1 R,

Por lo tanto, el sistematiene una solucion Unicacuandox; = 2, X, = 3y Xz =1

Desarrollemos otro jemplo.

Encontremos el conjunto solucién para el siguiente sistema de ecuaciones.
X1+ X+ 3Xz3= 12

X1+ 2% + 5x3 = 10
6X1 — 3% —9%3= 24

L as transformaciones sucesivas se enumeran con las correspondientes operaciones de renglén, a saber

-2 1 3|12 R
1 2 5/10 R,
6 -3 -924 R

-3 -6 Ra=-%R,

=

2 5 10 R,
-3 -9 24 R,
_ _3
1-%-% 6 R,
0 % 132 16 Rza:Rz_Rm
6 -3 -9 24 R,
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1-%-% 6 R,
0 5 1% 16 R,
0 0 O 60 R, =R,~6R,

En esta etapa, € renglon 3 en € sistema transformado representa una proposicion falsa. Esto significa que e
sistema original de ecuaciones no tiene un conjunto solucioén.

V eamos otro caso.
Encontremos el conjunto solucion para el sistema de ecuaciones siguiente
X+ Xp+ X3= 20

2X1— 3%+ X3 = -5
6X1 — 4% + 4x3= 30

Latransformacién serala siguiente

1 1 12 R
2 -3 1-5 R,

6 -4 430 R,

1 1 1 20 R

0 -5 -1  -45 R, =R,-2R

0 -10 - ~90 R, =R, -6R,

1 1 1 20 R

0o 1 Y 9 Ry =- %R,
0 -10 -2 -90 R..

10 % 1 Ra =R~ Ry,
01 X Ry =- %R,
000 0 Ry, = Ry, +10R,,

En esta etapa se hace imposible continuar €l proceso de diagonalizacién. El hecho de que €l tercer renglon
haya sido convertido en la identidad O = O indica la presencia de un nimero infinito de conjuntos solucion

parae sistema.

E ‘ Unidad 4: sistemas de ecuaciones
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