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ABSTRACT

En el siglo XVII Johann Bernoulli propuso un problema para
el cual él mismo ya tenfa una solucién planteada, encontrar
una curva que uniera dos puntos por la cual una particula
viajard en el menor tiempo. Si bien existen diferentes aprox-
imaciones para la solucién, se estudié el método de Conser-
vacién de energia. Para comprobar la eficiencia de la curva
en cuestion se estudiaron dos trayectorias més de caracterfs-
ticas peculiares, con el fin de abarcar las posibilidades de
naturaleza intuitiva.
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I. INTRODUCCION

En 1696 Johann Bernoulli [1] presenté la solucién a un prob-
lema para el cudl Galileo entregé una solucién aproximada
pero no cierta del todo en 1638. El problema braquistécrono
cuyo nombre proviene del griego Braquistos, que significa
"el més corto" y chronos que significa "tiempo", busca una
trayectoria que una a dos puntos por los cuales una particula
ruede o se deslice en el menor tiempo con solo la influen-
cia de la gravedad. Bernoulli y Leibniz presentaron el prob-
lema a Newton quien lo resolvié en una noche llegando a
la conclusién de que la curva era una cicloide. La solucién
de Galileo fue unir a los puntos con un segmento de circun-
ferencia, aunque era una solucién cercana, no era la mejor.
Bernoulli comenzé su buisqueda por la curva usando princip-
ios de 6ptica, en especifico usando la ley de Snell. Esta ley
dice que existe una relacién entre el seno del dngulo de re-
fracciéon con respecto a la vertical y el cuadrado del grosor
del material por el que pasa la luz (se muestra en la figura
siguiente) y siempre dard un valor constante.
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a) Ley de Snell. b) Aprozimacion a la curva con
infinitas capas de distintos materiales.

Bernoulli vio que si un rayo de luz pasa por dos materi-
ales diferentes dicho rayo de luz tomard un dngulo diferente
que en el material anterior. Planteé un ambiente en el cual
hubiera infinitas capaz de materiales, ordenados de manera
que un rayo de luz viajara mds rapido por el siguiente ma-
terial que en el material anterior. El rayo de luz cambia su
direccién en cada material y mientras més materiales hay, el
rayo de luz describird con més resolucién una cicloide. De
esta manera Bernoulli supo que la solucién era una cicloide.
A continuacién, se muestra el procedimiento para encontrar
la cicloide comenzando con conservacién de energia, usando
el método de las ecuaciones de Lagrange, para finalmente
obtener una ecuacién diferencial cuyas soluciones describan
una cicliode.

II. CONSTRUCCION DE LAS
TRAYECTORIAS

LINEA RECTA

Una condicién que deben cumplir los puntos por los cuales
va a viajar un objeto es que el punto B (punto final) no



esté directamente debajo del punto A (punto inicial) como se
observa en la figura siguiente.
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B(69.12,-44)

Puntos A y B de la trayectoria.

Esto debido a que, si no se cumple esa condicién, el prob-
lema se reduce a caida libre. Se compararon tres curvas del
punto A al B con caracteristicas considerablemente distintas,
el tiempo que le tomard viajar a un cuerpo del punto A al
punto B fue calculado también. Se proponen las coordenadas
de los puntos A(0, 0) y B(69.12, -44).

La intuicién sugerirfa que la trayectoria que garantizaria
el menor tiempo es una linea recta, uniendo el destino con
el origen. Para calcular el tiempo de trayecto se comienza
tomando en cuenta las fuerzas que son ejercidas sobre un
cuerpo de masa m en cualquier punto de la trayectoria como
se muestra en la figura siguiente.

A momento t1

momento t2

momento t3

B
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Cuerpo viajando por la trayectoria recta en
cualquier momento.

Por ser el caso recto se sabe que el movimiento del cuerpo
tanto en el eje horizontal como en el vertical serd movimiento
uniformemente acelerado [2], lo cual significa que las ecua-
ciones de la proyeccién de la gravedad en cada eje pueden ser
descritas de la siguiente manera:

Az = Go (1)

Ay = —Gy (2)
Al integrar las ecuaciones 1 y 2 con respecto al tiempo
obtendremos la velocidad.

t
Vg = / azdt = gz (t — to) + Va0 (3)
to
t
Uy = _/ aydt = gy(t — to) + vyo (4)
to

Como el cuerpo comenzaré el trayecto desde el reposo. En
el tiempo inicial cero, tanto posicién inicial y como veloci-
dad inicial serdan nulos. Se integra las ecuaciones 3 y 4 para
obtener ecuaciones de posicién.

t
S, :/ vadt = 2242 (5)
to 2
t
S, = —/ vydt = — 242 (6)
to 2

Los valores de las proyecciones de la gravedad g y gy sobre
la recta se obtienen con el dngulo 6 (dngulo entre la vertical
v la pendiente de la recta) como se muestra en la figura sigu-
iente:

Punto A

Punto B

Proyeccion del vector gravedad sobre la recta.

o = gesin(f) = g cos(0) sin(0) (7)

gz = gesin(0) = g cos(0) sin(0) (8)

El valor del dngulo 6 es constante para toda la recta, esto
es;

™ —44 o
0= 5t arctan (w) =1.004 [rad] =57.52 [°] (9)

Las ecuaciones de posiciéon de la recta dependen del
pardmetro tiempo “t”, al sustituir los valores de las coor-
denadas del punto B(69.12, -44) [cm] y despejar ¢, el valor
que toma serd el tiempo en que tarde el cuerpo en recorrer el
trayecto.

t
t

2 =[2G = 0.558 [s]
]

2S, _  [2(-0.44)
2o 2 = 0588 [s



El tiempo ¢t = 0.558 [s] es el tiempo en el que tardard el
cuerpo en llegar del punto A al punto B. El valor de ¢ tanto
de la ecuacién de X como de Y es el mismo para cualquier
punto de la recta AB por lo que al igualar las ecuaciones y
despejar y obtendremos la ecuacién de la trayectoria recta.

2z
9y *Qy

y = gyaz——cot

y = —cot(57.52°)z = —0.637x (10)

Con la ecuacién de la trayectoria recta se construye la gra-
fica de la figura siguiente.

+A80.0)

B(69.12,-44)

Grifica de la recta y = —0.637c.

CURVA BRAQUISTOCRONA
En el caso de la curva braquistécrona el cdlculo comienza
haciendo conservacién de energias potencial y cinética.

U=T (11)
mgy = %mv2 (12)

Despejando la velocidad de 12:

2gy

Definiendo a la velocidad como:

ds
= — 13
7 (13)
Despejando dt e integrando ambos lados de la igualdad:
Jdt= =[-4 ﬁ

El diferencial de superficie dS también puede ser expresado
como:

_ /dm2+dy2:dx\/(%)2+1=div\/(y’)2+1

sustituyendo queda:

_rdey/ ()21 (¥/)2+1
t=] =y =\ ey e

La funcién que se busca integrar se renombra y se sustituye
en la ecuacion de Euler-Lagrange [3]:

_ @)t
=y (14)

of d (0f\
5 () = (%)

Sin embargo, la ecuacién f no depende de la variable x
por lo que la derivada con respecto a esa variable es nula. Se
puede utilizar la identidad de Beltrami [1].

Se deriva la ecuacién 14 y se multiplica por y’:

') v
ay’ 2v/1+ 4%/ 29y
Se sustituyen las ecuaciones 14 y 17 en 16:

(¥')2+1 y’ _
29y V1+y'2v2gy

Se realiza la suma y se elevan al cuadrado ambos términos
de la igualdad.

(1+y"%) -2

Vity'?v2gy

1 _ 2
(14+v7?)(29v)

(1+9?) 299y = 5,62

(14 (") v = 5=

Se iguala el término de la derecha de la igualdad a una
constante siempre positiva.

<1+ (?)) V= 500z =¥ (18)

Resolviendo la ecuacién diferencial se obtienen dos ecua-
ciones paramétricas como solucion:

2 (0) = %1&‘ (0 — sin(0)) (19)

y(6) = %k? (1 — cos(0)) (20)

Las ecuaciones solucién representan una cicloide, es decir,
una curva que puede ser dibujada con un circulo de radio
R rotando respecto a una linea y dibujando la trayectoria
desde un punto en la circunferencia (figura siguiente). De las
ecuaciones de una cicloide se obtiene la equivalencia k? = D
[4].
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Circunferencia dibujando una curva cicloide.

Para que el pardmetro de las ecuaciones sea el tiempo t se
requiere derivar el diferencial dS con respecto a 6.

%=V (@) + (@)

Se derivan las ecuaciones solucién 19 y 20 y se sustituyen
en dSs.

(%)2 = R? — 2R%cos (#) + R? cos (0)°
(%)2 = R?sin (0)?
% = \/R2 — 2R? cos (0) + R? cos (9)2 + R?sin (0)2

45 = \/2R2 (1 —cos (0)) = R\/(2 — 2cos (0))

De la ecuacién obtenida de conservacién de energia,
ecuacion 12, se obtuvo la velocidad wv:

v =+/29y = \/2gR(1 — cos (0))

Volviendo a derivar dS, en estd ocasiéon con respecto al
tiempo:

48 — 4540 — R\/(2 —2cos (0)) L

48 = ¢ = \/2gR (1 — cos (0))

Igualando las dos ecuaciones e integrando ambos lados de
la igualdad:

RvV2./(1 —cos (0))% = \/2gR+\/(1 — cos (0))
do v2gR+/(1—cos(0))
dt " /2R2,/(1—cos(6))
Jdo— [ /Tt

g
=,/Z 21
0 R 1)

Al sustituir esta relacién ahora las ecuaciones paramétricas
dependen del tiempo:

v(t) =R (\/%t —sin <\/%t>> (22)

y(t) =R (71 + cos (\/%t)) (23)

Al sustituir los valores de las coordenadas del punto
B(69.12, -44)), se obtiene el tiempo que tarda un cuerpo en
caer por la trayectoria calculada:

t:,/garctan(l—%) zw/%arccos(l—&—;—é‘l)
t = 0.4705 [s]

La gréfica de las ecuaciones de la curva braquistécrona se
muestra en la siguiente figura.

20r
7 7
=(0) = R(J%x - S:Zn(v%t]]

y(t) = R(—1 + Cos( @m
gl \R

40

x

Grifica de la curva braquistécrona en funcion del
parametro tiempo.

CURVA HIPERBOLICA
La tercera curva que une a los puntos A y B tiene caracteris-
ticas de naturaleza extrema con respecto a las curvas ante-
riores. Se buscé que la particula tuviera una subita caida
del punto A para después avanzar hacia el punto B, se de-
cidié que la forma de esta trayectoria fuera descrita por una
hipérbola de ecuacion:
2
r+a
De la cual el valor de r es el radio que amortigua y redi-

y+b= (24)

recciona la caida del punto A al B, y el punto (a,b) repre-
senta las coordenadas del foco de la hipérbola que hace que
coincida con los puntos de interés. El valor de » = 10 es
propuesto. Los valores de a y b son calculados sustituyendo
las coordenadas de los puntos A y B y resolviendo el sistema
de ecuaciones como se muestra a continuacién:

__ 100
y+b_ r+a

para el punto A(0, 0)

100 _ 100

O+b= e 7 h= ",

(25)



Para el punto B(69.12, -44)

100 p 100
(69.12) +a T 69.124a
Sustituyendo 25 en 26:

(—44) +b = +44  (26)

b= 69.11020+a +44
(b—44)(69.12 + a) = 100
(69.12b + ab — 3041.06 — 44a) = 100

(69.12 (£22) — 3041.06 — 44a) =0

a

6912 — 3041.06a — 44a* = 0

Resolviendo con la ecuacién general:

—3041.064+/(3041.06)2 —4(—44) (6912)

a =

2(—44)
al = 2.2025
a2 = -T71.318

Lo que arroja los valores de b:

bl = 45.403
b2 =1.402170

Como se observa en la figura siguiente, el par de coorde-
nadas que generan la hipérbola son (al,bl) con la siguiente
ecuacién:

—45.4 (27)

B(69.12,-44)

Grifica de Hipérbola con las coordenadas adecuadas
(curva azul).

Para conocer el tiempo que tardard una particula en caer
por la trayectoria hiperbdlica hay que hacer que la ecuacién
27 esté en funcién del pardmetro tiempo ¢t. Como ya se ob-
servé en el caso de la trayectoria recta, no importa que eje
se estudie (sea el X o Y), el resultado de t serd el mismo
para las coordenadas del punto B sin importar cudl de las
dos ecuaciones se use, por lo que se estudiard el caso en el eje
X.

El cuerpo de masa m cae por la trayectoria en un mo-
mento ¢, el Diagrama de Cuerpo Libre (DCL) se observa en
la siguiente figura.

N

X mg

Diagrama de cuerpo libre.

El dangulo 6, a diferencia del caso recto, ya no es constante,
se encuentra en funcién del tiempo, es decir 6 = 0 ().
Del DCL se lleva a cabo sumatoria de fuerzas en X:

> Fp =mas
Nz = mag (28)
donde:
N, = Nsin (6) (29)
N = mgcos (0) (30)

Sustituyendo 30 en 29 para después sustituir 29 en 28;

Nz = mgsin (0) cos (0) = max (31)

Sustituyendo la siguiente identidad trigonométrica [5] en
31:

sin (0) cos (0) = % sin (20) (32)

(%) sin (20) = ax (33)

La variable 6 es una variable que cambia con respecto a
la curva. La derivada de una funcién representa la pendi-
ente de una recta tangente a la curva en un punto de interés
[6]. La recta tangente f es dependiente del pardmetro s con
pendiente y’.

_dyg_
f=Ls=ys (34)

El angulo de dicha recta tangente con respecto a la vertical
es a, como se muestra en la figura siguiente, de la cual se
obtiene:



i 5% T s
Cambio del angulo « a lo largo de la curva.
Sustituyendo 34 en 35:
s 1
t =— == 36
anfe) = 2o = (36)

despejando a:

« = arctan (;) (37)

El dngulo « estd relacionado con 6 de la siguiente forma:

™
0=a—— 38
a1’ (39)
Sustituyendo 38 en 37:
1

0 = arctan (J) — g (39)

Derivando la ecuacién 27 y sustituyendo 28 en 39:

’ —100
= 40
YT @t 227 (40)
_ (z+22)°%\ =

0 = arctan ( —300 2 (41)

Sustituyendo 41 en 33:

s = (g) sin (2 arctan (%) - w) (42)

Se integra la ecuacién 42 para obtener la velocidad en X:

vy = (%) sin (2 arctan (%) - 7r) t (43)

Se integra 43 para obtener la ecuacién de posicién en X:

X = (%) sin (2 arctan (%) - 7r) 2 (44)

Por tltimo, se sustituye el valor de la coordenada X=69.12
[cm] en metros y se despeja t.

t=0.536 [s]

I11. ANALISIS DE RESULTADOS

Cuando las ecuaciones de la curva braquistécrona estédn ex-
presadas en términos del pardmetro 6 (siendo el angulo de
giro de una circunferencia), dicho angulo siempre toma el
valor 7 al llegar al punto minimo en la gréfica, es decir, el
punto B. Debido a que siempre se cumple con (punto B)=
7, el tiempo puede ser expresado como:

R s
= 7T\/; B \/9.81@ ~ VR (45)

La grifica de la funcién obtenida t[s] (figura siguiente)

muestra que mientras el radio R[m] crece, el tiempo que tar-
dard la particula en caer no dejard de crecer. Sin embargo,
crecerd a un ritmo mucho menor que el de R.

Grifica de la funcion t = V/R.

Al obtener las ecuaciones de las diferentes trayectorias
trabajadas bajo el pardmetro t representando el tiempo, se
puede saber cudl es el tiempo que le tomard a una particula
viajar a un punto de interés. Al sustituir en las ecuaciones las
coordenadas del punto final y despejar ¢ se obtiene el tiempo
para cada trayectoria, los resultados se muestran en la Tabla
I

Tabla I
Valores de t para las diferentes trayectorias
Trayectoria Tiempo [s]
Braquistécrona 0.475
Hipérbola 0.536
Recta 0.558

Esto significa que, entre las curvas que unen dos puntos, el
caso de la menor distancia (la recta) y la curva con la caida
pronunciada (la hipérbola) no provocan la caida de un cuerpo
tan rdpido como lo hace la curva braquistécrona.

IV. DEMOSTRACION Y POSI-
BLES APLICACIONES

Para comprobar los resultados obtenidos y demostrar cuali-
tativamente la eficiencia de la curva braquistécrona, se con-
struyé un prototipo con MDF en corte laser siguiendo las tres
curvas ya estudiadas. Se cortaron seis placas (dos para cada



curva) para crear rieles por los cuales pueda pasar una bola
de vidrio. El resultado se muestra en las figuras siguientes.

Debido a la propiedad principal de la curva braquistécrona
[4], esta puede ser ajustada a cualquier situacién en la que
se requiera que una particula viaje de un punto a otro en
el menor tiempo con sélo la influencia de la gravedad. Se
propone llevar a cabo el estudio de la aplicacién de esta curva
en secciones de una montafia rusa, por ejemplo.

Al estudiar la curva en § = 7 se encuentra que la pendi-
ente de la recta tangente es nula, por lo que la llegada de un
cuerpo es mas suave que en otros casos (como la linea recta).
Para esta caracteristica se propone estudiar el manejo de pa-
queteria ya sea en un almacén o en un aeropuerto en donde
se manejan objetos fragiles.

Finalmente se propone estudiar la velocidad y aceleracién
de la curva braquistécrona en diferentes puntos y comparar
con las demads curvas con el fin de encontrar peculiaridades.
Hay deportes en los que se utilizan rampas, si la velocidad a
lo largo de la curva braquistécrona es mayor que las demés
entonces se puede aprovechar la geometria en una rampa
para obtener mayor momentum lineal. Con fines de entreten-
imiento se propone la construccién de un prototipo a escala
con el propésito de ser un juguete cientifico para difundir y
aclarar el concepto.

CONCLUSIONES

Usando el método de conservacién de energia y las ecuaciones
de Lagrange, se encontré que la curva que logra que un cuerpo
viaje de un punto a otro en el menor tiempo, es la curva
braquistécrona. Se construyé un prototipo para demostrar
este hecho.

El video de demostracién estd disponible en el siguiente
enlace:

https:/ /youtu.be/RqzgugAFifA
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