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ABSTRACT

En este resumen se estudian las caracteristicas méds impor-
tantes de la teoria del caos. Estas se ejemplifican mediante
un sistema mecdnico relativamente fécil de reproducir, el
péndulo doble. Las caracteristicas dindmicas de un péndulo
doble son afines con los conceptos que definen a un sistema
cadtico tales como la sensibilidad a los cambios en las
condiciones iniciales, la impredecibilidad y la no lin-
ealidad en las ecuaciones que lo modelan. Importantes con-
tribuyentes a la mecdnica cldsica estudiaron previamente el
péndulo simple, no solo como un sistema mecénico dindmico,
sino como un sistema con propiedades muy versétiles y poco
intuitivas a primera vista. este es el punto de partida. Para
llevar a cabo el estudio del péndulo doble se abordé su mode-
lado utilizando las ecuaciones de Lagrange. Con este método
se obtuvieron ecuaciones diferenciales, las cuales (debido a su
naturaleza relativamente complicada con respecto a los sis-
temas mecdnicos cominmente estudiados en mecdnica clésica
bdsica) se resolvieron con métodos numeéricos y sistemas com-
putacionales con la paqueteria Wolfram Mathemaética 11.3.

Palabras clave: Caos, Ecuaciones de Lagrange, Péndulo
doble, Sistema mecédnico.

I. INTRODUCCION

Personajes importantes en la historia de la mecédnica clédsica
como Newton, Galileo y Foucault han estudiado previamente
el péndulo simple con la intensién de demostrar importantes
caracteristicas en la mecdnica. El péndulo de Newton con-
siste en diferentes masas unidas a una sola tierra por medio
de diferentes cuerdas (Fig. 1), cuando una de las masas en
el extremo del arreglo se suelta, ésta transmitira casi toda la
cantidad de movimiento a la siguiente masa. De esta forma
la cantidad de movimiento se ird transmitiendo por todas las
masas hasta llegar al otro extremo.
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Figura 1. Péndulo de Newton.

En 1857 Foucault utiliz6 el péndulo simple para demostrar
la existencia de la rotacién de la tierra. Una masa de 28
[kg] suspendida con una cuerda de 67 [m] en la cipula del
panteén de Paris se balanceo en un plano que, después de 24
horas, gir6 240° en sentido de las manecillas del reloj. Esto es
més apreciable con un péndulo sujeto a una base giratoria,
al girar la base, un espectador que esté en tierra fija verd
que el péndulo oscila en el mismo plano todo el tiempo, pero
un observador situado en la base giratoria verd al plano de
oscilacién del péndulo girar, (Fig. 2).

Por dltimo, Galileo estudié el péndulo con el fin de
demostrar que, sin importar que un péndulo se balancee hasta
que la friccién en sus uniones y la resistencia del aire hagan



que se detenga, el periodo con el cual oscila se mantiene con-
stante, abordando conceptos como frecuencia natural en el
campo de las vibraciones mecdnicas, (Fig. 3).

Figura 3. El péndulo de
Galileo.

Esto significa que a lo largo de la historia se ha uti-
lizado el péndulo simple como un excelente ejemplo al querer
demostrar caracteristicas fisicas que no siempre son aprecia-
bles a simple vista. En este trabajo se utiliza al péndulo
doble para facilitar la demostracién de las propiedades que
caracterizan al caos. Sin embargo, antes de abordar el caos
es importante conocer conceptos como el determinismo, la
predecibilidad y las propiedades que hacen a un sistema
dindmico y cadtico.

I1. SISTEMA DINAMICO

CAOTICO

Al llevar a cabo el modelado de un sistema (para este estudio,
un sistema mecdnico) y obtener las ecuaciones que describen
su movimiento, sin importar la linealidad o no linealidad de
éstas, es posible describir casi en su totalidad el estado de
dicho sistema en un momento ¢ deseado. A esta propiedad
de un sistema se le llama determinismo [1], ya que se puede
determinar el valor de las coordenadas generalizadas para un
momento (o intervalo de tiempo) en especifico. Esta carac-
teristica es propia del sistema, no es relativa con respecto
al observador o a la herramienta con la que se resuelven las
ecuaciones del sistema, es decir, se refiere a lo que las cosas
son en sf mismas.

Por otro lado, existe una propiedad del sistema llamada
predecibilidad que, a diferencia del determinismo, es relativa
con respecto observador y las herramientas que posee para
dar solucién al sistema, es decir, se refiere a lo que las cosas

son para “nosotros”. Es la capacidad de anticipacién del

movimiento y los cambios de un sistema conocidas sus condi-
ciones iniciales. El determinismo aborda la existencia de una
solucién mientras que la predecibilidad tiene que ver con la
calculabilidad (o computabilidad numérica) de la obtencién
explicita de la solucioén [1].

Un sistema dindmico es aquel que evolucionard con re-
specto al tiempo, es decir, que tiene una o més propiedades
que cambian con el tiempo. Las variables a estudiar en el
sistema pueden tener valores diferentes a cero en el momento
en que el tiempo ¢t empieza a contarse. A los valores de estas
variables se les llama condiciones iniciales y para el sistema
en estudio el tiempo t = tg cuando t = 0.

Un sistema dindmico puede ser modelado con ecuaciones
de cardcter lineal, es decir que no dependen de funciones
trascendentales (tales como funciones trigonométricas) que
a menudo contardn con soluciones analiticas que dardn re-
sultados exactos. Este tipo de soluciones para dichos sis-
temas tienden a no reaccionar de manera brusca (relativa-
mente hablando) a los cambios en las condiciones iniciales.
Esto se explica mejor pensando en un sistema sencillo como
un péndulo simple linealizado como se muestra en la Fig. 4.

Figura 4. Péndulo simple.

Las condiciones iniciales del péndulo son:

Posicién 6(0) = 0.08 [rad]
Velocidad ~ w(0) = 0.10 [rad/s]
Tiempo to

La grafica del movimiento del sistema se muestra en la Fig.
5a . Ahora, al estudiar el mismo sistema con las siguientes
condiciones iniciales:

Posicién 6(0) = 0.08 [rad]
Velocidad ~ w(0) = 0.80 [rad/s]
Tiempo to



~ tiempo

tiempo
Figura 5. Oscilacion del péndulo simple. Condiciones
iniciales: (arriba) 6(0) = 0.08 [rad] y w(0) = 0.1 [rad/s],
(abajo) 6(0) = 0.08 [rad] y w(0) = 0.8 [rad/s].

La gréfica de la Fig. 5b no sufrird un cambio significativo
cualitativamente hablando, de hecho serd casi imperceptible.
En un sistema modelado por ecuaciones lineales pequenas
causas producen pequenos cambios, mientras que en un sis-
tema no lineal las pequenas causas producen grandes cambios
2].

El caos es un concepto que popularmente se ha ligado al
“desorden”. Sin embargo, la principal caracteristica del caos
es la falta de predecibilidad. La tendencia de un sistema
dindmico a ser cadtico estd ligado a dos caracteristicas espe-
cialmente; la no linealidad y la alta sensibilidad a los cam-
bios de las condiciones iniciales [3]. Por lo tanto, el resul-
tado de un sistema cadtico al variar las condiciones en el
tiempo inicial no es predecible, siendo caracteristico por su
impredecibilidad. Uno de los ejemplos mds conocidos para
introducir el concepto de caos es el péndulo doble. No existe
una ecuacién analitica que proporcione una solucién a las
ecuaciones diferenciales no lineales que modelan a un pén-
dulo doble, por lo que se hacen aproximaciones con métodos
numéricos tomando valores discretos de la variable tiempo ¢
e interpolando para obtener curvas que tiendan a ser suaves.

Un péndulo simple consiste en una masa acoplada a tierra
con la posibilidad de oscilar. Para muchos estudios, el
acoplador (representado por una cuerda o un eslabén) es de
masa despreciable siendo su longitud la caracteristica que se
toma en cuenta en el estudio. El péndulo doble consiste en
dos masas unidas por una varilla rigida inextensible y sus-
pendidas por una varilla andloga sujeta a una de las particu-
las (Fig. 6).

)

Figura 6. Péndulo doble con eslabones de masa
apreciable.

Para este estudio se toman en cuenta las masas de las var-
illas rigidas que unen las masas entre si y con tierra, ademéds
de las masas oscilantes y la pérdida por friccién en las juntas
debida a los rodamientos. Teniendo el modelo analitico de la
propuesta de diseno del péndulo doble se hizo una simulacién
utilizando Wolfram Mathematica 11.3. Se construyé un pro-
totipo con el fin de comparar cualitativamente los resultados
de la simulacién con lo del prototipo y realizar diferentes
eventos con condiciones iniciales “similares” (tan similares
como un ser humano sea capaz de repetir) para demostrar
que la més ligera variacién en estds generara una trayectoria
completamente distinta al evento anterior.

MODELADO
En la Fig.
doble para obtener los pardmetros variables y pardmetros

7 se observa el primer bosquejo del péndulo

constantes.

Figura 7. Modelo generado en Siemens NX 10.

Refiriendonos a la Fig. 6 La masa m; consiste en la masa
de un rodamiento, cuatro rondanas, cuatro tuercas y un eje
de acero. La masa ms consiste en un porta-pilas, dos pilas de



botén de 3[V], un LED de luz ultravioleta, una resistencia de
110 [Q] y un interruptor. Las masas me1 y me2 son las masas
de cada eslabdn respectivamente, las constantes l; y l2 son
las longitudes de los eslabones largo y corto, respectivamente.
Las constantes le1 y le2 son las distancias de la tierra hasta
el centro de masa del eslabén largo y de la masa 1 al centro
de gravedad del eslabén corto, respectivamente.

A. COORDENADAS GENERALIZADAS

Las coordenadas generalizadas para este andlisis serdn:

%—{Zl} (1
qz:{ o } 2)

El sistema también puede estar expresado con respecto a
las coordenadas cartesianas “z” y “y” que a su vez pueden es-
tar expresadas con respecto a las coordenadas generalizadas.

Las coordenadas cartesianas que caracterizan el

movimiento de las masas mi y mq son las siguientes:

x1 =l sin6 (3)

y1 = —l1cosfy (4)

To = [y sin @y + l> sin 0> (5)
ya = —l1 cosf1 — l2 cos 02 (6)

Las coordenadas cartesianas para las masas mei1 y me2 son:

xly = le1sin 6, (7)

yli = —le1 cos by (8)

xly =11 8in 61 + le2 sin 02 9)
yla = —11 cos 61 — lea cos B2 (10)

Se derivan las ec. 3 a 10 con respecto al tiempo para

obtener las velocidades de las masas. Esto es:

il :llé1 COS@1 (11)

Y1 = 1101 sin 64 (12)

o = 1101 cos 01 + 1202 cos 02 (13)

Y2 = 1101 sin 01 + 1205 sin O (14)

&l = o101 cos 01 (15)

yly = le10; sin 6, (16)

als = 1101 cos 01 + o205 cos 02 (17)
Ylz = 1161 sin 61 + le202 sin Os (18)

B. ENERGIA CINETICA, ENERGIA POTENCIAL
Y ENERGIA PERDIDA

La energia cinética del arreglo es la siguiente:

1 1 1 1
T = imwf + §m2v§ + imelvi + 5771521131 (19)

Donde las velocidades se pueden expresar de la siguiente
manera:

vi =it + 91 (20)
vs = i3+ (21)
vh =@ + 4 (22)
VZy = dn + Ui (23)

La energfa potencial que almacena el sistema serd igual a
la suma de la energia de cada una de las masas:

U = migys + magyz + Me1gyer + Me1gYe1 (24)
Donde g es la aceleracién de la gravedad igual a 9.78
[m/s%]".
La energia pérdida debido a la friccién de los rodamientos
se calcula de la siguiente manera:

1 1 /. .\N2
D= et + 5 (61— 0s) (25)
2 2
Donde el escalar ¢ es el coeficiente de friccién viscosa en los

rodamientos, al usar el mismo tipo de rodamientos en ambas
juntas el valor es el mismo de 0.0002 [Ns/m] [4].

Valor de la gravedad en Ciudad Universitaria (UNAM).



C. LAGRANGIANO

Las ecuaciones de Lagrange se construyen a partir de las
derivadas parciales del lagrangiano con respecto al tiempo
y a las coordenadas generalizadas del sistema. El péndulo
doble es un sistema de dos grados de libertad (61 y 62) por
lo que existirdn dos ecuaciones de Lagrange (una para cada
coordenada generalizada) que deberdn satisfacerse al mismo
tiempo para modelar el sistema. La ecuacién de Lagrange
considerando la friccién de los rodamientos en términos de
una coordenada generalizada se escribe:

doL oL 3D _

Asi se generan las ecuaciones para cada una de las coorde-

0 (26)

nadas 01 y 02:

d oL oL oD
=27 + 2 =0 27
dt 591 591 501 ( )
d oL oL oD
2= 4+ = =0 28
dt 56, 602 002 (28)

E. SIMULACION

Las ecuaciones diferenciales fueron escritas en un programa
de computo disefiado para resolverlas numéricamente. Los
valores constantes se pueden observar en la Tabla 1.

Tabla 1. Valores constantes en el sistema.

Propiedad Valor
g 9.78 [m/s?]
m 0.0674 [kg]
me 0.00804 [kg]
Me1 0.012385 [kg]
Me2 0.0132 [kg]
I 0.13 [m]
l2 0.1 [m]
ley 0.065 [m]
le2 0.05 [m)]
c 0.0002 [Ns/m]

Para representar a las coordenadas generalizadas como fun-
ciones a resolverse con respecto al tiempo se usé la sintaxis
0;[t] y para representar la derivada de las coordenadas carac-
teristicas se utilizé 0; [t] que por estdndares en Wolfram Math-
ematica 11.3 significa que una variable x/ es la variacién de z
con respecto al tiempo. Las derivadas parciales se llevaron a
cabo con la funcién “D[f,z]”. Una vez construidas las ecua-
ciones de Lagrange se igualaron a cero y se resolvieron con
las condiciones iniciales:

02(0) = 7 (31)

02(0) = 0.10 (32)

Estos valores representan sujetar la punta del péndulo
hacfa arriba, dejandolo caer ligeramente hacfa la izquierda.
Si las velocidades iniciales fueran nulas entonces el péndulo
estarfa en equilibrio y no se moveria debido a la falta de per-
turbaciones. La funcién para la solucién fue NDSolve cuya
sintaxis requiere el conjunto de ecuaciones diferenciales a re-
solver, también require el conjunto de variables independi-
entes del sistema (en este caso dependientes del tiempo 6 y
02) y el rango de tiempo en el cual se quiere resolver. Para
esta simulacién se eligieron 12 segundos.

La Fig. 8 muestra la variacién de 61 y 02 con respecto al
tiempo mientras que la Fig. 9 muestra el trayecto de la punta
del péndulo (masa 2) con las coordenadas (x2, y2).

o1

62

fiempo

Figura 8. Angulos 61 y 02 con respecto al tiempo del

evento 1.

Figura 9. Trayectoria de masa ma en evento 1
(coordenadas (x2, y2)).



Para el segundo evento, las condiciones iniciales varfan un
poco, el valor de la velocidad angular del eslabén dos tiene
una ligera diferencia de 0.01 [rad/s] con respecto al primer
evento (ec 32):

02(0) = 0.11 (33)

La Fig. 10 muestra la variacién de 61 y 62 con respecto al
tiempo del segundo evento y la Fig. 11 muestra el trayecto
de la punta del péndulo con las coordenadas (z2, y2).

01

02

~1o0}
150}

00t
0 i 2 ] R A B 6

tiempo

Figura 10. Angulos 01 y 01 con respecto al tiempo del
evento 2.

Figura 11. Trayectoria de masa ma en evento 2

(coordenadas (2, y2)).

De manera cualitativa se puede observar que las graficas del
segundo evento son diferentes a las del primero. La variacién
entre las condiciones iniciales de ambos eventos fue relativa-
mente pequena y los cambios son claramente apreciables.

F. EXPERIMENTO Y RESULTADOS
Para que la trayectoria del prototipo pudiera ser perceptible
en todo momento se monté sobre una base blanca de MDF

cubierta con pintura luminiscente. En la punta del péndulo
se colocé un circuito que alimenta a un LED ultravioleta de
405 [nm] (Fig. 12).

Figura 12.
Circuito.

De esta manera en ambientes con poca iluminacién la base
se iluminard dejando marcada la trayectoria del LED. La Fig.
13 muestra el prototipo construido.

-
N\25 [cm]
g

Figura 18. Prototipo del péndulo doble.

Se liberé el péndulo doble con las condiciones iniciales es-
tablecidas en ec. 29 a 32. Aunque la posicién inicial 7 [rad]
para ambos eslabones es aparentemente facil de replicar con
la mano humana, la realidad es que es muy improbable tener
exactamente 7 [rad] y se vuelve atin mds improbable generar
una velocidad inicial de 0.1 [rad/s] sin instrumentacién ade-
cuada. Estos inconvenientes realmente ayudan al experi-
mento, ya que significa que en los dos eventos que se re-
alizardn existirdn condiciones iniciales aparentemente iguales,
pero en realidad mantendran ligeras variaciones (variaciones
de error humano). Esta pequeiia causa genera un gran cam-
bio.



El resultado de la comparacién de los dos eventos (simu-
lacién y fisico) puede consultarse en un video disponible en
el siguiente enlace:

https://youtu.be/L5yZHnFIHLS

CONCLUSIONES

El movimiento del péndulo doble se describe al solucionar
las ecuaciones diferenciales no lineales que lo modelan, esta
soluciéon muestra sensibilidad a los pequefios cambios en las
condiciones iniciales dando una trayectoria descrita anteri-
ormente para el primer caso y una trayectoria distinta para
el segundo caso. En la simulacién, las condiciones con las
que comienzan los eventos tienen ligeras variaciones y esto
es suficiente para presentar grandes cambios en sus trayec-
torias. En la experimentacién, las condiciones son practi-
camente similares en ambos eventos y también es suficiente
para que sus trayectorias difieran. Esto quiere decir que el
péndulo doble es un sistema dindmico caético. Al existir una
ligera variacién en las condiciones iniciales de éste, producird
un cambio significativo en su comportamiento.
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