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Interpolacion Numérica

Introduccion.

Interpolacion es la construccion de nuevos puntos partiendo del conocimiento de
un conjunto discreto de puntos. En ingenieria y otras ciencias es frecuente
disponer de un cierto numero de datos obtenidos por muestreo o a partir de un
experimento y pretender construir una funcion que los ajuste.

Otro problema estrechamente ligado con el de la interpolacion es la aproximacion
de una funcion complicada por una mas simple. Si se tiene una funcion cuyo
calculo resulta costoso, entonces, a partir de un cierto numero de valores de dicha
funcion se pueden interpolar dichos datos construyendo una funcion mas simple.

En general no se obtienen los mismos valores evaluando la funcion obtenida que si
se evaluara la funcion original, sin embargo dependiendo de las caracteristicas del
problema y del método de interpolacion usado, |la eficiencia en la obtencion de
dicha informacion aumenta compensando el error cometido.
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Interpolacion Numérica

* Lineal y doble interpolacion.

* Interpolacion lineal para un conjunto de datos conocidos.

Como se menciond anteriormente, en ocasiones se conocen un
cierto numero de datos obtenidos experimentalmente, estos
pueden llegar a tener un comportamiento lineal, si se desea conocer
otro valor no contenido dentro de los datos existentes, este se
puede obtener realizando una interpolacion.
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Interpolacion Numérica

* Lineal y doble interpolacion.
* Interpolacion lineal para un conjunto de datos conocidos.

 Una tabla de valores cuyo comportamiento es lineal:
X Y
X1 Y1
X2 Yo
X3 Y3
* Y se desea conocer un valor que esta entre (x.y,) V (x,.Y,)
X Y
X1 Y1
X CY
X2 T
 Se puede interpolar haciendo uso de una ecuacion de la forma:
y=mx+Db...(1)

 Que es la ecuacion ordenada al origen de una recta.

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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Interpolacion Numérica

* Lineal y doble interpolacion.
* Interpolacion lineal para un conjunto de datos conocidos.

e Algoritmo: La pendiente m de la ecuacion (1) conocidos dos puntos se define
como: . b g Yz—yl___(z)

Xz _X1

A partir de la figura se obtienen m, y m,definidas por los puntos(xv yl), (%, Y)y (%, ¥5)

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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Lineal y doble interpolacion.

Interpolacion Numérica

* Interpolacion lineal para un conjunto de datos conocidos.

Algoritmo:

m=2"%_@3

X — X,

m; = Y=¥E i

lgualando estas ecuaciones, pues representan la misma pendiente m de la recta
definida por los puntos conocidos:

vy haciendo el desarrollo algebraico para despeja y se obtiene:

y

y_yl = y—y2 (5)
X—X1 X—X2

v Y1(X_ Xz)"‘ Y2(X1 T X)

(Xl - Xz)

..(6)

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

* Lineal y doble interpolacion.
* Interpolacion lineal para un conjunto de datos conocidos.

 Ejemplo: Con los datos de la siguiente tabla obtener el valor dey para x=3.4.

X Y

Y1(X_ X2)+ y2(X1 T X)(G)

(Xl ad Xz)

y:

o oA (W ]|IN (-
RN W || (o |[o

 Para x=3.4 se toman los valores dados por los puntos(x,.y:) y(x.v.), se sustituyen

en la ecuacion (6) 4(3.4 - 4)+3(3-3.4)

3-4)
y =3.6

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

* Interpolacion lineal para una funcion dada.

* La interpolacion lineal aplicada a una funcion es la base
para varios modelos numeéricos, por ejemplo, al integrar la
interpolacion lineal se obtiene el método de integracion
conocido como regla del trapecio.

* En este caso la interpolacion lineal para una funcién da
como resultado una recta que se ajusta a dos puntos dados.

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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* Interpolacion lineal para una funcion dada.

e Algoritmo: Este tipo de interpolacion se muestra en la figura:

Y

f(b)

f(a)

* Y esta dado por la ecuacidn: g(X)=E:zf(a)+;:f(b)
* Donde f(a) y f(b) son valores conocidos de f(x) en x=a y x=b

respectivamente.

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

Doble interpolacion.

Este tipo de interpolacion se utiliza cuando se tienen datos que
dependen de dos variables, es decir de una funcién f(xy) .

Algoritmo.

Se conocen los valores de la funcidn f(x¥) en una malla rectangular
de (x.v.). Se denota el valor en el punto(xnyj)como f.i =(x.v;) La doble
interpolacion se lleva a cabo en dos etapas, en las que se utiliza una
interpolacion en dimensién uno.

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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* Doble interpolacion.

Interpolacion Numérica

e Algoritmo. Suponiendo que es necesario estimar la funcién en un
punto localizado en el rectangulo definido porXi. <x<XxyYi: <Y<Y, como

se muestra en la figura.

fEI_._ifF

(x.,y)

Yj+1

Yi

Yj1

. Xi-1 Xi Xi+ = 9 1
e Combinando estos dos pasos en una sola ecuacion se tiene:

[(Xi - X)(yj b y)fi—l,j—l T (Xi s X)(y o Yj-l)fi—l,j T (X j” Xi—l)gyj >y y)fi,j—l v (X_ Xi—l)(y ~ yj—l)fi,jJ

g(x,y)=

[(Xi > Xi—l)(yj 3 yj—l)J

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

e Minimos Cuadrados.

 Otro meétodo utilizado para ajustar datos a una curva para
asi poder interpolar datos no conocidos es el de minimos
cuadrados.

e Este se puede utilizar haciendo el ajuste de una linea recta
a una serie de datos, este procedimiento es comunmente
conocido como regresion lineal, cuando los datos no se
ajustan a una linea recta se puede utilizar una curva no
lineal.

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

Minimos Cuadrados.
Regresion lineal.

Se desea encontrar una funcion lineal que se ajuste a una
serie de datos con una desviacion minima, esta funcion

lineal se conoce como recta de regresion.
Algoritmo.
La funcion lineal se expresa como:

g(x)=bx+a...(1)

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

* Minimos Cuadrados.
* Regresion lineal.

* Donde a y b son constantes por determinar. La desviacion de Ia
recta con respecto a cada dato se define como:

=y, -9(x)=y, —(bx +a)=12,...,n...(2)

e Donde n es el numero total de datos a y b son las constantes a
determinar. Asi, el cuadrado total de las desviaciones esta dado por:

o= Z::,(ru )2 ~ Zn:(yi —a—bx )2(3)

=1

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

* Minimos Cuadrados.
* Regresion lineal.

* Debido a que a vy b son parametros arbitrarios, se determinan de
forma que minimicen a R. El minimo de R se obtiene si las derivadas

parciales de R con respecto de a y b se anulan:

OR -

o= _ziZ:: (y, —bx, —a)...(4)

OR

G _2; (y, —bx, —a)...(4)

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numeérica

e Minimos Cuadrados.

K:,ll g}m = m@

* Regresion lineal.

e En donde:

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

e Minimos Cuadrados.

* Regresion lineal.

* Este sistema se puede resolver utilizando alguno de los métodos
vistos en SEL, o directamente a partir de las siguientes ecuaciones:

= AZ,Zzl ; Al,ZZZ (6)

b= Al,lzz ; Az,lzl (7)

d= A1,1A2,2 < A1,2A2,1

a

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

* Minimos Cuadrados.
* Regresion lineal.

e C(Calcular lalinea de regresion para los datos de la siguiente tabla:

Ll X ]|y 2.5 -

1[0.1]0.61

2[0.4]0.92 3

3[0.5]0.99 L5 1 g

4]0.7 | 1.52 .

5(0.7]1.47

6]0.9(2.03 o5

0

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

* Minimos Cuadrados.
* Regresion lineal.

* Calculando los valores de A para la matriz de coeficientes y de Z del

vector independiente se tiene: {AM A_Lz}{a}_{zl} 5 A,=n
Dato || Az Ay || Z, || A, Z, A Al Z, Al,z :in
2
| X y Xi X Yi Zl — Z Y.
1 0.1 061 | 001 | 0.061
> | 04 | 092 | 016 | 0368 | [ 6 33 Tal [ 754 Ay :in
3 | o5 | 099 | 025 | 0495 - ANAW ¥
4 | o7 | 152 | 049 J10ea] [3.3 221D 4.844 Aoz =2 ()
5 | 07 | 147 | 049 | 1.029 e o oo 8 J ZZ=inyi
n=6 | 09 | 203 | 081 | 1.827
Suma:| 33 | 754 | 221 | 4844

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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Interpolacion Numérica

e Minimos Cuadrados.

* Regresion lineal.

 Resolviendo este sistema se tienen los valores de a y b con los que
se puede escribir la funcion que representa |la recta que se ajusta a

estos puntos: 6 3.3 || a . 7.54
{3.3 2.21}M N, {4.844}
g(x)=1.7645x + 0.2862 Pt
b B b= Al,122 ; Az,lzl (7)

d= A1,1A2,2 N A1,2A2,1

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



NS0 WAL AT g7
— 5? Sie 6=
2 B ’

Interpolacion Numeérica

e Minimos Cuadrados.

* Regresion lineal.
 Haciendo uso de esta ecuacion se grafica la recta de ajuste junto

con los puntos de la tabla:  2s5;
2 4
g(x) =1.7645x + 0.286
1.5 1
g(x)=1.7645x + 0.2862

T T 1
0.5 -

0 Y ' T Y '

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

e Ajuste de curvas no lineales por minimos cuadrados.

* En muchos casos los datos con los que se cuenta no se
ajustan de manera correcta a una funcion lineal, es por esto
gue se vuelve necesario ajustar alguna otra funcion no
lineal a dichos datos.

* Para esto, el método de minimos cuadrados se puede

extender para ajustar un polinomio de cualquier orden a
los datos.

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

e Ajuste de curvas no lineales por minimos cuadrados.
e Algoritmo.

e Considerando un polinomio g(x) de orden N :

g(x)=a, +a,x+a,x* +...+ax"

e La desviacion de la curva de los puntos dados es:
=Yi-9(6)i=12,...,L

* Donde L es el numero de datos, el total de los cuadrados de
la desviacion es el siguiente: :

R:iz_ll(ri)z

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

e Ajuste de curvas no lineales por minimos cuadrados.

Algoritmo.

Entonces, igualando a cero las derivadas parciales de R con

respecto a los coeficientes del polinomio buscando

minimizar a R:
OR

oa,

:O n:O,l,Z,...,N

Esto equivale a:

Z{innﬂ(}an ] ink Y, k= 012,....N

n=0|_ i=1

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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Interpolacion Numérica

e Ajuste de curvas no lineales por minimos cuadrados.
e Algoritmo.

e Que en forma matricial se escribe:

L in inz ZXiN __ao_ ZYi ]
PRI DN DN R DR

inn ZXiN+1 ZXiN+2 ZXiZN _aN_ ZXiN yi_

 Este sistema se puede resolver utilizando alguno de los
métodos vistos en SEL.

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

e Ajuste de curvas no lineales por minimos cuadrados.
e Algoritmo.

 Elgrado N del polinomio no es fijo, indistintamente se puede utilizar
un polinomio de grado dos o uno de grado seis, sin embargo, de
esto dependera el correcto ajuste y una buena interpolacion de los
datos deseados.

 Para esto cabe senalar que desde el punto de vista experimental
rara vez se necesitan polinomios mas complejos que uno de cuarto
grado, y cuando se necesitan, el problema con frecuencia es
manejado ajustando una serie de polinomios a un subconjunto de
datos.

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

e Ajuste de curvas no lineales por minimos cuadrados.
* Ejemplo.
e Ajustar un polinomio cuadratico para los datos de la

siguiente tabla: 25,
L X ||y 2 1
1{0.1]0.61 . :
2(0.4]0.92
3[0.5(0.99 H
4]0.7]1.52 o |
5(0.7]1.47
6]0.9]2.03 0o 0.2 0.4 0.6 0.8 )

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

e Ajuste de curvas no lineales por minimos cuadrados.

 Ejemplo: Calculando

los elementos de

coeficientes asi como los del vector independiente:

L D X

D?to X y X" X’ x* XY XY,
1 01 || 061 | 001 | 0001 | 0.0001 | 0.061 | 0.0061
2 04 | 092 | 016 | 0064 | 0.0256 | 0.368 | 0.1472
3 05 || 099 | 025 | 0.125 | 0.0625 | 0.495 | 0.2475
4 07 | 152 | 049 | 0343 || 0.2401 | 1.064 | 0.7448
5 07 || 147 | 049 || 0343 | 0.2401 | 1.029 | 0.7203
6 09 | 203 | 081 | 0729 | 0.6561 | 1.827 | 1.6443
Suma:| 33 | 754 | 221 | 1.605 || 1.2245 | 4.844 | 35102

X
Z X. Z.xf fo’

Z Xin Z XiN +1 Z XiN +2

D
ZXiN+1

Z Xi2N |

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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Interpolacion Numérica

e Ajuste de curvas no lineales por minimos cuadrados.
* Ejemplo: Entonces el sistema es:

Dato

X y X2 X3 X4 Xi Yi XiYi

1 0.1 0.61 0.01 0.001 J{ 0.0001 || 0.061 | 0.0061
2 0.4 0.92 0.16 0.064 | 0.0256 | 0.368 | 0.1472
S 0.5 0.99 0.25 0.125 | 0.0625 || 0.495 | 0.2475
4 0.7 1.52 0.49 0.343 ][ 0.2401 || 1.064 | 0.7448
5
6
m

'6.0000 3.3000 2.2100[a, | [7.5400
3.3000 2.2100 1.6050 | a, |=|4.8440
122100 1.6050 1.2245|a,| |3.5102| |5

0.7 1.47 0.49 0.343 | 0.2401 || 1.029 | 0.7203
0.9 2.03 0.81 0.729 | 0.6561 || 1.827 | 1.6443

a: 3.3 7.54 2.21 1.605 | 1.2245 | 4.844 | 3.5102

L in inz ZXiN __ao_ ) ZYi \
in inz qug ZXiN+1 q inyi

inn inml inmz inzN __aN_ _inl\lyiJ

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara




Interpolacion Numérica

e Ajuste de curvas no lineales por minimos cuadrados.

* Ejemplo: Resolviendo este sistema se encuentran los
coeficientes de las potencias y se construye el polinomio:

Potencia | Coeficiente
n a,
0 0.587114
1 0.059102
2 1.729537

g(x)=0.587114 +0.059102 x +1.729537 x*

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numeérica

e Ajuste de curvas no lineales por minimos cuadrados.

e Ejemplo: Haciendo uso de esta ecuacion se grafica el
polinomio de ajuste junto con los puntos de |a tabla:

2.5 ~

2 4 y =1.729537x ? +0.059102x + 0.587114

1.5 1

g(x)=0.587114 +0.059102 x +1.729537 x* )

0.5 1

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numeérica

e Método de Lagrange.

e Uno de los métodos mas importantes para encontrar una funcion
gue pase a través de un numero N de datos consiste en ajustar un
polinomio, tal y como se muestra en la figura:

Y 4

x VY

Xo X1 X X3 Xa

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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Interpolacion Numérica

e Método de Lagrange.

Algoritmo. El producto de factores dados por:
Vo(x):(X_Xl)(x_xz)"'(x_xN )(1)
Que se refiera a los N+1 puntos dados.

La funcidn Vo es un polinomio de orden N de X, y se anula en X=X, X,,..., Xy,
dividiendo Vo entre V,(x,) se tiene:

PRI (o S s

(Xo < Xl)(XO b { Xz)"'(xo — Xy )

La funcidn (2) toma para X=X el valor de uno, y parax=x,,X=X,,...,x =X, el valor
de cero. Reescribiendo la ecuacion (2) para i — ésimo elemento:

V. (X)— (X_Xo)(x_ Xl)"'(X_XN ))(3)

(Xi — %o )(Xi e Xl)"’(xi — Xy

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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Interpolacion Numérica

e Método de Lagrange.

 Algoritmo. La funcién Vi(X)es un polinomio de orden Ny toma el valor de uno
en x=x; y de cero enx=x; para J#!. Entonces, multiplicando V,(x),V,(x)....,V, (x)

e por To:fisoi Ty | respectivamente, y sumando estos resultados se tiene un
polinomio cuyo orden es igual a N como maximo e iguala f; parai=012,....N.

 Segun lo anterior la formula de interpolacion de Lagrange de orden N es:

g(x)— (X_Xl)(x_xz)"'(X_XN) (X_Xo)(x_xz)"'(X_XN )) fl"'(4)

. (Xo _Xl)(XO _Xz)"'(xo _XN) (Xl _XO)(Xl _Xz)"'(xl — XN

f,+

(X_ Xo)(x_ Xl)'”(x_ XN—l) fN

¢ (XN _XO)(XN _Xl)”'(XN _XN—l)

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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i Interpolacion Numeérica

e Método de Lagrange.

* Algoritmo.

 Es importante sefalar que si se repite algun par de valores de la
funcion el método no funciona adecuadamente, por lo que se debe
verificar que estos no se presente o de ser necesario omitirlos en los

calculos.

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara



Interpolacion Numérica

e Método de Lagrange.

* Ejemplo. Tt el plkg m*]
0l 94 929
1] 205 902 T = 251[°C]
2| 371 860

e Como el numero de datos es tres el orden de la formula de Lagrange es
N=2, entonces:

o(T)= (T —205)T —371)) (920)+ ( (T —94)T -371) )(902)+ ( (T —94)T - 205) )(860)

(94— 205)(94 — 371 205-94)205-371 371-94)371- 205

e Sustituyendo T =251°C| se obtiene:
p =890.5[kg /'m?]

Ing. Juan Carlos Sabido Alcdntara
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