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ECUACION DE DIFUSION PARA FLUJO DE
FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS.

Introduccion.

Para obtener la ecuacion general que describe el comportamiento del flujo de fluidos
a través de medios porosos, se hace uso de diferentes principios fisicos:

» Conservacion de masa (Ecuacion de Continuidad).
» Conservacion de Momento (Ley de Darcy).

» Ecuacion de Estado.

» Conservacion de Energia.

Ecuacion general.

Considerando la ecuacion:

ox\pwox) ™ ot

Esta ecuacion rige el flujo de una sola fase en una dimension en forma horizontal,
asumiendo que se aplica la ecuacion de Darcy. Entonces, desarrollando la ecuacién
(1) derivando como producto de funciones se tiene:

ko oop kopod 0 0
—p——p+——p—piqm=[¢—p+p—¢}...(2)
U OX OX  p OX OX ot ot

Agrupando y aplicando la regla de la cadena:

k_pg(a_p}ha_w_pa_m _| g0, %a_p}

pox\ox) woxopox ™ |Papat Popat

2
k_pg(@}@_p(a_pj iqmz[W 3%1%}@]_.(3)
1 ox\ox ) uoplox pop ¢op)ot
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El gradiente de presién al cuadrado es, por lo general, muy pequefio, entonces
puede ser despreciado. Como la compresibilidad del fluido y de la roca se definen

como:
-4
¢\ 0P );

..(4)
<35
P\ 0P );

Y sabiendo que:
€ =C +C ...(5)

Se puede sustituir en (2)

kp 010 g | gpe P
02 (®)ee,[312] .0

Dividiendo (6) entre la densidad a condiciones estandar, se tiene:

kp & (9 d
_P_(_pin_m:[mﬁ_p]..(?)
o OX\ OX)  pq P, ot

Considerando que el factor de volumen del fluido esta dado por:

B=2: (8
p

Sustituyendo en (7):

k_Pi(a_P)iQ_m{ﬁa_P]..(g)
uox\ax) p, | B at

Sin considerar fuentes ni sumideros y considerando k y & constantes la ecuacién
(9) queda como:

o°p _[ guc op
ox? k ot

]..(10)

Que es la ecuacion de difusion para flujo monofasico en una sola dimension.

Condiciones iniciales y de frontera.

La solucién no sélo debe obedecer a la ecuacion diferencial, también debe
satisfacer una condicion inicial y a un conjunto de condiciones de frontera. Para el
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problema de flujo de fluidos en una dimension la condicién inicial en todos los puntos
a lo largo del yacimiento es:

I:)inicial (X’t = 0)[Ib/pgz](1 1)

Las condiciones en la frontera describiran la presion en cada extremo del yacimiento
como funciones del tiempo, por ejemplo:

Pronea (X = 0.t > 0)[Ib/ pg?]...(12a)
Pronera (X = Lot > 0)Ib/ pg? |...(12b)

En el caso de la simulacion numérica de yacimientos las condiciones de frontera se
pueden referir a la pared de los pozos y a la frontera del yacimiento, la condicion
inicial se refiere al estado en el que se encuentra el yacimiento al comienzo de su
explotacion.

Método explicito, implicito y Crank-Nicholson.

Hasta el momento y matematicamente hablando, hemos estado refiriéndonos a una
ecuacion diferencial parcial parabolica ordinaria, el criterio para resolver este tipo de
ecuaciones por medio de un método numérico consiste en reemplazar las derivadas
parciales por aproximaciones en diferencias finitas.

Entonces, regresando a la expresion (10) que es la ecuacién de difusion para el flujo
de fluidos a través de medios porosos:

o°p _ guc, op
= 1 710

2
Para resolver el término 6_2 se utilizan diferencias centrales, esto es (por lo visto
X

anteriormente) debido a que las diferencias centrales tienen una precision mas alta,
la expresion que define las diferencias centrales es:

" fi+ _fi— 2
f, _712&( l+O(Ax )

Para el término %% no es muy comun utilizar diferencias centrales, el uso de

diferencias regresivas o hacia atrds no es recomendable por cuestiones de
estabilidad numérica por lo que se acostumbra hacer uso de diferencias progresivas
o hacia delante:
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. f o, —f

fi — i+l i +O(AX)
AX

Y considerando que el valor de p" es un valor conocido para un tiempo t" en cada

. n+1 . Nl
punto o celda, y se requiere conocer P al tiempo t"**.

Método explicito.
En este método se resuelve para una sola incognita para el nuevo tiempo t"**,
entonces la solucion para la ecuacion (10) se representa como:
1
pin+l _2pin + pin—l =7 pin+ — pin (13)
AX? At

Donde 7 = ¢/;Ct .

o . . . n+1 . n
Entonces la dnica incognita es P~ puesto que las otras presiones [ son

1At gl.

(Ax)° 2
En resumen, se puede decir que en este método es necesario conocer tres valores
de presion para asi poder determinar uno a un tiempo futuro.

conocidas, este método tiene la desventaja de solo ser estable cuando

Pi+1

Pi Pi

Pi-1

< >

Deltat

Método Explicito.

Método implicito.
En este caso los valores de P en la derivada de espacio se evallan al tiempo t"**
, entonces la ecuacion (10) se resuelve:
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n+l n+l n+l ntl_ yn
Pi 2Ap|2 + Pia :(¢ﬂct) P i ...(14)
» Kk ) At

Por lo que se tienen tres incognitas (pi”fll, pr, pi”jll) para cada intervalo de tiempo,

entonces, utilizando la ecuacién (14) se tiene un sistema de ecuaciones lineales de
orden N, este orden esta dado por el numero de celdas en las que se divide el
dominio, teniendo N incognitas con N ecuaciones.

Como se puede observar en la siguiente figura, basta con conocer una presion para
asi poder obtener tres nuevas presiones a un tiempo futuro, pues la solucién se
realiza de manera simultanea.

Pi+1

Pi Pi

Pi-1

>

Deltat

Método Implicito.

Método Crank — Nicholson.

Involucra una combinacién de los valores de la variable independiente que en este
caso es P, para los tiempos l y n+1, esto es, la derivada con respecto a distancia

62
(espacial) es promediada para los tiempos Il y n+1. Entonces para y:

1
azp n+E 1 62p n+l 82p n
{aﬂ "2 [67 flac | [0

Para el término 22
ot
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1
n+- n+l

ot

Entonces finalmente se tiene:

1[ pii-2p" +pl | pla-2p+ pinl] = (Wq] PP 7)

2 (Ax)2 (Ax)2 k At

De igual forma que con el método implicito se tiene un sistema de ecuaciones
lineales. Aunque esta formulacion a diferencia de la obtenida en el método implicito
es incondicionalmente estable se usa poco pues requiere de un trabajo mayor.

Pi+1 Pi+1

® @

Pi

0 @

Pi-1 Pi-l

® q

>

<

Deltat

Método Crank — Nicholson.

En este caso para cada presion conocida se puede determinar la correspondiente
a un tiempo futuro.

Ecuacion general para los métodos explicito,
implicito y Crank — Nicholson y solucion numérica

de la ecuacion de difusion.
Los métodos explicito, implicito y Crank — Nicholson pueden ser representados por
medio de la siguiente ecuacion general:

n+l n+l n+l no_ n n N+l an
o PEZ2PT P | (g )| Paz 2P R :(céuctjpi PL (18)
(&%) (&%) )
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Esta ecuacion es la aproximacion discretizada de la ecuacion (10) donde @ es un
factor de ponderacion, si @ =0 , se tiene el método explicito, si w = % se obtiene el

método Crank — Nicholson, si @ =1 se tiene el método implicito.

Solucion de la Ecuaciéon General.
Desarrollando la ecuacion (18) se tiene:

oM | g | 200 guc, | g | oAt | o (o)At 1 2(1-w)At guc |, | eAt |,
(AX)Z}pil_[(AX)2+ﬂT]pi ‘{(Ax)z]pm—[ (AX)Z ]pif{ (AX)Z _lLli ]pi _LAX)zlpM

...(19)

Considerando que:

)= At

(2" (20)
a=¢/1Ct

k

Y sustituyendo en (19)

[07] Py _[260"'0‘] P+ [(07] Pl = _[(1_5‘))7] Py +[2(1—a))y—a:| Py _[(1_(0)7/] P
...(21)
Analizando esta Ultima expresion se puede observar que del lado izquierdo se tienen

tres incognitas de presion con sus respectivos coeficientes, mientras que todo el
término del lado derecho es conocido, por lo que se puede simplificar como:

aplt+bpt e plt=d,...(22)

i i+1

En donde:
a =y
b =—(20y +a)
...(23)
G =wy

d, :_[(1_(0)7] pin—l+|:2(1_a))7_a:| pin _[(1_0))7] pin+1

Entonces la ecuacion (22) se escribe para cada celda i de la malla en la que fue
discretizado el dominio, de esta manera se obtiene el sistema de ecuaciones
lineales correspondiente al método implicito y al método Crank — Nicholson (o =1

Y o= % respectivamente), asi, el sistema queda representado por:
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_bl G T Py ™ 7 d1 T
a, b, ¢ P, d,
a 0 G Ps d,
a b C P, d4
’ = : | ...(24)
an—l bn -1 Cn—1 pn—l d n-1
i a, b, || p ] - d, |

Se observa que es un sistema tridiagonal que se puede resolver por alguno de los
meétodos vistos en el capitulo de SEL incluyendo el algoritmo de Thomas.

Ejemplo.
A patrtir de los siguientes datos y considerando un yacimiento homogéneo vy flujo

monofésico en una sola direccién, simular el comportamiento de 0.1 dias hasta
1,000,000 dias utilizando nodos distribuidos, y el esquema implicito de solucion.

| Daos ]
mbl = ] w0
2] I I

[

_I
Pl 00000l o
Poalt =L OB ]|

Ejemplo Ecuaciéon General.
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Los datos se encuentran en unidades de campo, para obtener resultados correctos
es necesario convertirlos a un sistema de unidades consistente, en este caso se
convertirdn a unidades del sistema internacional, en la siguiente tabla se resumen
estos valores:

9.86E-15
500.0

2.17557E-09
23.40%

121. 92

10342135.5
10342135.5

Ejemplo Ecuacion General Sistema Internacional.

Para calcular los nodos distribuidos se sigue el procedimiento descrito
anteriormente. El nUmero total de nodos que se requieren en el ejercicio es igual a
10, por lo tanto el espaciamiento entre nodos Ax se calcula:

sz;
IMAX -1
L :121.92[m]:13.5466[m]
IMAX -1 10-1

La posicion de los nodos se calcula:

X =(i-1)AX,i=12,...,IMAX

¥ =(1-1)*13.5466[m|=0.0[m]=0.0[ pie]
% = (2—-1)*13.5466[m] =13.5466[m| = 44.4442] pie]

X, =(10-1)*13.5466[m]| =121.9194[m] = 400.0] pie]
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En la siguiente tabla se resume la posicion de cada uno de los nodos:

Posicion de Nodos.
Partiendo del primer cambio en tiempo de 0.1 diasy @ =1.0 para tener el esquema
implicito, y utilizando las ecuaciones (20) y (23) para calcular los vectores

a(i),b(i),c(i).d(i)se tiene:

LA
()" 20
o= PuC,
K

a =y
b =—(20y +a) -
o .(23)

d,=-[(1-)y]pl, +[2(1-0)y-a]p] -[(1-o)7 P,

. At :0.1[d|a] 86,400[seg/d|a]:47.08[se_g}

(Ax) (13.5466[m])’ m?
0.234)(500[ Pa-s])(2.17557*10°[ Pa™
sl ol [P ])=225,815,587.22{i2}
k 9.86*107°[ m’ | -
Vector a(i):
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a =0.0
a, =wy =1.0%47.08 =47.08

a,, = wy =1.0%47.08 = 47.08
Vector b(i):
b, = —(20y + ) = -[ (2*1.0%47.08) + 225,815,587.22 | = —225,815,681.4
b, =—(2wy +a) = ~[ (2*1.0*47.08)+ 225,815,587.22 | = ~225,815,681.4

b, = —(2wy +a)=—[ (2*1.0*47.08) + 225,815,587.22 | = ~225,815,681.4

Vector ¢(i):
¢, = wy =1.0%47.08 = 47.08
c,=wy=1.0%47.08=47.08
C, =0.0

Vector d (i):

d; :_I:(l_a))7:| pi"_1+|:2(l—a))}/—0{] pin _I:(l_a))7:| pirlrl

Como »=1.0 la ecuacién que sirve para calcular el vector d(i) se reduce a

d, =[2(1-w)y—a ] p}, entonces calculando los elementos d (i):

d, =[ (2(1-1.0)47.08) - 225,815,587.22 | *10,342,135.5 = 0.0
d, =[ (2(1-1.0)47.08) - 225,815,587.22 | *10,342,135.5 = ~2.335415401*10"°
d

3= [(2(1—1.0)47.08) — 225,815, 587.22}*10, 342,135.5 = -2.335415401*10"

dy = | (2(1-1.0)47.08) - 225,815,587.22 | *10,342,135.5 = ~2.335415401*10"*

En este caso el elemento d (1) es igual a cero por la condicion de frontera:

P

frontera

(x=0,t>0)=0.0[Pa]
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Como ya se explico anteriormente en el desarrollo del algoritmo, el vector a(i)
representa, la diagonal inmediata inferior a la diagonal principal, mientras que el
vector C(i) a la diagonal inmediata superior a la diagonal principal, en este caso,
ambas contienen nueve elementos mientras que la principal tiene 9, los elementos
a(l) y c(10) son igualados a cero para lograr que tengan diez elementos cada uno

y asi poder utilizar el algoritmo de Thomas correctamente.
Estos resultados se obtuvieron de forma manual haciendo uso de una calculadora
CASIO® modelo fx—991MS por lo que no son precisos, en las siguientes tablas se

resumen los resultados obtenidos con una computadora por medio de un simulador
programado en FORTRAN®, razén por la cual presentan una mayor precision:

..I
ST T

1500.00 m

-25815633.43|47.08 O 00 0.000]

44.44" 1500.00"47.08 -25815633.43|47.08| -266987792161648.00| 1499.997
88.89" 1500.00"47.08 -25815633.43([47.08|| -266987792161648.00| 1500.000
133.33 1500.00"47.08 -25815633.43|(47.08|| -266987792161648.00 1500.000"
177.78 1500.00"47.08 -25815633.43|47.08| -266987792161648.00 1500.000"
222.22 1500.00"47.08 -25815633.43|47.08| -266987792161648.00 1500.000"
266.67| 1500.00"47.08 -25815633.43((47.08|| -266987792161648.00 1500.000"
311.11 1500.00"47.08 -25815633.43|(47.08|| -266987792161648.00 1500.000"
355.56 1500.00"47.08 -25815633.43||47.08| -266987792161648.00 1500.000"
400 1500.00"47.08 -25815633.43|| 0.00] -266987792161648.00 1500.000"

Coeficientes y Presion t,,, =0.1[dfa].

0 0000 0.00] 2582504960 478522 0.00 oooo
44.44 1499.997|4755.22 -25825049.69" 4755.22 -266987305242707.00" 1499.721
88.89) 1500.000[4755.22 -25825049.69" 4755.22 -266987792160760.00" 1500.000
133.33 1500.000"4755.22 -25825049.69" 4755.22 -266987792161648.00" 1500.000"
177.78 1500.000"4755.22 -25825049.69" 4755.22 -266987792161648.00" 1500.000"
222.22) 1500.000"4755.22 -25825049.69" 4755.22 -266987792161648.00" 1500.000"
266.67 1500.000"4755.22 -25825049.69" 4755.22 -266987792161648.00" 1500.000"
311.11] 1500.000"4755.22 —25825049.69" 4755.22 —266987792161648.00" 1500.000"
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355.56] 1500.000"4755.22 -25825049.69" 4755.22" -266987792161648.00" 1500.000"
400 1500.000"4755.22 -25825049.69" o.oo|| -266987792161648.00" 1500.000"

Coeficientes y Presion t,,, =10.1[dfa].

| 0.000

0.00f -26766676.55 475568.65 0.00 0 000

.

44.44|| 1499.721| 475568.65| -26766676.55 475568.65 -266938153499502.00" 1473.537

88.89" 1500.000| 475568.65| -26766676.55 475568.65] -266987783020698.00" 1499.530

133.33" 1500.000" 475568.65| -26766676.55) 475568.65] -266987792159965.00" 1499.992

177.78] 1500.000" 475568.65| -26766676.55 475568.65 -266987792161647.00" 1500.000

222.22] 1500.000" 475568.65| -26766676.55 475568.65 -266987792161648.00" 1500.000

266.67| 1500.000" 475568.65| -26766676.55) 475568.65] -266987792161648.00" 1500.000

311.11 1500.000" 475568.65| -26766676.55) 475568.65] -266987792161648.00" 1500.000

355.56 1500.000" 475568.65| -26766676.55 475568.65 -266987792161648.00" 1500.000

400 1500.000" 475568.65| -26766676.55 0.00 -266987792161648.00" 1500.000

Coeficientes y Presion t,,, =1,010.1[dia].

0.00]  -120929362.55| 47556911.64 0.00 0.000|

44.44" 1473.537| 47556911.64| -120929362.55| 47556911.64 -262277600838906.00" 944.134

88.89" 1499.530| 47556911.64| -120929362.55| 47556911.64 -266904070041054.00" 1229.599

133.33 1499.992| 47556911.64| -120929362.55| 47556911.64 -266986304183282.00" 1368.535

177.78 1500.000f 47556911.64| -120929362.55[ 47556911.64 -266987765716101.00" 1436.112

222.22 1500.000" 47556911.64| -120929362.55| 47556911.64 -266987791691636.00" 1469.009

266.67 1500.000" 47556911.64| -120929362.55|[ 47556911.64 -266987792153294.00" 1485.084]

311.11) 1500.000" 47556911.64| -120929362.55|[ 47556911.64 -266987792161499.00" 1493.061

355.56 1500.000" 47556911.64| -120929362.55| 47556911.64 -266987792161645.00" 1497.271

400]  1500.000] 47556911.64] -120929362.55 0.00] -266987792161648.00] 1500.000
Coeficientes y Presion t,,, =101,010.1[dia].
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0. 000" 0.00]| -9537197962.33||4755691211.54 0.00 0 000

44.44" 944.134||4755691211.54| -9537197962.34(|4755691211.54| -168048248752507.00| 323.066
88.89" 1229.599|14755691211.54| -9537197962.34|[4755691211.54| -218858565935459.00| 481.665
133.33" 1368.535||4755691211.54| -9537197962.34([4755691211.54|| -243588118939568.00| 636.204
177.78 1436.112||4755691211.54f -9537197962.34(|4755691211.54|| -255616326356523.00| 786.768
222.22 1469.009|(|4755691211.54| -9537197962.34|[4755691211.54| -261471722522308.00f 933.806
266.67| 1485.084|4755691211.54f -9537197962.34|[4755691211.54| -264332805237175.00( 1077.940
311.11 1493.061||4755691211.54f -9537197962.34([4755691211.54|| -265752669071188.00] 1219.863
355.56 1497.271)|4755691211.54f -9537197962.34|[4755691211.54|| -266502065300583.00}| 1360.303
400 1500.000(| 4755691211.54f -9537197962.34 0.00j{ -266987792161648.00(| 1500.000,

Coeficientes y Presion t,,,, =1,101,010.1[dia].

Para poder realizar un mejor andlisis se debe acumular el tiempo, por lo que At es
el valor que se tiene en la celda correspondiente a i,,,,. Realizando una gréafica de
presion contra longitud se puede apreciar el comportamiento de la presion respecto

al tiempo:

1500 4
1350
1200
1050
900
750

600

Presién (Ib/pg”2)

450

300

150

Presidn vs Longitud

50

75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400

Longitud

(pie)

=4#=Condicion Inicial =d=deltat 10 == deltat 1000 === deltat 100000 =O= deltat 1000000

Gréfica Presiéon vs Longitud.
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La condicion inicial dice que lo largo del yacimiento se tenia una presion constante
de 1500.0[Ib/ pg2], las condiciones de frontera dicen que en el momento en que

t=0.0, la presion en x=00 disminuye a 0.0[Ib/pg® |, esto se puede explicar

considerando la existencia de un pozo productor, y la presién en X=L :400[ pie]
se mantiene en 1500.0[Ib/ pg2], esto se explica considerando la existencia de un

pozo inyector que mantenga la presion en ese punto, o que se trata de un yacimiento
infinito y que la caida de presién nunca alcanza la frontera del mismo, la linea

marcada para un Atzl,OO0,000[dia] representa el perfil de presiones que se
tendrian en el yacimiento para tiempos muy grandes de explotacion.
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