CONCEPTO TRADICIONAL DE FUNCION

Cuando dos variables estan relacionadas en tal forma
gue a cada valor de la primera corresponde un valor
de la segunda, se dice que la segunda es funcion de la
primera.

La variable cuyo valor puede fijarse a voluntad es la
variable independiente y aquella cuyo valor depende
del que se le dé a la independiente se llama variable
dependiente.
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Si x es la variable independiente en una funcion y “y
es la variable dependiente se acostumbra escribir

y=f(x).

ENFOQUE “MODERNO” DE FUNCION

Este enfoque esta basado en la teoria de conjuntos.
Asi, una funcion es una regla que asigna a cada
elemento x de un conjunto A (Dominio) un Unico
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elemento “y” de un conjunto B (Codominio).

Esquematicamente:



Relacién “uno a uno” (biunivoca)

v

A B

Relacién uniforme (univoca)

Toda funcion es una relacion, pero no toda relacion es
una funcion. Las relaciones multiformes NO son
funciones.

Relacion multiforme



Para verificar que cualquier relacion sea una funcién
se sugiere tabular y graficar la ecuacion de la regla de
correspondencia y cortar la grafica con rectas
verticales. Ninguna de estas rectas debe cortar mas
de una vez la grafica.

Una funcion puede expresarse “por comprension”
como f={(x,y)|xeA, y=f~xT o bien “por
extension” escribiendo todas las parejas que la

forman f= { (Xll yl)l (XZI YZ)I (X3I y3)r seey (Xn) yn) }

FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

Son funciones donde los elementos que intervienen

pertenecen al conjunto de los numeros reales, es

decir, que tanto la variable independiente x como la
a..”n

variable dependiente “y” son numeros reales (unién
de los racionales y los irracionales).



INTERVALOS

Sean los numeros reales a y b tal que a<b. Se
llama intervalo al conjunto de los numeros
comprendidos entre ay b.

Los intervalos pueden ser finitos o infinitos, abiertos o
cerrados.

Intervalos finitos|

(a,b)={x | x€R,a<x<b} abierto

la,b] ={x| xXER,a<x<Db} cerrado

(a,b]={x| xER,a<x<b} semiabierto por laizq.

la,b)={x| xER,a<x<b} semiabierto porlader.

Intervalos infinitos, en donde x € R

(a, ) ={x| x> a} abierto
la, ) ={x| x=a} cerrado por la izq.
(-00,a) ={x| x < a} abierto
(-00,a] ={x| x < a} cerrado por la der.

(-00, ) ={x | x € R} abierto



En un intervalo abierto (a, b) los extremos a y b no
forman parte del mismo.

En un intervalo cerrado [a, b] los extremos a y b

forman parte de él.

DOMINIO DE UNA FUNCION

Es el conjunto de valores que toma la variable
independiente. Estoes,si  f={(x,y)| x€A,y=f(x)

} el dominio de la funcion es Df=A

CODOMINIO (CONTRADOMINIO) DE UNA FUNCION

Es el conjunto de valores posibles para la variable
dependiente “y”. En el caso de las funciones reales de
variable real, el codominio es precisamente el
conjunto de los numeros reales.



RANGO DE UNA FUNCION

Es el conjunto de valores que toma la variable
dependiente. Estoes,si  f={(x,y)| xX€A, y=1(x)}

el rango de la funcién es Re={y| y="f(x), x € D¢}.

REPRESENTACION GRAFICA O GEOMETRICA DE UNA
FUNCION

Una funcidén se representa por el conjunto de puntos
del plano, cuyas coordenadas son las parejas
ordenadas de numeros reales (x, y) gue constituyen la
funcion.

En otras palabras, la grafica de una funcion es el lugar
geométrico de todos los puntos P(x,y) cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacion y = f(x).



CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES

Las funciones se clasifican de acuerdo con la
informacion que pueda obtenerse de ellas.
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De acuerdo a la variable dependiente “y

FUNCIONES EXPLICITAS

Una funcidon es explicita cuando en la ecuacidon que
actla como regla de correspondencia, se tiene
a. .’

despejada la variable dependiente “y” en términos de
la variable independiente x.

FUNCIONES IMPLICITAS

Son aquellas cuya regla de correspondencia es una
ecuacion del tipo f(x, y) = 0. Una funciéon de este tipo
se caracteriza porque en la ecuacion que actua como

a..”n

regla de correspondencia, la variable dependiente “y
no se encuentra despejada.



De acuerdo a su forma
FUNCIONES PARAMETRICAS
Una funcién paramétrica tiene la siguiente forma:

f={(x,y)| x=f(t),y=g(t), tED;N D, # 0@}

FUNCIONES DEFINIDAS EN DIFERENTES INTERVALQOS

Una funcidon puede estar constituida por una o mas
ecuaciones diferentes que establecen el vinculo entre
las variables x, y en diferentes intervalos del dominio.

De acuerdo a la relacion entre su dominio y rango

FUNCIONES INYECTIVAS (BIUNIVOCAS O
“UNO A UNO”)

Sean X3, X, €EDf y Xq; # X,. La funcion f es inyectiva
si y solo si f(x;) # f(x,). Es decir, para valores
diferentes del dominio deben obtenerse valores
diferentes en el rango.



Funciones inyectivas (biunivocas o “uno a uno”)

Para verificar si una funcion es inyectiva se sugiere
tabular y graficar la funcién y cortar la grafica con
rectas horizontales. Ninguna de estas rectas debe
cortar mas de una vez la grafica.

FUNCIONES SUPRAYECTIVAS O SOBREYECTIVAS

Una funcidn es suprayectiva si su codominio es igual a
Su rango.

FUNCIONES BIYECTIVAS

Una funcién f es biyectiva si f es inyectiva y ademas
suprayectiva.



De acuerdo a su representacion

FUNCIONES ALGEBRAICAS

Las funciones algebraicas son aquellas en las que
interviene un numero finito de operaciones
algebraicas de las funciones constante e identidad.

Funcion constante

Es la funcion que tiene como dominio el conjunto de
los numeros reales y cuyo rango es un solo numero
natural. Simbdlicamente:

C={(x,y)| x€R,y=c} = {(x,¢c)| x€R}

La grafica de la funcidon constante es una recta
paralela al eje de las abscisas, con ordenada c.

y=c




Funcion lineal
FUNCION IDENTIDAD

Es la que tiene como dominio al conjunto de los

numeros reales y en la que a cada valor de la variable

independiente x le corresponde el mismo valor de la
a..’”n

variable dependiente “y”, por lo que su rango es
también el conjunto de los numeros reales.

La funcion identidad se representa de la siguiente
manera: |={(x,y)| x€R,y=x} = {(x,x)| x€R}
o bien, I(x) =x

La grafica de la funcion identidad es |a recta que pasa
por el origen y tiene un dngulo de inclinacion o = 45°

y=X

v
x




Funcion valor absoluto

La funcion permite obtener el mismo valor de la
variable independiente, pero si es negativa la funcidn
la hace positiva:

f(x)=]x]
; (x) X | x>0

T l=x si  x<0O
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Funcion entera o polinomial

Son las que se obtienen al efectuar con las funciones
constante e identidad un numero finito de
operaciones de adicion, sustraccion y multiplicacion.

Una funcidon polinomial es de la forma:

2
P=a,+a;l+a,I"+..+a,I"

Donde a, k =0, 1, 2, 3, ... , n son funciones
constantes, | es la funcién identidad y el numero
natural n es el grado de la funcion polinomial.

Una funcién de este tipo puede describirse por medio
de su regla de correspondencia como:

2
P(x) =a,+a; x+a, X +..+a,x"

cuyo dominio es R, en donde a,, a;, a5 ... , a, son
numeros reales y n es el grado si a, # 0.

Funcion racional

Se definen como el cociente de dos funciones enteras
o polinomiales. Las funciones racionales son de la

P .
forma r= P—1 en donde P; y P, son funciones enteras.
2



Una funcidn racional puede escribirse como:

_Pi(x) _ apt+ a;x+azx®+--+apx”
P, (X) bo+ byx+b,x2+:--+bpyx™M

r(x)

donde P,(x) #0

Nota.- Las funciones polinomiales son casos
particulares de las funciones racionales.

Funcion irracional

Son aquéllas en donde ademas de intervenir
operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion,
division y potenciacion, interviene la radicacion.

Funciones pares e impares

f(—x)= f(x) funcion par

f(—x)=—1(X) funcion impar



FUNCIONES TRASCENDENTES

Una funcidon que no es algebraica es trascendente.
Estas incluyen las funciones circulares directas,
circulares inversas, exponenciales de base a y base
e; logaritmicas de base a, base e y base 10; y
funcién potencia.

Funcion trigonométrica

FUNCIONES PERIODICAS
Una funcion es periddica con periodo P > 0, si
siempre que x esté en el dominio de f, entonces

X + P también esta en el dominio de f y ademas
f(x + P) = f(x). Graficamente:

v
x




Las funciones periddicas no son biunivocas. Tienen
importantes aplicaciones en fisica, como el
movimiento ondulatorio, vibraciones, etc.

FUNCIONES CIRCULARES DIRECTAS

Se definen a partir de un circulo unitario de ecuacion
y

x2+y2=1
1

r=1

v
x

La funcion seno esta definida por sen©@=vy; y la
funcion coseno por cos 0 =x.

El dominio de ambas funciones es el conjunto de los
numeros reales y su rango es el intervalo [-1, 1]. Son
continuas en cualquier intervalo de 6.



Las funciones seno y coseno son periodicas con
periodo 2, por lo que:

sen 6 =sen (0 + 2m)

cos 0 =cos (0 + 2m)

http://es.wikipedia.org/wiki/Seno (trigonometr%C3%ADa)
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http://es.wikipedia.org/wiki/Seno_(trigonometr%C3%ADa)
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7f/FunTriR100.svg
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A partir de las funciones seno y coseno se define la

funcién tangente como:
sen 0

tg 0 = donde cos 8 # 0

cos 0O

El dominio de la funcidén tangente es el conjunto de
los numeros reales excluyendo los valores de

0= g +nm  donden=0,+/-1,+/-2, ...

Su rango es el conjunto de los numeros reales.


http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:FunTriR010.svg

La funcidn tangente es una funcidn periddica con

periodo 1 dado que:

sen (6+1m) —sen®
= =1 e
cos(B+m) —cosHO

tg(0+m)=
Para valores negativos de 0 se tiene:

sen (—6) -sen0O _

t8 (_6) - cos(—9) " cosH
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http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:FunTriR001.svg

Las funciones trigonométricas cotangente, secante y
cosecante se definen como:

1 cos O

Ctg@:tgﬁ_sene

1
cos©

sec O =

csc O =
sen O

Las graficas de estas funciones son:
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6d/FunTriR002.svg
http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:FunTriR020.svg
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FUNCIONES INVERSAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las seis funciones trigonométricas descritas son
periddicas y por tanto no son biunivocas. Luego la
inversa de una funcion trigonomeétrica no es funcion.

No obstante, es posible obtener una funcidn
biunivoca de una  funcion  trigonométrica
restringiendo el dominio. Por ej.:

y=senx, X € [_ gi g]l y € [-11 1]


http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:FunTriR200.svg

A esta parte de la grafica se le conoce como la rama
principal.

Su funcidon inversa es:

x=seny, y€[--,7], x€[L,1]

]

y=angsenx <« Xx=seny, yE[—%,

SEG

y su grafica

1.5}

U

0.5 1

Analogamente, para la funcion coseno se tiene que si
y=cosX, X€I[0,m, y€[-1,1] (rama principal)
x=cosy, Y€I[O, m], x€]l[-1,1]

y=angcosx < x=cosy, VyE]|O,m]



Para la funcion tangente, si
w1 . .
y=tgx, X€f(- = E)’ y ER (rama principal)

X=tgy, y€(--,7), X€R

y=angtgx < x=tgy, Y€(-,-)

7.5 5 25 25 5 75



http://www.wikimatematica.org/images/c/c0/Arctan.png

Para la cotangente, si
y=ctgx, XxX€(0,m), yER (rama principal)
x=ctgy, yE(O, M), XER

y=ctgx < x=ctgy, y€(O,mn)

75 5 25 0 25 5 755

—1

1
arctan(a) 2


http://www.wikimatematica.org/images/5/5a/Arccot.png
http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Arctangent_Arccotangent.svg

Para la funcién secante, si

y=5ecXx, X € {[_T[I - g) U [Or g)}l y € {(—OO’ _1] U [11 OO)}
x=secy, y€{-m-2)UI0,2)} x€{(-00,-1] U [1, »)}
y=angsecx < x=secy, yE({[m, —g) U [O, g)}

N A

Para la cosecante, si

y=cscx, x€{(-m,--1U (0,1} y € {(-00, -1] U [1, )}

T

x=cscy, y €{(-T,-21U (0,71}, x € {(-00, -1] U [1, o0)}
y=angcscx < X=CsCy, yE{(-n,-g]U(O,g]}

A

L
2 \




Funcion exponencial

Para cualquier numero real positivo a#1. La funcién
Exp.={ (x, y) | y=a", XxER]}

se [lama funcidon exponencial de base a.

Es necesario que a > 0 para evitar tratar con
numeros complejos; el rango de esta funcion es
(0,+0), lo que significa que a* > 0 para cualquier valor
de x.

La forma de la grafica depende del valor que tome la
base a; sera creciente si a > 1 y decreciente
si O0<a<l.

f(x) =a*
[y




La funcidon de x que se define por

Expe={ (X, y) | y=€", xER}

a_

se llama funcidon exponencial de base e (el nUmero “e
es irracional y vale aproximadamente 2.7182818284).
Notese que es un caso particular de la funcidn
exponencial de base a.

La funcion exponencial natural es creciente y concava
hacia arriba.

Algunas de sus propiedades son:

1) El dominio de f(x) =e" es(-o0, )y el recorrido
es (0, o).

2) La funcién es continua, creciente e inyectiva en
todo su dominio.

FUNCIONES HIPERBOLICAS

Es un tipo especial de funciones exponenciales. Esta
denominacion proviene de la comparacion entre el
area de una region circular y la de una region
hiperbodlica.



DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

e —e 1
shx=——— cschx=— x#0
2 shx
eX 4+ e X
chx=—m— sechx=
2 chx
shx 1
chx 8 thx
y = senh x y =cosh x y=tgh x
$ 2 y y
N ] o
|
0 x 0 * 0 :

IDENTIDADES HIPERBOLICAS

Muchas de las identidades trigonométricas tienen sus
correspondientes identidades hiperbdlicas. Por ejemplo:

ch?x—sh?x =1

th?x + sec h?x =1



ctgh?x —csc h?x =1

-1+ ch2x
2

sh?x =

. 1+ ch2x
- 2

c h?x

sh(x+y)=shx chy +chx shy
sh(x-y)=shx chy -chx shy
ch(x+y)=chx chy +shx shy
ch(x-y)=chx chy -shx shy
sh2x=2shx chx

ch2x=ch?x+sh?x

FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Como las funciones hiperbdlicas se definen en términos de
las exponenciales, las funciones hiperbdlicas inversas se
expresan en términos de las funciones logaritmicas. Asi,

sh™lx=1In (x+ Vx2 + 1) dominio (-0, o0)
ch™lx=1In (x+Vx2—-1) dominio [1, o)

th‘1x=%1n1+x

dominio (-1, 1)
1-—Xx



— 1 X+1 ..
ctgh™lx = P In — dominio (-o0, —1) U (1, o)
_ 1++V1-—x2 ..
sech™'x =1In — dominio (0, 1]
_ 1 V1+x2? ..
csch™tx=1n (; + T) dominio (-0,0) U (0, =)
y=senh™ ' x y=cosh™' x y=tgh™!'x
y y : y $
| :
[ |
! |
i !
0 J o\l 2 =T o 1
\ 1 l
\\\ | |
. i |
y =cotgh™' x y=sech™! x y = cosech™! x
oo \ 2

N



Funcion logaritimica
Funciones Logaritmicas de base “a” y base “e”

La funcidon exponencial es biunivoca sobre R, y por lo
tanto, la inversa de la funcion exponencial también
es una funcion. Asi, la funcidn logaritmica de base a
es la funcion

log.x={ (X, y) | x=a’, YER, € (0, +o0)}

a>1

a <1




La grafica del log, x se obtiene de la grafica de su

inversa Exp,.
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Para el caso de la funcidn exponencial de base e, su
inversa es la funciéon logaritmica de base e definida

por
Ln={ (x, y) | x=¢€, yER, x€ (0, +o0)}

La funcidn Ln x es positiva six > 1 y es negativa para
0<x<1. Ademas, Ln(1)=0.

Tiene las siguientes propiedades:

1) Su dominio es (0, o) y su recorrido es (-00,0).
2) La funcidén es continua, creciente e inyectiva.
3) La grafica es cdncava hacia abajo.


http://www.google.com.mx/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiu9ajnzp3LAhWhw4MKHTZABx4QjRwIBw&url=http://matematica.laguia2000.com/general/logaritmacion&psig=AFQjCNFFKz9dmGbKP54EQ1iJiCZ8cn4Wmg&ust=1456857319623425

La relacion inversa entre las funciones logaritmo

natural y exponencial natural puede expresarse de

la siguiente manera:

In(e¥)=x y elM*=x

Leyes o propiedades de los logaritmos

Si ay b son nUmeros positivos y n es racional, se satisfacen las siguientes propiedades:

1)
2)

3)
4)

log (1)=0

log (ab) =loga+loghb
log (%) =loga-loghb
log (") =nloga

Cambios de base

Se parte de lo siguiente:

si a>0, a1l y x>0, entonces x=al°8X (1)

Para obtener una féormula que relacione logaritmos de

bases diferentes se procede como sigue: sea b un

numero positivo diferente de 1; tomando logaritmos

de base b de los dos miembros de (1)

log,x = log},(al®8a%)



De las leyes de los logaritmos
logyx = log,xlogpa

Cualguier numero positivo, excepto 1, se puede usar
como base de un sistema de logaritmos.

logpx

1 —
08aX logpa

Otra manera de determinar la funcion logaritmo de

o_n

base “a”, utilizando logaritmos naturales, es Ia
siguiente: si a es un numero real positivo (a#1) y “X”
es cualquier numero real positivo, la funcion

logaritmica de base a se denota

1
log,x = Elnx



De acuerdo a su monotonia

FUNCION CRECIENTE
Sea una funcion f={(x,y)| y="f(x), x € D¢ }

Se dice que f(x) es creciente sobre un intervalo
[a, b] € D¢ si f(xq) <f(x;) cuando x4, x; € [a, b]
V X1 < Xp

f(x2)

f(x1)

FUNCION DECRECIENTE

Sea una funcion f={(x,y)| y="f(x), x € D¢ }



Se dice que f(x) es decreciente sobre un intervalo
[a, b] € D¢ si f(xq) >f(x;) cuando x4, x; € [a, b]
Yy X1 <X

f(x1)

f(x2)

v
x




OPERACIONES CON FUNCIONES

En lo que sigue se considerara que f y g son
funciones con regla de correspondencia y = f(x), v =
g(x) y dominio D;y D, respectivamente.

SUMA DE FUNCIONES

Se define como la suma de las funciones fy g a la
funcion denotada f+g con dominio D = D;N Dy,
talque (f+g)(x)="f(x)+g(x), xeD

RESTA DE FUNCIONES

Se llama diferencia de la funcion f menos la funciéon g
y se denota por f — g a la funcion dada por

(f—g) (x) =f(x) —g(x), x€D

donde D=D;N D, eseldominiodef—g



MULTIPLICACION DE FUNCIONES

El producto de las funciones f y g es la funcidén con
dominio D = D; N D, , denotada por fg y tal que si x €

D (fg) (x) = f(x) g(x)

DIVISION DE FUNCIONES

Se llama cociente de la funcidon f entre la funcion g a la

on ! () = X
funcién - tal que (g)(x)—g(x) en donde

XED=D;ND,, g(x)+0

De las definiciones de suma y producto de funciones
se tiene que:

e La suma de n funciones de variable real
fi+f,+f;3+..+f, esunafuncidn real

e El producto de n funciones reales de variable real
f, f, f3 ... f, esuna funcion real

e Si se suma n veces una misma funcion, se tiene
f+f+f+...+f=nf (nsumandos)



e Si se multiplica n veces por si misma la funcion f
resulta
fff..f=f" (nfactores)

e Simy nson numeros naturales, entonces
f'f"=f""  sobre Dm N Dfm

e fV=1 f‘n=% donde n € N

COMPOSICION DE FUNCIONES O
FUNCION DE FUNCION

Dadas las funciones f y g con dominios D; y D,
respectivamente, se define como la composicion de la
funcion f con la funcion g a la funcion denotada por

feg talque [f°g]="1(g(x))

feg selee “f composicion g’ y se trata de la
funciéon cuyo dominio estd formado por todos los
elementos x que pertenecen al dominio de g, para los
cuales g(x) pertenece al dominio de f.
Simbdlicamente:  Dpg= {Xx € Dg, g(x) € D¢}



Si g tiene dominio en el conjunto A y rango en el
conjunto B, y f tiene dominio en B y rango en el
conjunto C, entonces f°g tiene dominio en Ay
rango en C. Esquematicamente:

Generalmente la composicion de funciones no es
conmutativa, es decir, f°g+g°f

La grafica de la funcion f°g puede construirse
partiendo de las graficasde fy g.



FUNCION INVERSA

Si f es una funcién biunivoca entonces la inversa de f
. -1 . .
es la funcion f~ definida por

(x,y) Ef* siysolosi (y,x)Ef

Esto es, la inversa de una funcidén biunivoca f es la
funcion f' que se obtiene al intercambiar las
componentes de cada una de las parejas ordenadas
gue constituyen la funcion f.

Si f'eslainversa de f, el dominio de f es el rango de
f'y el rango de f es el dominio de f".

Es importante recordar que es condicion necesaria
para que una funcion tenga inversa, el que sea
biunivoca.

Nota.- Las graficas de f y f* son simétricas respecto a
la funcién identidad |, es decir, la recta y = x.

Dada una funcion f = { (x, y)| y = f(x), x € D¢},

. , . -1
biunivoca. Su inversa f puede obtenerse



intercambiando los papeles de las variables
dependiente e independiente. Es decir,

f={(x,y)| x=F(y),y € Df=Rp1}

En esta Ultima expresion, la ecuacion x = f(y) establece

a..n

que “y” es funcion implicita de x.

TEOREMA

Si una funcion f es biunivoca y su funcion inversa es
f:
1) f°f' =1, donde el dominio de | es el rango de f
Dy =R¢=Dg-1
2) f1°f=1,donde el dominio de | es el dominio de f

D; = Df = Re-1



PLANTEAMIENTO DE FUNCIONES

Las funciones son modelos matematicos que
representan algun fendmeno fisico de la vida real.

Para el planteamiento de funciones no existen reglas
precisas ni método general. La recomendacion en
este sentido seria identificar cuales son los datos,
variables e incognitas del problema, y después
encontrar alguna relacion entre ellos. Es de especial
ayuda el trazo de una grafica o diagrama.



