La teoria de Bragg-Williams como caso exacto de la teoria de Landau
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La teorfa de Bragg-Williams describe las transiciones de fase en aleaciones por medio de un
pardmetro de orden 7 que cuantifica el ordenamiento de la red cristalina. De manera general,
esta teorfa consiste en encontrar la entropia del sistema en términos de este parametro a través de la
férmula de Boltzmann, evaluar la energia promedio asociada a la interaccién entre dos especies de
atomos que conforman la aleacién, y obtener los valores de 1 que caracterizan el estado de equilibrio
al minimizar la energia libre de Helmholtz F. Al realizar el estudio de estabilidad de los puntos
criticos de F, se encuentra la dependencia de 1 con respecto a la temperatura 7, mostrando una
bifurcacién en el comportamiento de este parametro para una temperatura critica T., ademéas de
que durante la transicién de fase, F' como funcién de T es continua y el calor especifico presenta una
discontinuidad. El andlisis anterior se lleva a cabo sin recurrir a desarrollos en serie, pero cuando
los resultados se expresan de esta manera, se obtiene la teoria de Landau para transiciones de fase
de segundo orden lo que nos permite entender los diferentes argumentos de Landau para describir

este tipo de transiciones.
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I. INTRODUCCION

Las transiciones de fase han sido motivo de estudio
desde el siglo XIX, uno de los primeros en estudiar el
fenémeno fue J. D. van der Waals, cuando presentd como
parte de su tesis doctoral las correcciones de la ecuacion
de estado de los gases ideales, al considerar el volumen de
las particulas y las interacciones que hay entre ellas. Otro
suceso importante es el intento de clasificarlas, el primero
en realizarlo fue Paul Ehrenfest al tomar en cuenta la
relacion que existe entre la energia libre de Gibbs G y el
cambio de algunas propiedades térmicas durante el punto
de transicién, que sucede cuando el sistema se encuentra
a una temperatura critica T,.; propusé una clasificacién
en la que el orden de la transicién es el mismo que el
de la derivada de G con repecto a la temperatura que
presenta una discontinuidad durante el cambio de fase
[12]. En la clasificacién moderna, existen transiciones de
fase de primer y segundo orden; en lo que respecta a la
primera, dos estados de agregacién distintos se encuen-
tran en equilibrio (liquido-gas, liquido-sélido, etc.) y se
produce un cambio abrupto en la simetria que se traduce
en un cambio discontinuo en la entropia, ademas de pre-
sentar un calor latente, es decir, el sistema absobe o cede
energia durante la transicién; un ejemplo de esto es la
fusién o ebullicién del agua. Mientras que en la segunda,
los estados de agregacién de las dos fases son idénticos
y la simetria cambia de una manera continua; en el caso
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de las aleaciones, el cambio de fase se presenta cuando
la simetria en la red cristalina cambia; ademés este tipo
de transiciones se caracterizan por la ausencia de calor
latente y la existencia de una discontinuidad finita en el
calor especifico [9].

En 1934, W. L. Bragg y E. J. Williams describieron una
transicion de fase observada en una aleacién de cobre y
zinc, la cual se manifiesta por la manera en que estos
grupos de atomos estdn ordenados en una red cristalina.
A través del uso de rayos X, encontraron que debajo de
una cierta temperatura de transicion, los &tomos de zinc
se encuentran en una red de simetria cubica y los de co-
bre en otra, intercaladas entre si. La descripcién tedrica
dada a esta situacién fue utilizada como base para va-
rios estudios sobre fenémenos de transicion y es conocida
como la teoria de Bragg-Williams. La idea principal de
esta teoria es obtener una expresién para la entropia con-
figuracional en términos de un pardametro que cuantifique
el orden del sistema y encontrar su dependencia con la
temperatura [1, 3, 7, 11].

Por otro lado, en 1937 Lev Landau presenta su teoria
general para transiciones de fase de segundo orden, en
la cual propone expresar la energia libre de Helmholtz
F' en serie de potencias de un parametro de orden para
describir el comportamiento de un sistema en la vecin-
dad del punto de transicién, ademéds de realizar distin-
tas hipotésis para obtener la entropia y demostrar una
discontinuidad en el calor especifico [5].

El propésito de este articulo es presentar ambas teorias
y demostrar que son equivalentes cuando la temperatura
se aproxima a la del punto de transiciéon. Todo esto para
poder entender de manera sencilla los argumentos da-
dos por Landau a través de los resultados obtenidos por
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Bragg y Williams.

II. TEORIA DE BRAGG-WILLIAMS

A. Parametro de orden

Supongamos que tenemos el mismo nimero de atomos
distintos A y B, con dos tipos de sitios a y 8. Cada sitio
« esta rodeado Unicamente por sitios 8 y viceversa. Los
sitios idénticos (a o ) son los vecinos més cercanos, asf
se tienen dos estructuras cibicas, una caracterizada por
sitios « y otra caracterizada por sitios 3 intercalada a la
anterior (Fig. 1).

FIG. 1. Esquema de una estructura cristalina

Designemos a p, = & 4% como la probabilidad de que

un sitio « sea ocupado por un atomo A y wy, = 1 — p,o
como la probabilidad de que este sitio sea ocupado por
un atomo B; andlogamente pg = ﬂﬁﬁ y wg = 1—pg
son las probabilidades de ocupacién a2sociadas a los sitios
B. N es el numero total de sitios, N4 el ntimero de
dtomos A en un sitio o, Ng” ntmero de 4tomos B en
un sitio 8, N4° ndmero de dtomos A en un sitio 3 y
Np“ ntimero de 4tomos B en un sitio a. A continuacidn,
introducimos los pardmetros de orden para los sitios o y
[ respectivamente:
_NAa_NBa_poz_ 1
na_NAa+NBa_ % ()

N

_NgP - N’ ps—3
N4? + Ng¥ 3

ng (2)

Enseguida demostraremos que estos parametros son
iguales entre si. Sea N, el nimero de dtomos A y
Np el nimero de atomos B. Entonces, como N4 =

s
NA® + N4P = % y wg = % se tiene que py + wg = 1;
2

de manera que p, =1 —wg = pg. Lo que implica que

Noe =13 =1, (3)

por lo que tenemos solo un parametro de orden, donde
hemos utilizado que N4y = N = %

El estado méas ordenado corresponde a las siguientes
situaciones:

1. Todos los 4tomos A (6 B) se encuentran en los sitios
o, entonces po, =1 (6 pg=0) y n=+1.

2. Todos los dtomos B (6 A) estan en los sitios f3,

entonces pg =1 (6 po =0) y n=—L.

Mientras que en el estado de desorden total p, = pg =
Wo = WE = % y el pardmetro de orden es np = 0.

B. Entropia configuracional

Para obtener la ecuacion de la entropia configuracional,
expresamos N4®, Ng?, NA? y N® en términos del
pardmetro de orden 7, utilizando las ecuaciones (1) a

(3):

. N N

Na —Epa—z(ﬁ'i‘l)
N N

N’ = o P8 = Z(n+ 1) (4)
N N

NAP = Zwg=—(1—

4" =gwg=(1-n)
N N

a—_ e — —
N = Mg = 1) )

El ndmero de configuraciones W, es el ntumero de
maneras en que los 4tomos A y B pueden ser distribuidos
en los sitios a y 3, es dado por:

@y
NA“INg*! N PINBP!
_ (&) (&)
(DA =) (G (=) (n +1))!
La entropia configuracional S estd relacionada con W

por medio de la ecuacién de Boltzmann: S = kInW. Ha-
ciendo uso de la ecuacién de Stirling para N! obtenemos:

w

(6)

— (DD

S = % [21n2—[(1+n) In(1+n)+(1-n) ln(l—n)]} (7)

a) n==l1

b) n ==l
FIG. 2. a) Estado m4s ordenado b) Estado desordenado

En el estado més ordenado (n = +1) (Fig. 2), la en-
tropia es nula. Mientras que en el estado de desorden
total (n = 0) es S = kN In2, resultado semejante a la
entropia de mezcla de gases.



C. Energia libre de Helmholtz

Para encontrar la energia libre de Helmholtz: F =
U—TS, se determinara primero la forma en que depende
la energia interna U del pardmetro de orden. U esta
determinada por el niimero de vecinos mas cercanos, ya
que es una funciéon de las energias de interaccion entre las
especies. Definimos el niimero de coordinacion z, como el
nimero de sitios 8 alrededor de un sitio «, la probabilidad
de tener pares AA y BB en sitios cercanos es el producto
de las probabilidades de ocupacién de estos sitios veces
z, por lo que los ntimeros de pares AA y BB son dados
por:

N (PN AN =)
AA = 5 = 3

=Npg (8)

Si consideramos una red ctbica centrada en el cuerpo,
entonces z = 8 y tenemos:

Naa = Npp=N(1-7n°) 9)

Anélogamente, el numero de pares AB y BA estan da-
dos por:

Nap = [pap/aJr(l—pa)(l—pﬁ)}Zg = 2N(1+7°) (10)

Para calcular U consideramos solamente las interac-
ciones entre vecinos maés cercanos y que son indepen-
dientes del entorno de los atomos. Entonces, usando
(9) y (10) la energfa interna se expresa en términos del
parametro de orden como:

U= NaaVas+NppVes+NagVap = Up+Nn?V (11)
donde

Uo=N(Vaa+ Vep +2Vap) (12)
V =2Vap —Vaa — Vap

Cuando V' < 0, se puede demostrar que la configu-
raciéon de minima energia corresponde a que los dtomos
A(B) prefieren estar rodeados por dtomos B(A), lo que
conduce a una red de &tomos A intercalada dentro de
otra de atomos B, con n = £1.

Asi, utilizando (7) y (11) la energfa libre de Helmholtz
en términos del parametro de orden es:

F=Uy—-T8, + VN#»? (13)

~ X a2 — (1) (1 4+ 0) + (1) (1 — )

donde S; es la entropia de los dtomos A y B en su red.

D. Relacién del pardametro de orden con la
temperatura

En el equilibrio termodinamico, la energia libre F' debe
ser minima; este minimo se obtiene para valores de 1 que

son solucién de la expresion:

a—F = 2NnV + LkT In
on 2

1+n
1—-n

0 (14)

avi
kT T

1+7
I—n

Esta relacién nos proporciona la dependencia del
parametro de orden con la temperatura. En la Fig. 3, se

o AlV .
observa que la funcion %n es una recta de pendiente

44V
kT
altas la recta intersecta a la funcién In % solamente en
el origen, obteniéndose la solucién 7 = 0, que corresponde
al estado desordenado; cuando se disminuye la tempera-
tura la recta eventualmente intersecta en tres puntos a
la funcién logaritmo: 1 = 0, £n*. Claramente existe una
temperatura critica T, tal que para T" < T, se obtienen
tres soluciones y para 1" > T, una solucién. 7T, esta de-
terminada por la pendiente de la recta cuando esta es
igual a la tangente de la funcién logaritmo en el origen,
es decir:

= In

que cambia con la temperatura. Para temperaturas

V] 9 1+7n
= — — =2 15
ET.  On . n (15)
n=0
de manera que
2|V
7, - 2V (16)

-~
T
-
|
=

=

FIG. 3.

Para determinar la estabilidad de las soluciones, recu-
rrimos a la segunda derivada de F' con respecto a n:

82FNk( r TC> (17)

1—1n2

a) F' tiene un minimo en n =0 si T' > T, entonces:

oF

S| =Nk -T.)>0 (18)
"

n=0
b) F tiene un maximo si T' < T, entonces:

oF

=Nk(T-T1,) <0 19
5 -1 (19)

n=0



c¢) F' tiene un minimo en 7 = £nx* si

0’F

1 T,
8172

= NkT| —— — = NkTB(n*
k <1—77*2 T) ETB(n*) >0

(20)

n=n*

la forma explicita de B(n*) se obtiene al expresar T/T,
como funcién de nx:

. 1

1+ nx
= n
T 2px  1—nx

(21)

que se encuentra al igualar a 0 la expresién (14) y usando
a su vez (16), de manera que

1 1

14 nx
—— ——1In
1—nx2 2

B =
(%) =

(22)

B(n*) es una funcién simétrica y siempre positiva (Fig.
4), por lo tanto para T < T, F tiene un maximo en el
origen y dos minimos en n = £+ (Fig. 5).

FIG. 4. Funcién B(n*)

FIG. 5. Funcién F para distintas temperaturas

El pardmetro de orden n = n(T/T.) es dado por
la solucién de la ecuacién (14) cuya grafica, obtenida
numéricamente, muestra una bifurcacion supercritica de
tipo trinche (Fig. 6). Este tipo de bifurcacién [14] es
comun en problemas fisicos que presentan una simetria.
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FIG. 6. Bifurcacién supercritica tipo trinche

E. Continuidad de la entropia y ausencia de calor
latente en la temperatura de transicién

La entropfa como funcién de T/T. se encuentra al
sustituir n = n(T/T.) en la expresién (7). En la Fig.
6 se observa que n = 0 para T > T., de manera
que S = NklIn2, para T < T. se tiene que S(n*) =
S(—n*), vy ademds la entropia es una funcién continua
de n para cualquier valor del pardmetro, en particular
limg g, - S(n) = limp 7+ S(n) = S(n = 0) = NkIn2,
por lo que es nulo el calor de transicién para T = T, esta
es una de las caracteristicas de las transiciones de fase de
segundo orden.

F. Discontinuidad finita en el calor especifico

La existencia de una discontinuidad finita en el calor
especifico C}, se muestra expresandolo en términos del
parametro de orden:

{98, 05
oor() (2)
p p

o NEf Oop*
T a1t
p
donde

os\ (oS on

or pi 877 P or 4
B T. (on\ Nk on?
() -5 ()

y So = S1+Nkln2. De la grifica de bifurcacién (Fig. 6),
se observa que para T' > T, n* = 0 entonces C}, = Cpo;
en tanto que para T' < T, la pendiente de n? = n?(T/T.)
es negativa y el calor especifico es dado por la expresion
(23). De esta manera demostramos que C), tiene una
discontinuidad en T' = T.



III. TEORIA DE LANDAU
A. Energia libre de Landau

Landau propone realizar un desarrollo en serie del
potencial termodindmico F(P,T,n) en términos del
parametro de orden 7, conocida como ezxpansion de Lan-
dau, alrededor del punto de transicién [5]:

F(P,T,n) = Fy+an+ An*> + B> + Cn* + ... (24)

donde a, A, B y C son funciones de P y T. Sin em-
bargo, debemos considerar que la presién y la temper-
atura pueden tener valores arbitrarios, pero el valor de
1 debe ser determinado posteriormente a partir de las
condiciones de equilibrio térmico, es decir, F' debe ser
minima para Py T dado.

La entropia es una funcién continua de 7 para cualquier
valor del parametro, por lo que la energia libre F' también
lo es y debe ser una funcién par del mismo, lo que nos
lleva a deducir que los coeficientes de los términos con
potencias impares en 7 son iguales a cero:

a(P,T)=B(P,T)=..=0 (25)
de tal manera que (24) toma la siguiente forma:

F(P,T,n) = Fo(P,T)+A(P,T)n*+C(P,T)n*+... (26)

En el equilibrio termodindmico F' es minima si %—I; =

0, considerando términos hasta cuarto orden de (26), se
obtiene que:

%l; = n[ZA(P, T) +4C(P, T)ﬂ =0,  (27)

cuyas soluciones son:

0,
7’]* = { :I: B A(P,T) (28)
\V 2@y
La estabilidad de estas soluciones es dada por la se-

gunda derivada de F' con respecto a 1) evaluada en cada
uno de estos puntos:

2
87}27' =2A(P,T)
67] n*x=0
2
F
‘Z—Q — _4A(P,T), (29)
T ne=y/=35

de la cual se deduce que:

1. Si A > 0 (fase desordenada), F tiene un minimo en
1% = 0 siendo la tnica solucién cuando C > 0.

2. Si A < 0 (fase ordenada), F' tiene un méximo en

A

—5¢ cuando

n* = 0 y dos minimos en nx = =+
C>0.

Por otro lado, el cambio de fase ocurre cuando
A(P,T) = 0 por lo que la expresién A(P,T.) = 0 de-
fine una temperatura de transicién entre fases. Si con-
sideramos una regién para un valor dado de P cercano al
punto de transicién cuya temperatura es T, tenemos que

A(T) = a(T — T, (30)

donde a = 24 rer. Y C(T) = C(T.) son constantes. Asf
llegamos a una expresion general de la energia libre F' en
serie de potencias pares de 7, conocida como energia libre

de Landau:

F(P,T,n) = Fy +a(T — T.)n* + Cn* + ... (31)

B. Relacién del parametro con la temperatura

Para obtener la relacién explicita de i con T, basta cal-
cular %—F = 0 directamente de (31) considerando términos
hasta cuarto orden:

7 {a(T ~T)+ 20772} —0 (32)

la cual tiene tres soluciones:

0 §iT > T
_ 33
T=) £/4%2D) i< T, (33)

donde la primera solucién corresponde a la fase mas des-
ordenada.

C. Continuidad de la entropia y discontinuidad en
el calor especifico

Para determinar la entropia cerca del punto de tran-
sicién también despreciamos términos de orden mayor en
el parametro de orden y derivamos con respecto a la tem-
peratura la expresion de la energia libre F':

oF

S:_ﬁ:SO—GHQ (34)
donde Sy = —% y el término asociado a g—g se anula

debido a que %—J‘; = 0. Entonces, la entropia en ambas
fases es dada por:

SO Si T > TC7
S = 35
{ So+ CLTD) G < 1T, (35)

En el punto de transicién (T = T.) la segunda ex-
presién se reduce a Sy, por lo que la entropia es continua
en este punto.

as

Por otro lado, el calor especifico C, = T(B—T)p estd

determinado de la siguiente manera:

Op:{Cpo siT > T,;

. 36
Cpo+ ST i T < T. (36)



as
donde Cpy = T(a—T‘))p.
Asi se concluye que en el punto de transicién (T' = Ty.),

el calor especifico sufre un salto de Cpp a Cpo + %, es
decir, hay una discontinuidad. €, aumenta cuando pasa
de la fase desordenada a la fase ordenada debido a que el
coeficiente de Landau C' > 0.

IV. DISCUSION

Para poder demostrar que ambas teorias dan los mis-
mos resultados cerca del punto de transicién (T ~ T,),
a continuacion realizaremos un desarrollo en serie de los
términos In (1 4+7) y In(1 —n) de la ecuacién (13) para
|n| << 1 haciendo uso de (16). De esta manera se obtiene
una expresion de F' para la teorfa de Bragg-Williams si-
milar a la energia libre de Landau:

1 1
F = Fy+ SkN(T — T.)n* + EkNTn4 +.. (31

donde Fy = Uy — TS; — NkT'In2. Si consideramos
términos hasta cuarto orden, las expresiones para el
pardmetro 7, la entropia y el calor especifico cerca del
punto de transicién son:

siT > Ty

0
_ , 38
L { 4y /3D G T < T, (38)

So siT > T;
S_{So+3kN(2TTT°)siT<TC. (39)

C, = { Cpo siT > Ty (40)

Cpo+ 2N si T < T...

donde Sy = S1 + NklIn2.
Al comparar (37) con (31), obtenemos relaciones entre
los coeficientes de Landau y los de Bragg-Williams:

a= %ld\f (41)
C = ik:NT
12

que al sustituirlos directamente en (33), (35) y (36) se
llega a (38), (39) y (40), demostrando asi que ambas
teorias dan los mismos resultados.

V. CONCLUSIONES

Como se puede observar, ambas teorias son equiva-
lentes cuando T ~ T, pero existen diferencias entre e-
llas. La teoria de Landau describe de manera general
las transiciones de fase de segundo orden solamente en
la vecindad del punto de transicién, en cambio, la teoria
de Bragg-Williams lo hace de manera exacta para el caso
de la transicién orden-desorden en aleaciones a distin-
tas temperaturas. Los resultados obtenidos por Bragg y
Williams cerca de T, nos ayudan a comprender de ma-
nera practica la teoria de Landau.
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