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El Dr. Jose Galaviz dice en uno de sus libros' “La Historia de la Computacion es
mds bien en términos generales una historia de la pereza”, y sin duda es asi, pero esa
pereza como €l mismo comenta, es a los tediosos cdlculos de repeticion casi infinita y a
nuestra casi fandtica actitud de cometer errores en ellos, y no al entendimiento de otras
dreas del conocimiento cuyas fronteras dia con dia se difuminan mds y al cual nunca
debemos renunciar.

!Galaviz Casas José, Elogio de la Pereza: Una perspectiva Historica de la computacion, “Las Prensas
de Ciencias”, UNAM, 2003
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Introducciéon

Desde la antigiiedad, en las civilizaciones donde se a alcanzado cierto esplendor
cultural, se ha tenido conocimiento de problemas cuya soluciéon exacta no es posible ob-
tener o la dificultad de obtenerla es muy grande (inclusive con los métodos modernos),
y se han buscado mecanismos que aproximen la solucion, siendo asi que los Babilonios
(1900 a.C.) posefan un método para aproximar la raiz cuadrada de 2, Arquimedes de
Siracusa (287-213 a.C.) aplicando un método de exhaucion pudo aproximar el valor de
7y para el siglo XIV ya Madhava de Sangamagramma aproximaba funciones por medio
de lo que hoy conocemos como serie de Taylor?.

Un campo de particular importancia, donde tal hecho se mostré desde sus inicios, es
el de las ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual surgié con la aparicion del calculo
diferencial en el siglo XVII y que de manera contundente para el siglo XVIII y hasta
nuestros dias, ha servido para modelar fenémenos de muy diversa indole ( Fisicos, Biolo-
gicos, Econémicos, Quimicos, Astronémicos, Médicos ... ), mediante una ecuacion o més
cominmente, un sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (SiEDQ). Al preten-
der resolver estos sistemas, tempranamente se percataron de la dificultad para obtener
una soluciéon analitica en muchos de los casos planteados, y una serie de procedimientos,
tanto numeéricos como de anélisis cualitativo, se utilizaron para aproximar las soluciones.

Métodos lineales como el de Euler y no lineales como los Runge-Kutta ya eran
usados desde antes del siglo XX, pero seria hasta mediados de ese mismo siglo, en gran
mediada como consecuencia de los resultados obtenidos por Turing, Gédel, Church y
von Newmann entre otros, y de la experiencias en la practica, ganadas al pretender
resolver estos sistemas en las primeras computadoras, Z3, Mark 1 (electromecénicas)
y ENIAC (electronica), que se sentaron las bases para la gestacion del concepto de
Ciencias de la Computacion y Computacion Cientifica, dando paso con ello, a un estudio
analitico de los métodos numéricos (analisis numeérico) enfocados a la resolucion de
sistemas de ecuaciones diferenciales, tanto en sus caracteristicas propias, que nos llevan a
agruparlos en diferentes familias(Lineales Mulipaso, Runge-Kutta, Predictor-Corrector,
... ), hablar de su convergencia o del orden que presentan; como las derivadas por su
vinculacion al SiEDO que se pretende resolver o la consideracion que se hace sobre el
sistema a resolver, por ejemplo la estabilidad lineal.

Asimismo se ha profundizado en un entendimiento més preciso de la naturaleza
misma de los SiEDO, y las consecuencias de su interaccién con determinados métodos

2Nombre dado en honor al Matematico Inglés del siglo X VIII Brook Taylor y quien dio una expresion
general para esta serie
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numeéricos al solucionarlos en un ordenador.Una caracteristica frecuente en los SiEDO
es la Rigidez, la cual tiene especial importancia por las severas restricciones que im-
pone al solucionar estos sistemas con los métodos numéricos explicitos clasicos . Sin
embargo muy poca o nula atencién se ha puesto en ella, en primer lugar porque es
un tema relativamente nuevo; por otra parte la gente involucrada en resolver dichos
sistemas suele ser de otras areas del conocimiento y la mayoria de veces desconocen en
su totalidad fundamentos bésicos de anélisis y finalmente porque hay una tendencia a
creer ciegamente, en los resultados arrojados por los programas y en la inevitabilidad
de los altos costos computacionales (especialmente para problemas que no tienen que
ser resueltos en tiempo real).

El problema que nos ocupa en este breviario, es el de mencionar las caracteristicas
globales béasicas que presenta la soluciéon numérica de los SiEFDO y que es menester
considerar, tanto al resolver con un cierto tipo de método numérico, como por las
mismas condiciones de los modelos en cuestion. Para tal empresa, utilizaremos modelos
matemaéticos de la electrofisiologia en el corazéon humano, como consecuencia de:

= La naturaleza no lineal y rigida, aunque sea muy moderada, de todos los modelos

matemaéticos que pretenden reproducir la actividad eléctrica en diversas células
del corazon.

= Que los modelos suelen ser mal condicionados, circunstancia que influye en el

comportamiento del método numérico empleado.

= Permiten visualizar muy claramente como para el mismo fenémeno a modelar,

tanto el detalle que se pretende alcanzar como la perspectiva en la modelacién,
lleva a obtener sistemas de ecuaciones de muy diferente complejidad.

= Su desarrollo esta intrinsecamente ligado, hasta en lo temporal, al de la Compu-

tacion Cientifica y consecuentemente al del Anéalisis Numérico moderno.

La forma en que abordamos el problema es la siguiente: En el capitulo uno citaremos
algunos de los modelos matematicos més conocidos, que describen la conducta de la
electrofisiologia cardiaca. En el segundo capitulo se muestran los resultados de solucio-
nar, bajo diferentes escenarios numéricos, cuatro de los modelos dados anteriormente,
resaltando las diferencias mas relevantes en cada caso, las cuales serviran de motivacion
para comenzar la disertacion, en el capitulo tres, sobre las caracteristicas tebricas que
propician los resultados numéricos observados; concluyendo en el capitulo cuatro con
una explicacion de qué es la rigidez y qué condiciones deben observarse en un método
numérico si ha de resultar apropiado para resolver un SiEDQO rigido.

Hace algtin tiempo, en una conferencia dada con motivo del aniversario de la facultad
de Ciencias, le pregunté al ponente cual método numérico habia usado para la obtenciéon
de sus resultados, él con gran desparpajo respondié “Euler, Runge-Kutta no importa,
cualquiera, es igual... 7 Hemos buscado en este muy breve trabajo mostrar de manera
sencilla, que la diferencia al escoger un método u otro siempre existe, pudiendo ser
decisiva en los resultados obtenidos y que un conocimiento muy bésico sobre métodos
numéricos, nos dara los medios de seleccionar una opcién adecuada.
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Preliminares

Software Empleado

Matlab R2014a

Wolfram Mathematica 10

De apoyo

CellML API 1.11 Es un software libre, especializado en resolver sistemas de ecua-
ciones que modelan caracteristicas celulares. http://www.cellml.org/.

Hardware Empleado

Los resultados numeéricos se obtuvieron utilizando una computadora portatil con las
siguientes caracteristicas:

» Procesador Intel Core i5 / 2.5 GHz

= 4 GB de RAM

= Sistema Operativo Windows 8 de 64 bits

(Programas, Archivos Fuente)

Los programas utilizados para la obtencién de los resultados, gréificas y archivos
.tex en que fue escrito el presente trabajo, se pueden descargar de (PONER LA
DIRECCI()N). La informacion ahi contenida se encuentra organizada de la siguiente
manera;

» LEAME.txt

» FuentesNotasNumerico

» ProgramasNotasNumerico

e ListaDeProgramas.pdf
e Notas
o MathematicaN
o MatlabN
e NoEnNotas
o MathematicaNN
o MatlabNN
= NotasMétodosNuméricos.pdf
En LEAME.tzt se indica que contiene cada capeta e informacion extra.
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Capitulo 1

Modelos de la Electrofisilogia Cardiaca

Los modelos matematicos que describen la actividad eléctrica de una célula cardiaca

han crecido gradualmente en complejidad, conforme consideran més elementos celulares
involucrados o se enfocan en emular cierta conducta en particular, pudiéndose identifi-
car dos grandes grupos: modelos biofisicos y modelos simplificados.
Aun cuando hay dos grupos distintos, la expresion general que reconstruye el potencial
de accién usada para los modelos aqui expuestos es tinica y esta basada en reproducir el
potencial de accion, visualizando al sistema (membrana, canales i6nicos, bombas, ... )
a manera de un circuito eléctrico. La forma basica representa a la membrana celular
como una capacitancia' (C),) y a los canales i6nicos como un conjunto de resistencias
variables, todos conectados en paralelo (fig.1.1).

membrana membrana
\
e e Na* K* {-—— -/ — -

Y Ie xt

Figura 1.1: Representacion basica del flujo eléctrico a través de la membrana celular.

Aplicando tanto la ley de Kirchhoff como las ecuaciones (A.2)-(A.3) del apéndice

1Véase apéndice A



A, obtenemos que el flujo total de corriente (I.;;) a través de la membrana al tiempo
(t) es:
oV,

Iew :Cm = ]ion 1.1
¢ 5+ (1.1)

con (), la capacitancia de la membrana por unidad de area, V,, el potencial de membra-
na, I;,, la corriente total debida a las corrientes iénicas e I.,; representando un estimulo
externo, que puede ser requerido para que la célula alcance su potencial umbral.

Para los modelos aqui presentados se utilizo el supuesto de que V;,, varia en funciéon del
tiempo y no por la posicion donde fuera medida, luego entonces (1.1) se transforma en
una ecuacion diferencial ordinaria, donde el potencial de accién de una célula se obtiene
resolviendo la ecuacion

dvm _ —tion + ]eact
a Cn
Las diferentes formas en como se describen las corrientes idénicas que conforman I;,,,
son las que de manera decisiva, distinguirdn y diran a qué grupo pertenece cada uno
de los modelos celulares que aqui se presentan.

(1.2)

1.1. Modelos Biofisicos

Estos modelos buscan describir la electrofisiologia celular cardiaca, haciendo ex-

plicito el papel que desempenan los diversos actores participantes en la producciéon y
modificacién del potencial de membrana, tales como los compartimientos especializados
y la transferencia de iones mediante canales, bombas e intercambiadores.
En estos modelos es de vital importancia, tanto las consideraciones citologicas, como los
datos obtenidos de realizar un niimero de experimentos controlados en la célula, pues
en funciéon de ellos se ajustaran e interpretaran las ecuaciones y los diversos valores
que de dicha modelacion resulten. El modelo matemaético resultante representa lo que
se supone esta pasando antes, durante y después de la generaciéon de un potencial de
accion.

La forma que toma I;,,, en los modelos aqui expuestos, es de una suma de corrientes
Is debidas a cada elemento celular representado,

Lion = z; I, (1.3)

Como se ha mencionado, es en la expresion que describe a Ig, donde se distingue un
modelo de otro, pudiéndose apreciar en nuestro caso dos formulaciones ampliamen-
te usadas. Una de ellas es consecuencia directa de la forma propuesta en el modelo
Hodgkin-Huxley y de considerar inicamente a los gradientes de concentracion como los
responsables del movimiento iénico, quedando expresada como

Is = Gs(Vin — Es) (1.4)

con Gg la conductancia y Es el potencial de inversion (ec. B.1 ). La otra formulacion
es la de Goldman-Hodgkin-Katz, donde ademas de los gradientes de concentracion, se



considera la existencia de un campo eléctrico constante, tomando la forma

22F? ¢ — coexp(—2E)
Ig = Py~ i (1.5)
RT 11— exp(—3%)
Con los simbolos Pg, z, ¢, . . . definidos de la misma manera que en las ecuaciones (B.1)

y (B.2) del apéndice B..

Las corrientes Ig, se clasifican como dependientes o independientes del tiempo, pero

solo suele hacerse explicito a cual grupo pertenecen, si ocurre que un mismo elemento,
generalmente un ion, esta involucrado en la generacion de dos corrientes I, e I, cada
una de clase distinta, como es el caso de las corrientes asociadas al potasio (Kt) en los
modelos de Beeler-Reuter y DiFrancesco-Noble.
En los modelos presentados a continuacién las corrientes dependientes del tiempo invo-
lucran en su formulaciéon una o varias compuertas, tanto de activaciéon como de inacti-
vacion, de la forma dada por Hodgkin-Huxley (apéndice B.2 ec. B.5), mientras que las
corrientes independientes del tiempo no involucran tal compuerta y suelen representar
una corriente remanente, cuando elementos identificables han sido eliminados.

1.1.1. Modelo de Noble (1962)

Denis Noble dio uno de los primeros modelos electrofisioldgicos para una célula car-
diaca. Basado en el modelo de Hodgkin-Huxley? dio una formulacién para el potencial
de accién en las fibras de Purkinje y aunque presenta la fase meseta, esta no es asociada
al flujo de calcio que hoy dia se asume es la causante. El modelo considera tres corrien-
tes i6nicas: una corriente producida por iones de sodio (Iy,); una corriente asociada a
iones de potasio (/x); y una corriente subyacente, que se consider6 ligada en parte a
iones de cloruro y que nombraron corriente del anion (14,,).

La corriente i6nica total (I;,,) se describe usando la siguiente ecuacion

Iion - ]Na + ]K + IAn (16)
Y cada corriente queda expresada como se muestra a continuacion:
INa - gNa(Vm - ENa)

Ix = g (Vin — Ex) (1.7)
[An = gAn<vm - EAn)

Como cada canal se considera permeable a un tnico ion, los potenciales de inversion
(Ena, Er v Ean), son iguales al potencial de Nernst para el ion respectivo, (véase ec.
(B.1)), ¥ gna, 9 v g1 son las respectivas conductancias.

Noble us6 sus resultados experimentales de las fibras de Purkinje, para proponer la
conductancia asociada a cada corriente, de la siguiente manera:

2Veéase apéndice B.2



1. Se supone que los iones de potasio pueden moverse a través de dos tipos de
canales en la membrana. En uno la conductancia del potasio (gx1 ), se expresa como
funcion instantanea del potencial de membrana y disminuye cuando la membrana
es despolarizada. En el otro tipo de canal, la conductancia (gxo) depende del valor
de una compuerta al tiempo ¢, aumentando lentamente conforme la membrana es
despolarizada. La expresion matemaética de ambas conductancias es

—Vp — 90

. (1.8)

} + 0.015 * exp {%1

g1 = 1.2xexp {

gK2 = Ggeon’ (1.9)

con G- €l maximo valor de gxo.

2. Para describir la variacion en la conductancia del sodio (gn,), se toma la formu-
lacion dada por Hodgkin-Hukley, y se considera ademés que una pequena com-
ponente, gn.c, de la conductancia del sodio, se encuentra siempre presente y es
independiente tanto del potencial de membrana como del tiempo. La formulacién
propuesta fue

gNa = gNamSh + gNaC’

donde gy, es la maxima conductancia del sodio.
3. La conductancia para el anién g4,, se toma constante.
Como en Hodgkin-Huxley, las variables m, n y h representan compuertas, siendo
m y n compuertas de activacion y h una compuerta de inactivacion, todas tomando
valores entre cero y uno dependiendo del potencial de membrana y el tiempo. Sus tasas
de cambio con respecto al tiempo son modeladas conforme a la ecuaciéon diferencial de
primer orden dada en B.5 y para cada caso toma la siguiente forma

dm

= = am(l — m) — Bmm (1-10)
% = Oéh(l — h) — th (111)
dn
pri an(l—n) — Bun (1.12)

donde las tasas constantes «; y f5; (i = m,h,n), dependen sélo del potencial de mem-
brana, Las ecuaciones que se obtuvieron para ellas son:

0.1(=V,, — 48)
—V, — 48} .
15

Ny =
exp [

0.12(V,, + 8)
[vm + 8]
exrp —1

5m:

b}
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Vi —90
ap = 017xexp {T}
1
br = Vo —42]
P 10

0.0001(—V,, — 50)

Gn = V=30,
exr _— | —
P 10
V., —90
= 0.002 “rm =
I} * exp l 20 ]

Las fibras de Purkinje son autoexcitables, por lo tanto no es necesario de un estimulo
externo para iniciar un potencial de accién, asi I, = 0 en la ec. 1.2 y la ecuaciéon
diferencial que modela el potencial de accién es:

Ve Ina+ Ik + La

— = 1.1
dt Cm (1.13)

con las corrientes

Ine = @nam’h+ Gnae) (Vi — Ena)
I = (9r1+Ggon®) (Vi — Ex) (1.14)
gAn(Vm - EAn)

IAn

Las graficas resultantes de resolver el sistema de ecuaciones de 1.10 a (1.14), usando
los valores para las corrientes i6nicas y las conductancias méximas listados en la tabla
1.1,y con los valores iniciales de la tabla 1.2 se muestran en el capitulo 2.1.

Parametros | Valor | Unidades
Cm 12 wF/cm?
En, 40 mV
Ean —60 mV
TNa 400 | mS/cm?
TNaC 0.14 | mS/cm?
Trco 1.2 | mS/cm?
JAn 0.075 | mS/cm?

Cuadro 1.1: Parametros y constantes usados en el modelo de Noble 1962 de una fibra
de Purkinje



Parametro | Valor inicial | Unidades
Vin —87 mV

m 0.01 -

h 0.8 -

n 0.01 -

Cuadro 1.2: Valores iniciales usados en el modelo de Noble

Figura 1.2: Diagrama del flujo de corrientes a través de la membrana celular,
propuesto en el modelo de Beeler-Reuter.

1.1.2. Modelo de Beeler-Reuter (1977)

Modelo matematico sobre la célula muscular ventricular en un mamifero, propuesto
por G. W. Beeler Jr. y H. Reuter, que se caracteriza por la existencia de dos corrientes
de entrada y dos de salida en la membrana celular (fig. 1.2), ademés de poner especial
énfasis, en el rol que juega una corriente debida a iones de calcio en la creacion de la
fase meseta en el potencial de accion. Las corriente idnica (I;,,) en consecuencia, es
resultante de otras cuatro corrientes independientes

Iion = INa + IKl + le + Is (115)

siendo Iy, la corriente debida a iones de sodio, Ik e I, las corrientes asociadas al
flujo de iones de potasio e I, una corriente asociada a iones de calcio. La formulaciéon
matemaética para dichas corrientes, es del tipo de ecuaciones propuesto por Hodgkin-



Huxley® (ec. 1.4).

Corriente de sodio Iy,

Esta corriente es la principal responsable de provocar un abrupto crecimiento del

potencial de accion, y es consecuencia de una entrada rapida de iones de sodio, al inte-
rior de la célula.
La conductancia del canal permeable a Na™, es expresada como una maxima conduc-
tancia multiplicada por parametros de activaciéon e inactivacion, mas una conductancia
constaste de sodio gy,o, va aplicada en el modelo de Noble. Asi la féormula para la
corriente del sodio es

Iy, = (gNam3hj + Inac) Vin — Ena) (1.16)

En, es el potencial de Nernst para iones de sodio y gy, es el valor de la conduc-
tancia del sodio cuando la compuerta esta totalmente activada. Las variables m, h y
j son las compuertas de activaciéon, inactivacion e inactivacion lenta respectivamente,
cuya dependencia del tiempo esta dada por la formulaciéon de la ec. B.5 del modelo de
Hodgkin-Huxley y con sus tasas constantes fijadas por las siguientes expresiones

— (Vi +47)
exp[—0.1(V,, +47)] — 1

B = 40 * exp[—0.056(V,, + 72)]
— (Vi +47)

Ny =

Ay =
exp[—0.1(V,, +47)] — 1 (117)
Bm = 40 % exp[—0.056(V,,, + 72)]
ap, = 0.126 x exp[—0.25(V,, + 77)]
4 1.7
" exp[—0.082(V,, + 22.5)] + 1
exp|—0.25(V,, + 78)]
i = 0.055
aj exp[—0.2(V;, 4+ 78)] + 1 L15)
0.3 )
fj =

exp[—0.1(V,, +32)] + 1

3Veéase apéndice B.2



Corriente de entrada lenta I,

La corriente de entrada lenta toma en consideracion, principalmente, la captacion
de iones de calcio dentro de la célula y es ésta quien tiene un papel determinante en la
aparicion de la fase meseta en el potencial de accion. Para describir la conducta de la
conductancia gy se considera una compuerta de activacion, d, y una de inactivacion, f.
La magnitud de la corriente i6nica queda dada por

siendo g, la conductancia con el canal completamente activado.

Para tratar con la varaiacion en la concentracion intracelular de calcio, [C'a®T];, en
el transcurso de un potencial de accion, el potencial de inversion E, fue calculado de
[Ca**);, con la ecuacion de Nernst como

E, = —82.3 — 13.0287 - In([Ca*"];) (1.20)

La dependencia del tiempo de la concentracion intracelular del calcio, es a su vez de-
pendiente de la magnitud de I, y es descrita por

d[Ca?);

= —107"1, 4+ 0.07(1077 — [C'a*"];) (1.21)

Nuevamente, las dos variables de compuerta son formuladas usando la ecuaciéon B.5 y
el valor de sus tasas constantes para un potencial de membrana dado, es encontrado
usando las expresiones siguientes:

B exp[—0.01(V,, — 5)]

aa = 0.09 (exp[—o.om(vm 5 + 1) (1.22)
B exp[—0.017(V,, + 44)]

fa =007 (exp[0.05(Vm T 44)] + 1)
B exp[—0.008(V,,, + 28)]

ay =0.012 (ea:p[().15(Vm T 28)] + 1) (123)

exp[—0.02(V;, + 30)] >

= 0.0065
O (exp[—O.Q(Vm +30)] +1

Corriente saliente de potasio Ii1, independiente del tiempo

La evidencia experimental sugirié que en segundo plano habia una corriente inde-
pendiente del tiempo producida por iones de potasio dentro de la célula ventricular
miocardica. Esta es predominantemente una corriente de salida, cuya magnitud esta
dada por



exp|0.08(V,, + 53)] + exp[0.04(V,, + 53)]

0.2(V;y, + 23)
1 — exp[—0.04(V,, + 23)])

(1.24)

+ 0.35 (

Corriente saliente de potasio I, dependiente del tiempo

Esta corriente es controlada por sélo una variable de compuerta x; y se expresa
como

exp[—0.04(V,, + 77)] — 1
exp|—0.04(V,, + 35)] )

Las tasas constantes para la compuerta x; son calculadas de las siguientes expresio-
nes

cr = 0.0005 ( exp[0.083(V,,, + 50)] )

exp[0.057(V,, +50)] + 1

(1.26)

8,1 = 0.0013 < exp[—0.06(V,,, + 20)] )

exp[—0.04(V,, +20)] +1

Parametro | Valor inicial | Unidades
Vi —84 mV
[Ca®T]; 1077 M /cm?
m 0.011 -

h 0.988 -

j 0.975 -

d 0.003 -

f 0.994 -

xl 0.0001 -

Iext 30 luA

Cuadro 1.3: Valores iniciales usados en el modelo de Beeler-Reuter



Parametros | Valor | Unidades
Ch 1 wF/em?
En, 50 mV
TN 4 mS/em?
TNaC 0.003 | mS/cm?
7, 0.09 | mS/em?

Cuadro 1.4: Valores constantes de los parametros usados en el modelo de
Beeler-Reuter de una fibra muscular ventricular.

Usando los valores para las constantes de la tabla 1.4, el sistema de ecuaciones
diferenciales que modela el potencial de accién es:

dd% _ —Unat Ik Eiﬂ + 1) + Lot (1.27)
d[CdL;ﬂ" = —107"I,+0.07(1077 — [Ca*"];) (1.28)
Z—T = an(l—m) = Bam (1.29)
= au(1—h)~ b (1.30)
Voo wu-i)- 8y (131)

% = aq(l—d)— B (1.32)

Vo ait-n-s1 (1.33)

% = au(l—x1) — Bzl (1.34)

Las células ventriculares no son autoexcitables, por lo tanto es preciso aplicar un
estimulo eléctrico externo inicial de corta duracién y suficientemente grande, para que
alcance su potencial umbral dando asi comienzo al potencial de acciéon. Las graficas
resultantes de resolver este sistema, con los valores iniciales de la tabla 1.3 se muestran
en el capitulo 2.

1.2. Modelos Simplificados

También llamados no biofisicos, se enfocan en simular las propiedades bésicas del
potencial de accion sin tratar los procesos subyacentes, por lo que sus variables suelen
no tener significado fisico. Son sustancialmente mas simples que los modelos biofisicos
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y mas eficientes computacionalmente hablando. Debe tenerse claro que la simpleza del
modelo, depende directamente de las caracteristicas que se pretenden reproducir y es
relativa al modelo biofisico correspondiente, pues viendo el modelo de Fenton-Karma,
adelante expuesto de manera muy sucinta, y comparandolo con el modelo de Noble
o Beeler-Reuter, dificilmente podriamos decir que el primero es mas sencillo que los
altimos.

1.2.1. Modelo de van Capelle-Durrer (1980)

Siguiendo la misma forma general del modelo de FitzHugh-Nagumo?, Van Capelle y
Durrer propusieron un esquema que, mediante una sola variable de activacion y una sola
variable de recuperacion, permite definir formas de potenciales de accién maés reales. El
cambio en el potencial de membrana V;, esta dado por

Ve —Y 5 (Vi) — (1= Y) %io(Vin) + Lus

con I.,; una corriente externa que se presupone de muy corta duracion, i;(V;,) e io(Vyn)
corrientes dependientes del voltaje, e Y un parametro de excitabilidad adimensional
definido como

ay 1

d T
El pardmetro T es un tiempo constante que puede ser usado para, facilmente, escalar
la duracion del potencial de accion. Yoo (V) es un a funciéon que incrementa de cero,
valor que toma cuando V,,, es mas negativo que el potencial de reposo, a 1 en los valores
més positivos del potencial de membrana y es definida usando una funcién por partes,
sobre diferentes rangos del potencial de membrana

(Yoo (Vi) = Y) (1.36)

0 si Vi, < =80 mV
m2—0 en otro caso

Asimismo una funcion por partes es usada para representar a i;(V},)

0.05 + 0.005(V,, + 70.0) si Vi, < —70.0 mV

0.05 + 0.01m7—0 en otro caso

La variable ig es definida por

io(Vin) = 11(Vin) + f(Vin)
donde f(V;,) se define como

4Véase apéndice B.3
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0.0784 + 0.02(V,,, + 74.3) si Vi, < =743 mV
f(Vim) =< —0.9884 4+ 0.0171(V,, +27.8) si V,, > =278 mV (1.39)
arV3 +biV2+ ¢V, +dy en otro caso

Las constantes polinomiales toman los valores

a; = 3.837854x107°
by = 5.84649z107°
c; = 0.2531834
dy = 2.356256

Los valores de lo parametros usados en este modelo estan dados en la tabla 1.5.

Parametro | Valor Unidades
Vi (inicial) | —78.6 mV

Y (inicial) | 0.07 | adimensional
T 50 ms !

Cn 0.01 wF /mm?
- 0.17 mV

Cuadro 1.5: Valores tipicos para los parametros del modelo van Capelle-Durrer

1.2.2. Modelo de Fenton-Karma (1998)

Modelo i6nico simplificado, con tres corrientes de membrana que aproxima bien las
propiedades de restitucion y el comportamiento “spiral wave”, de modelos i6nicos para
el potencial de acciéon cardiaco més complejos, como el primer modelo de Luo-Rudy
(1991) o el modelo Beeler-Reuter (1977) entre otros.

La corriente i6nica total en la membrana esta definida como

[ion = Ifl(v, ’U) + [so(V) + [sz(‘/a U)) (140)

donde Iy; es la corriente de entrada rapida, responsable de la despolarizacion de la
membrana y depende tinicamente de una compuerta de inactivacion-reactivacion v, la
cual es responsable por la inactivacién de esta corriente después de la despolarizacion
y de su reactivacion después de la repolarizacion. I, es una corriente hacia el exterior,
lenta. I,; corriente entrante lenta que balancea a I, durante la fase meseta del potencial
de accion y depende tinicamente de una variable de compuerta w, responsable de la i-
nactivacion y reactivacion de esta corriente.

Se utiliza un potencial de membrana normalizado, u, que opera en el rango [0,1] y
esta dado por

V=W
S 1.41
7 74 (1.41)
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Figura 1.3: Diagrama esquemaético de las tres corrientes idénicas descritas
por el modelo Fenton-Karma, para un miocito ventricular.

donde Vj es el potencial de reposo y Vy; es el potencial de Nernst de la corriente de
entrada répida Iy;. También se dan corrientes normalizadas por

Iy
Jpp = ——1 1.42
I
Jo = —2 1.43
Cm(vfi - %) ( )
[‘
Jg = ——r 1.44
ColVye— Vi) (1.44)

El conjunto de ecuaciones para el modelo normalizado se da a continuacion:

b= {O u(t) < ue (1.45)

1 en otro caso

‘= {0 u(t) < uy (1.46)

1 en otro caso

Corriente de entrada rapida Jy;

Jpi = —Ep(l —u)(u — u) (1.47)
Td
donde
Cm,
Td = —
i

siendo gy, la conductancia méxima del canal de entrada répida. El control sobre la
corriente se lleva cabo a través de una sola variable de compuerta, v, cuya dependencia
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del tiempo se describe mediante la ecuacion

dv 1—vw )
°r 1—p) — —
dt T*( P) T;Fp

(2

T, =¢ Ty +T(l—q)
Corriente de salida lenta, J,,

1
Jso = —(1—p)+T—p (1.48)

Corriente de entrada lenta, J,;

Ty = —;T" (1 + tanh[k(u — ug)]) (1.49)

dw 1—w w
b, 1—p) — —

Haciendo uso de las ecuaciones 1.41 y 1.2, el potencial de acciéon estara dado por

Vo= Vot (Vi — VoJu(t) (1.50)
d
d—;‘ = —(Jpit et i)+ umt (1.51)

donde J.;; representa un estimulo externo y se calcula para los mdelos aqui considerados,
en funcion del tiempo el ¢ y los valores constantes del estimulo: inicial (elnicial), final
(efinal), amplitud (eAmplitud), perido (ePeriodo) y la duracion del pulso (eDuraPulso),
mediante;

t — elnicial

auxr =t — elnicial — { J * ePeriodo

ePeriodo

1.52
0 €.0.C. ( )

7 {eAmplitud si elnicial <t <efinal y auxr < eDuraPulso
ext —

En la tabla 1.7 y 1.6 se dan los valores de los pardmetro y condiciones iniciales que
se deben tener para obtener la curva de restitucion del potencial de accién equivalente
a la del potencial de accion del primer modelo de Luo-Rudy (LRI) y el de Beeler-Reuter
1977 (BR).
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Funcién | Valor inicial | Unidades

u(0) 0 adimensional
w(0) 1 adimensional
v(0) 1 adimensional

Cuadro 1.6: Valores iniciales utilizados en las corrientes del modelo de Fenton-Karma

Parametros | BR | LRI Unidades
Chm 1 wF fem?

Vo —85 mV

Vi 15 mV

k 10 adimensional
Gy 4 5.8 mS/cm?

T, 33 130 ms

Tsi 30 127 ms

To 12.5 | 12,5 ms

T,k 3.33 | 10 ms

Tol 1250 | 18.2 ms

Too 19.6 | 18.2 ms

Tr 870 | 1020 ms

Tow 41 80 ms

U 0.13 | 0.13 | adimensional
Uy 0.04 0 adimensional
us 0.85 | 0.85 | adimensional
elnicial 10 100 ms
efinal 50000 ms
eAmplitud -0.2 por ms
ePeriodo 10000 ms
eDuraPulso 1 ms

Cuadro 1.7: Parametros con los cuales el modelo Fenton-Karma reproduce una curva de
restitucion de la duracion potencial de accion, equivalente a la obtenida por los modelos
de Beeler-Reuter y Luo-Rudy I
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Capitulo 2

Solucion Numérica con Matlab

Cuando se resuelve un sistema de ecuaciones, como los vistos en el modelos para el
potencial de accidn, se suele recurrir al uso de algiin método numérico por dos razones
principales:

= Hoy dia hay una notable cantidad de &reas del conocimiento, por mencionar al-

gunas, la Geologia, Biologia, Medicina, Quimica ..., donde surgen estos sistemas
y generalmente la solucion analitica, es de tal complejidad, que hace virtualmen-
te imposible su manejo de manera directa, o peor aun, no es posible obtenerla.
Véase como ejemplo el sistema propuesto por DiFrancesco-Noble en seccion D.
Aplicando un método numérico apropiado estamos en condiciones de aproximar
la solucién suficientemente bien, eludiendo la dificultad impuesta por el camino
analitico.

» La discretizacion y gran nimero de pasos (calculos) necesarios para encontrar la

solucién al sistema mediante un método numérico, los vuelve un candidato idéneo
a ser implementado en una computadora, via una aplicacién numérica.

En este capitulo se dara la solucion a los modelos de Noble (1.1.1), Beeler-Reuter
(1.1.2), Capelle-Durrer (1.2.1) y Fenton-Karma, cuya formulacion se di6 en el capi-
tulo anterior. Ademés de exhibir su soluciéon numérica, se resaltardn mediante el uso
de graficas comparativas y resultados numeéricos, tanto las diferencias basicas entre las
soluciones obtenidas por resolver el mismo modelo con distintos métodos, como parti-
cularidades presentadas en cada caso.

Dentro de las caracteristicas que nos interesa resaltar del método numérico empleado
para la resolucion de dichos modelos son: nimero de pasos empleados, tamano de paso
fijo maximo, tiempo de ejecuciéon, y comportamiento ante la Rigidez del sistema de
ecuaciones.

La conducta conocida como Rigidez, es muy acentuada en el modelo de DiFrancesco-
Noble y la presentan muy moderadamente todos los modelos aqui expuestos. De manera
muy coloquial, podemos decir que la identificamos o se pone de manifiesto, cuando hay
un uso excesivo de pasos -se toman tamanos de paso muy pequenos- por parte del mé-
todo numérico, en regiones donde todo indica ser innecesario. En el capitulo 4 se dara
la justificacion a tal conducta.

Para los resultados expuestos, se utilizan los siguientes escenarios numéricos
1. método explicito (Runge-Kutta).
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2. Método para problemas que presentan Rigidez

en ambos casos se considerarén tres caracteristicas para el tamano de paso k utilizado:
variable, fijo y acotado.

Ya que se utiliza Matlab, en el primer caso se emplea la funcién ode/5 cuya implementa-
cion esta basada en el método Dormand-Price (5,4), u ode23 que es una implementacion
del método explicito Runge-Kutta (2,3) de Bogacki and Shampine, ambos son métodos
numeéricos de un paso y en caso de rigidez emplearemos odel5s, que tiene la caracteris-
tica de ser de orden variable y estda basado sobre féormulas de diferenciaciéon numérica,
pudiendo usar opcionalmente BDF.

Por default, los ode’s manejan un tamano de paso (k) variable, y un criterio de ajuste
estda dado por la siguiente desigualdad

le(?)] < max(RelTol x abs(y(i)), AbsTol()) (2.1)

donde e(i) es una estimacion del error local de truncamiento en la i-ésima componente
de la solucién e y(7) la solucién dada por el método en el i-ésimo paso. Si el error local
cumple la desigualdad se intenta incrementar el tamano de paso, pudiendo alcanzar
como valor méximo el especificado por la constante MazStep, por el contrario si el error
local es mayor, el tamano de paso se disminuye hasta que se cumpla la desigualdad.
Para lograr un tamano de paso k fijo, procedimos de la siguiente manera: al pardmetro
que determina el tamano de paso inicial propuesto, InitialStep, y al de maximo tamano
de paso, MaxStep, se les asigno el valor k, y para evitar la reduccion del tamano de
paso por satisfacer la condicion para del error (2.1), y puesto que sabemos que los y(7)
calculados son pequenos, al pardmetro (AbsTol) (tolerancia al error absoluto), cuyo
valor por defecto es 1 * 1079 | se les asigno un valor de 10° en el caso de considerar
el tamano de paso valido (solucion correcta), y menor a 101 para un tamano de paso
que induce error. Asimismo tomamos el parametro Refine igual a 1, pues en particular
ode4b habiendo escogido el tamano de paso, lo subdivide en cuatro partes y calcula las
soluciones en estos nuevos puntos, siendo necesario darle el valor de 1 para evitar tal
fraccionamiento.

Con lo anterior se consigue en practicamente todos los casos, que el tamano de paso
utilizado por el método sea el asignado a MazStep, habiéndose utilizado un promedio
de dos pasos mas, lo cual equivale en el peor caso, al 1% de los pasos totales.

2.1. Solucién al Modelo de Noble

La solucién obtenida para el modelo de Noble usando ode45 y ode15s con tamano de
paso k variable y oded45 con k = .3 , son practicamente idénticas (ver fig. 2.1, pudiendo
asi estar tentados a considerar que no hay diferencia alguna al solucionarlo con uno u
otro esquema numérico, sin embargo un acercamiento a los detalles nos convencera de
los contrario.
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Figura 2.1: Potencial de accion calculado con oded5 y odelbs

Comenzaremos comparando la soluciones dadas por ode4d, que bajo el esquema
k-variable usa 8012 pasos, y k toma valores entre 0.0023 y 0.2219, contra un k fijo. Si
k = 0.3 solo se utilizan 3334 pasos, no obstante pese a las semejanza en las soluciones,
se puede ver el efecto de no reducir el tamano de paso, cuando comparamos el méaximo
y minimo valor del potencial de accion (tabla 2.1), pues mientras en el primer caso
tenemos como minimo -87 mV, en el segundo se obtiene -87.0497 lo cual en esta tltima
situacion nos hablaria de una hiperpolarizacion. Mas evidente se vuelve la anomalia
producida, al considerar un tamano de paso fijo k = 0.31, el cual pese ser Gnicamente
una centésima mayor que la opcién anterior arroja un resultado absolutamente disimil e
incorrecto que no calcula mas haya de seis pasos (fig. 2.2 ). Con la idea de mantener una
adecuada cota en el error y evitar las contraindicaciones anteriores, podemos pensar en
tomar k& muy cercano al tamano de paso minimo (k = 0.0023), logrando justamente
una diferencia a lo méas de milésimas entre las soluciones, pero a un costo de cinco veces
mas el nimero de pasos necesarios, como se muestra en la tabla 2.2.

Método | Paso k | max (mV) | min (mV) | Intervalo (ms)
ode45 | variable | 30.7438 -87 [0 1000]
ode4b 0.0023 30.7483 -87 [0 1000]
ode4d 0.3 30.7414 -87.0497 [0 1000]
oded5 | 0.31 87 164.8946 01.2]
odelbs | variable | 30.9571 -87 [0 1000]

Cuadro 2.1: Valores maximos y minimos obtenidos para el potencial de
accion del modelo de Noble usando odel5 y oded5 a distintos pasos
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Figura 2.2: Potencial de acciéon calculado con ode45 de tamano de paso, k = 0.31

En el caso de ode45 y odel5 con tamano de paso variable los resultados obtenidos
mantienen el mismo minimo, difieren en cuanto al crecimiento del potencial de acciéon
y fundamentalmente discrepan en el nimero de pasos realizados, siendo de tan solo 294
para odelds, lo que representa menos de una veintisieteava parte del niimero de pasos
utilizado por ode45 y con un menor tiempo de computo pese al niimero de céalculos
extra realizados por manejar esquemas de métodos implicitos. En la computadora de
prueba, ode45 promedio un tiempo de 0.29 s para ode/5 contra 0.1 s de odelss.

Método | Tamano del Paso £ | k maximo | k minimo | nim. de pasos
ode4b variable 0.2219 0.0023 8012
ode4b 0.0023 0.0023 0.0023 434783
ode4b 0.3 0.3 0.3 3334
odelbs variable 39.2280 0.0025 294

Cuadro 2.2: Numero y tamano de paso, maximo y minimo, obtenidos al
resolver Noble con odelb y ode4b

Si la solucion de alguna de las ecuaciones diferenciales que describen la conducta del
potencial y las compuertas, tiene una pendiente pronunciada o cambiante, es entendible
que el método se vea forzado a tomar un tamano de paso pequeno, pero donde todas las
soluciones presentan una conducta mas lineal esperarfamos que este se incrementara,
sin embargo eso no ocurre con ode45, poniendo de manifiesto que el sistema a resolver
presenta Rigidez. Témese como muestra el intervalo de tiempo entre los 550 y 700 ms,
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donde justamente las soluciones son practicamente constantes, aun asi ode45 toma un

k méaximo de 0.1156 mientras que odel5s alcanza aqui justamente el méaximo k (tabla
2.2).

0.9

. de Pasos = 8012 \

0.8
0.7
0.6

0.5

Valor

0.4

0.3

0.2

0.1

0 200 400 600 800 1000
tiempo (ms)

Figura 2.3: La soluciéon con ode45 para las variables de compuerta m, h, y
n. Modelo de Noble

Las graficas 2.3 y 2.4 donde se expone puntualmente la relaciéon del valor de la
compuerta en el tiempo correspondiente, nos permite constatar el exceso de calculos
realizados por parte de oded5 y la tabla 2.3 de tiempos empleados' por el CPU para
solucionar el modelo, confirma que los métodos explicitos ode45 y ode23 no son la
opcion idénea para Noble.

Aunque no parece ocurrir muy frecuentemente, es importante verificar los tiempos
de computo, sobre todo en problemas de rigidez muy moderada, después de todo un
método que use pocos pasos pero cuyo tiempo sea mayor no es muy util y en ocasiones
un método explicito puede dar mejores tiempos y la soluciéon correcta. Por ejemplo, el
manual para Matlab, pone a ode23t como una buena opcién para problemas de rigidez
moderada. Sobre este tltimo punto volveremos a hacer referencia en el capitulo 4.

L Aunque el tiempo de computo varia entre ordenadores distintos, la relacién entre ellas se conserva,
asi como el nimero de pasos empleados.
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Figura 2.4: Soluciéon con odelbs para las variables de compuerta m, h, y n.
Modelo de Noble

Método | Tamano Paso k | Pasos | Tiempo Empleado (CPU)
ode4b variable 8012 .2885
ode4b 0.3 3334 .3549
ode23 variable 2654 .1968
odelbs variable 294 1028

Cuadro 2.3: Tiempo empleado por la computadora de prueba en resolver
cada caso, en el intervalo [0 1000].

2.2. Solucion a Beeler-Reuter

El panorama general arroja, que tanto las soluciones obtenidas con odelds, ode4d
para tamano de paso k variable, y ode45 con tamano de paso fijo,
= 0.041 como maximo, no muestra diferencias relevantes (fig. 2.5), pero si k > 0.0413
la solucién ya es errada como se puede apreciar en la figura 2.6.

Con ode45, a diferencia de lo ocurrido en Noble, no es posible utilizar como tamano
de paso fijo el maximo valor para k empleado por ode45 de paso variable - vea la tabla
2.4-, siendo esto lo normal pues partimos del hecho de que la reducciéon en el paso
obedece a mantener el error acotado y evitar con ello sus efectos inductores de una
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Figura 2.5: Potencial de accion para el modelo de Beeler-Reuter

solucion aberrante (figura 2.6). El paso promedio con k variable, es de 0.01418 y menos
del 1.2% de pasos es mayor que 0.04, esto nos dice que el error cometido por usar un
paso k = 0.041, que ya es muy cercano al tamano de paso méximo, deberia estar muy
por encima de lo permitido e inducir una discrepancia considerable en los resultados
obtenidos. Pero los resultados numéricos contradicen lo anterior, véase las tablas 2.5 y
2.6, donde la soluciéon obtenida no es divergente e inclusive en ciertos valores, presenta
una mejor aproximacion a los resultados obtenidos con odelbs.

Método | Paso k | k méximo | k£ minimo | nim. de pasos
oded5 variable 0.0505 0.0037 35,272
oded5 0.0037 0.0037 0.0037 135,136
ode45 0.041 0.041 0.041 12,196
odelbs | variable | 24.7320 | 6.5777-10~% 261

Cuadro 2.4: Tamano y ntiimero de pasos empleados, al resolver Beeler-Reuter
con odelb y oded) a distintos pasos
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Figura 2.7: La solucién con ode4b para las variables de compuerta m, h, y j
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Método | Paso k£ | max (mV) | min (mV)
odedb variable | 32.3989 -84.5285
ode45 0.0037 32.3304 -84.4960
ode4b 0.041 32.2442 -84.4954
odelbs | variable | 32.3121 -84.4980

Cuadro 2.5: Valores maximos y minimos obtenidos para el potencial de
accion en el modelo de Beeler-Reuter, al usar ode45 con distintos pasos y

odelbs, en el intervalo de tiempo [0 500].

Método | Paso maximo minimo .

m h j m h j
ode4b variable | .9994 | .988 | .975 | .011 | 4.212-107* | 2.604-10~ !
ode4b 0.041 | .99853 | .988 | .975 | .0105 | 4.219-107'2 | 2.603-10~!*
ode4) 0.0037 | .99853 | .988 | .975 | .011 | 4.215-107'2 | 2.604-10~!*
odel5s | variable | .99854 | .988 | .975 | .011 | -2.111-1077 | -4.684-10~10

Cuadro 2.6: Valores comparativos de las compuertas m, h y j

Si consideramos que el error cometido con k = 0.041 e inclusive con odelbs, pudo
haber sido mayor de lo permitido y tomamos el tamano de paso minimo, k = 0.0037,
ademaés de requerir 135,136 pasos, al comparar resultados nuevamente encontramos que
se guardan més similitudes con lo obtenido por odelbs y ode45 con k = 0.041, no
manifestandose en lo general una tendencia clara hacia los valores obtenidos por ode45
de k variable. En cuanto a los tiempos empleados, utilizando k variable se promedio
3.17 segundos contra 3.11 segundos requeridos con k = 0.041, lo cual es una mejora
insignificante, considerando que bajo este ultimo tamano de paso se utilizan solamente
un tercio del nimero de pasos requeridos por la primera opcion (tabla 2.4), situacion
atribuible a que fijar el paso en Matlab es un tanto forzado, luego opera con cierta
ineficiencia. De lo que hemos visto concluimos que al emplear ode4b la soluciéon 6ptima
obtiene con k = 0.041.

La diferencia por el contrario, se vuelve notoria si se comparan ahora ode45 en cualquiera
de los esquemas vistos, con los resultados obtenidos bajo odel5s, que solo requiere 261
pasos (ver tabla 2.4) y tiene un tiempo de ejecucion promedio de 0.13 segundos.

Las dos circunstancias principales que llevan a ode4b a tan mal desempeno, son los
errores cometidos en la representacion numérica (errores de redondeo y truncamiento)
y que lo enfrentamos a un sistema de ecuaciones que presenta Rigidez. En el caso de
los errores de representacion numérica su efecto se vuelve evidente porque se manejan
cantidades de magnitudes muy diferentes, y se realizan una gran cantidad de calculos?®.

2En el apéndice C.1 se dan dos ejemplos muy sencillos, de como estos errores afectan los calculos
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En la tabla 2.6 y figura 2.7 se puede apreciar que cuando m es casi uno, h y 7 son del
orden de 1072, En el caso de rigidez, no es, en si, una falla en el método, pero si lo obliga
a tomar tamanos de paso excesivamente pequenos. Observando las graficas relacionadas
con los valores de las compuertas y la concentracion intracelular de iones de calcio (figs.
2.7 ,2.8y 2.9) en el transcurso del potencial de accién, se puede constatar que salvo
en los intervalos [0,50] y [250, 350], la conducta de las soluciones es casi constante;
aun asi, ode45 no mejora considerablemente el paso, vea la figura 2.8 donde se grafico
puntualmente cada paso para f y xI, con ode45 y odel5s respectivamente, y aunque las
forma de ambas presenta una ligera simetria axial, en el primer caso hay una saturacion
de puntos que no permite apreciar espacio entre ellos, contrario a lo que ocurre con x1
que fuera de los intervalos antes mencionados permite apreciar claramente cada punto
calculado.

0.9 i

—d
0.5f - fconode45 |
+ x1conodel5s

Valor

0 ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500
tiempo (ms)

Figura 2.8: Variacion en el valor de las compuerta d, f, y x! durante el
potencial de accion

Este modelo esboza dos lineamientos en la solucién numérica de ecuaciones diferen-
ciales:

1. Casi como regla general los métodos explicitos no son adecuados para sistemas
rigidos.
2. Un tamano de paso “demasiado pequeno” también induce errores en la solucion.
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Figura 2.9: Concentracién intracelular de iones de calcio

2.3. Soluciéon a van Capelle-Durrer

Aun cuando este modelo es mas simple en su formulaciéon matemética , que cual-
quiera de los anteriores y soélo estamos resolviendo un par de ecuaciones diferenciales,
comparte varias similitudes con lo mencionado para Beeler-Reuter.

El namero de pasos utilizados por ode45 para resolver el sistema es de 1088, contra
179 usados por odelbs, lo cual nos habla de una rigidez moderada, pero la mas clara de
entre los modelos antes mencionados, pues a partir de los 350 milisegundos las soluciones
tanto para V,, e Y son casi constantes, vea fig. 2.10 y 2.11; y aun asi, ode4) es incapaz
de incrementar el tamano de paso, utilizando 425 pasos para cubrir el intervalo (350,500]
mientras odel5s en el mismo lapso usa solo 9 pasos.

Los tiempos de ejecucion al usar odelds promediaron 0.085 segundos contra 0.05
segundos de oded5, lo cual contrasta con el nimero de pasos usados. Como se menciond
en la solucion de Noble y se explicara con més detalle en el capitulo 4, los métodos
implicitos, como los utilizados por odelbs, a diferencia de los métodos explicitos, como
el usado por ode45, requieren de calculos extra para encontrar la soluciéon en cada nuevo
paso y dado que la diferencia de pasos no es muy grande en este modelo en comparacion
con los anteriores, la presencia de dichas operaciones extra se refleja en el mayor tiempo
empleado por odelbs.

Con ode4b se encontré que k = 0.5 es el tamano de paso fijo méximo que sigue dando
resultados aceptables (tabla 2.7). Al resolver con ode45 y k = 0.5 fijo, el nimero de
pasos utilizados se reduce en tan so6lo 88 unidades (tabla 2.8), indicativo de que el
tamano de paso promedio con k variable, ronda justamente este valor para k, pero con
el inconvenientemente de elevar el tiempo de ejecucion a 0.13 segundos, contra los 0.05
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Figura 2.10: Potencial de membrana en el transcurso del potencial de accion,
graficando puntualmente el valor obtenido en cada paso. (a) con ode45 (b)
con odelbs. Modelo van Capelle-Durrer

requeridos bajo k variable.
Por lo tanto, en base a los tiempos obtenidos concluimos que ode45 es la mejor
opcién para resolver este modelo y afirmamos lo siguiente:
» Fundamentar la presencia de rigidez por el nimero de pasos utilizados
es un error.

) mMAaximo minimo
Método Paso e v N v
ode4b variable | 0.9649 | 19.8805 | 0.0700 | -79.3237
ode4b 0.5 0.9653 | 19.8437 | 0.0700 | -79.3183
odelbs | variable | 0.9652 | 19.8620 | 0.0700 | -79.3531

Cuadro 2.7: Valores comparativos de Y y V,,

El dltimo punto importante a mencionar y que este modelo nos permite mostrar de
manera muy sencilla, es el de la obtencion de soluciones incorrectas, pero que por su
forma y resultados podrian llegar a ser consideradas vélidas, sobre todo si nos dejamos
llevar por las graficas que presentan. Antes dijimos que el maximo tamano fijo de &,
apropiado para una solucion aceptable con ode4b ronda el valor de 0.5, pero si usamos
k = 1.5 la solucién obtenida tanto para V,, como Y, se asemeja notablemente a la dada
correctamente por el método, como se puede apreciar en el inciso (a) de la figura 2.13,
y la figura 2.11, sin embargo el calculo de V,, presenta un desfasamiento de entre 1 y
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Método | Paso £ | k maximo | £ minimo | nim. de pasos
ode4b variable 3.3521 0.0489 1,088
oded5 0.5 0.5 0.5 1,000
odelds | variable | 19.0026 0.0097 179

Cuadro 2.8: Tamano y numero de pasos empleados, al resolver Capelle-
Durrer con odel5 y ode4b

7 ms en varias partes, y un maximo de aproximadamente 19 mV, mientras entre las
soluciones numéricas correctas - obtenidas con ode23 y odelbs - la mayor separacion es
de 0.3 ms y el maximo V,, ronda los 20 mV.

Otra solucién incorrecta se presenta al tomar k£ = 2. En este caso la soluciéon obte-
nida para el parametro de excitabilidad Y, en su primera parte no presenta diferencias
relevantes (fig. 2.11) con la solucién correcta, aunque cambia mas adelante(fig. 2.12), en
comparacion con las diferencias notables en la grafica del potencial de accién, véase el
inciso (b) de la figura 2.13. Aqui, son las gréficas quienes pueden llevarnos a considerar
que la solucién con este tamano de paso es correcta, pues sus formas se asemejan a las
presentadas por las soluciones correctas.

ode45
091 odel5s
ode45 k=0.5
0.8}t ode45 k=1.5 |
ode45 k=2

0.7f

0.6

04}
03f |
0.2t

01t

0 100 200 300 400 500
tiempo (ms)

Figura 2.11: Parametro de excitabilidad Y, graficado con distintos esquemas

numeéricos y a distintos tamano de paso. Con k = 2 s6lo se grafica el intervalo
[0 258]. Modelo van Capelle-Durrer
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Figura 2.12: Parametro de excitabilidad Y con k = 2

ode15s
ode45k=1.5]]
100 200 300 400
tiempo (ms)

(

a)

500

60

40,

20

(mV)

\

100 200 300 400 500
tiempo (ms)

(b)

Figura 2.13: Potencial de accion (a) ode4b k = 1.5 comparado con odelbs
(b) ode45 con k = 2. Modelo van Capelle-Durrer

2.4. Solucién a Fenton-Karma(1998)

EN CONSTRUCCION
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Este caso es muy particular pues ninguno de los métodos que hasta ahora hemos
empleado (ode45, odelbs, 0de23), lo resolverd correctamente si no se le impone una
restriccion sobre el tamano de paso.

31



32



Capitulo 3

Métodos Numéricos

Como pudimos observar de los resultados experimentales, la solucién al mismo sis-
tema de ecuaciones diferira, segiin el método numérico utilizado y las condiciones que
sobre él se impongan.

Desde un panorama muy general, podemos distinguir tres situaciones a tomar en cuenta
cuando se escoge un método numeérico:

1. Restricciones o condiciones intrinsecas al propio método empleado.

2. Limitantes consecuencia de la relacion método-sistema.

3. Caracteristicas del sistema a resolver.

El tener en mente los puntos anteriores, los cuales se encuentran altamente relacio-
nados, nos llevaré a garantizar que el método numérico seleccionado dara una buena
aproximaciéon a la solucion del problema a resolver. Como ejemplos, para la primera
situacion estd la cero estabilidad del método, en el segundo caso el tamano de paso
factible y para el tercer punto la rigidez del sistema.

Los problemas de nuestro interés pueden considerarse unidimensionales y variables
en el tiempo. Partiremos de definirlos apropiadamente, para posteriormente ver cuales
son las condiciones que dan pie a los resultados experimentales obtenidos enfocando-

nos principalmente en la discusién de las caracteristicas de dos familias de métodos
numéricos ampliamente usados: métodos lineales multipaso y Runge-Kutta.

3.1. Condiciones Sobre los Problemas

El problema a resolver es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, de la forma

yt)=fly@).t), t>to yt)=| : (3.1)

sujeto a las condiciones iniciales
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y(to) =n n=|: (3.2)

donde m > 1, f : R™ x R — R™ | ‘y es la i-ésima componente en el vector de funciones
y,coni = 1,...,m; t, 1oy 'n son escalares, con ty el tiempo (valor) inicial y ‘n el i-ésimo
valor inicial correspondiente a ‘y(t).

En principio, la descripciéon matematica de una gran cantidad de modelos, involucran
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de orden mayor a uno, pero estas se pueden
transforman en sistemas de FDO de orden uno, mediante el siguiente procedimiento
expuesto para el caso general.

Dado un sistema de FDO, m-dimesional y de orden n, de la forma

Yy =gy ...y (3.3)
con y™ = dy/dt", g: R™ x R™ x ...R™ x R — R™ y las condiciones iniciales

y(to) =m, ¥'(to) = ma, -, ¥ (ko) = mn (3.4)
Tomese z(t); € R™, i =1,...,n, y hagase la siguiente correspondencia
2 =y (=)

)y =y (=2 ()

Entonces el sistema de EDO de orden equivalente al dado por 3.3 y 3.4 estara dado
como:

con las condiciones iniciales
z1(to) = M, xa(to) =12, .., Talto) = Mn
Ejemplo 1 Sea la ecuacion deducida por Hodgkin-Huzley '

iv@) +oV = Jion
re c

!Tomada de: Scott Alvin, Neuroscience. A Mathematical Primer, Springer, 2002, pag. 79
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Entonces bajo la asignacion x1 =V, x9 = V', el sistema de ecuaciones de primer
orden es:

/

/ .
Ty = —TCVT2 + TJion

Una condiciéon que pedimos a nuestros problemas, es que su soluciéon exista y sea
tnica. Para asegurar lo anterior, condicionamos a f(y(t),t) ser Lipschitz continua.

Definicién 1 (Lipschitz Continua) Decimos que la funcion f(y,t) es Lipschitz con-
tinua en su primera variable (y), sobre algin dominio

D={(y,t):tg<t<t;, —oo< "ylt)<oo i=12,...,m} (3.5)

con to,tr € R, si f(y,t) es continua y existe alguna constante L > 0 tal que

1f(y,t) = fy™ ) < Ly =yl (3.6)

para toda (y,t) e (y*,t) en D y || || la norma Ls.

Si f cumple cumple con al definicién 1, entonces se puede garantizar la existencia y
unicidad de la solucién.

Teorema 1 Ezxistencia y Unicidad

Si f(y, t) es Lipschitz continua sobre una region D, definida como en (3.5). Entonces
para toda condicion inicial dada y(to) = n € R™, tal que (n,ty) € D, existe una inica
solucion y(t) al problema 5.1, donde y(t) es continua y diferenciable sobre to <t < ty.

3.2. Forma General de los Métodos

Los métodos numéricos aqui estudiados, presentan la siguiente estructura genérica
T
Z O5Yn+j = kgbf(yn-i—r? Yn+r—1y-- -5 Yn, tna k) (37)
§=0

con las condiciones iniciales

Yo =nu(k), p=01,....,r—1 (3.8)

donde el subindice f, indica la dependencia de ¢ sobre t,,Ynir, Ynir—1, - - - Yn, & través
de la funcion f(y,t). A la funcion ¢ le pedimos cumplir las siguientes dos condiciones

¢f50(yn+ra Yntr—1y -+ Yn, tnj k) =0 (3‘9)
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||¢f(yn+7‘7 Yn+r—1y -5 Yn, tnﬂ k) - be(y;:_,_r, y:1+r—17 cee ay:m tna k)”

<MD lynrs — vpyyll (3.10)

J=0

Al polinomio que se construye con los coeficientes de las y,; se le denomina pri-
mer polinomio caracteristico y juega un papel importante en la deduccién de varias
propiedades del método.

Definicion 2 (Primer polinomio caracteristico)
p(C) = a;¢ (3.11)
=0

3.2.1. Meétodos Lineales Multipaso (MLM)

Estos métodos tiene la forma
Zajyn+j = kZij(’ynﬂatnﬂ) (3.12)
j=0 J=0

Si B, = 0 entonces el método es explicito, de otra forma es implicito.
Al polinomio que se forma tomando los coeficientes [3; en su respectivo orden, se le
llama segundo polinomio caracteristico y esta dado como

o(¢) = B¢ (3.13)

Ejemplo 2 (Método del Punto Medio)
Este es un método de dos pasos, y una version de €él, es implementado por Mathematica
en una funcion con el nombre de “FxplicitMidPoin”.

Yn+1 — Yn—1 = 2kf(ym tn) (314)

3.2.1.1. Meétodos tipo Adams

Una clase muy conocida de MLM son los métodos tipo Adams de r-pasos, subdi-
vididos en Adams-Bashforth si son explicitos y Adams-Moulton si son implicitos, cuya
forma general es

T
Yn+r — Yntr—1 = k Z ijn-i—j (315)
§=0
Esta familia es caracterizada por su primer polinomio caracteristico, que tiene una
forma muy sencilla

p(Q)=¢"H¢—-1) (3.16)



Ejemplo 3 (Método de Euler Explicito) FEl representante cldsico de los métodos
Adams-Bashforth es el Método de FEuler Explicito, también llamado euler hacia
adelante, y aunque no se suele, ni es recomendable usarlo para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales, aun tiene gran presencia como método de prueba y software
como Mathematica lo trae implementado®. Su forma es

Yn+1 — Yn = kf(ynv tn) (3'17)

Ejemplo 4 (Método de Euler Implicito) También llamado euler hacia atrds, es el
representante cldsico de los métodos Adams-Moulton. Su forma es

Yn+1 — Yn = kf<yn+1a thrl) (318)

Ejemplo 5 (Método del trapecio) FEste método de un paso, es del tipo Adams-
Moulton y una implementacion que lo tiene como base es la de ode23t en Matlab. Su
formulacion es la siguiente

Dot = = 5 st + Fynsta) (3.19)

3.2.1.2. Meétodos BDF

Otra clase muy importante de MLM son los métodos en forma de diferencias hacia
atras, que por su siglas en inglés se conocen como BDF (Backward Differentiation For-
mulae) y tanto Matlab -usando ode15s- como Mathematica presentan implementaciones
muy eficientes de esta familia de métodos. Su formulacion general es

J=0

y algunos de sus esquemas practicos se generan sustituyendo ¢’ por la derivada de poli-
nomios interpolantes de y. Descritos en términos de diferencias hacia atras®, quedando
expresados como

Z 5iviyn+r = kfn-l—r (321)
=1
donde
1 .

y V es el operador de la diferencia hacia atras tal que

voym = Ym Vlym =Ym — Ym—1 Viym = Vi_l(vlym> (323)

2Para un ejemplo vedse pag. 17 en la bibliografia [31]

3Para detalles en su construccién consulte la bibliografia [13] pag. 364, o la [21] pag. 98.
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Usualmente se quiere a,. = 1, para lo cual se multiplica la expresion dada en 3.25 por
el siguiente factor

we=1/>"5 (3.24)
=1

tomando la forma

Wy Z 6V Yntr = kwy froir (3.25)

=1

Los BDF' tienen un segundo polinomio caracteristico elemental, en el caso de 3.25

o(C) = w,(" (3.26)

lo cual contrasta con el caso de p. Desarrollando la suma del lado izquierdo de 3.25, se
obtiene

r i 1
E 6’LV yn+r = yn+r - Z/n+r71 + §[yn+r - 2yn+r71 + yn+r72]
i=1

b +%§(—1)j (;)yn+r_j (3.27)

de donde se observa que cada uno de los sumandos, da una expresion que tiene justa-
mente los coeficientes del binomio (a—b)", asi poniendo la expresion anterior en términos
de ¢, conseguimos el siguiente polinomio

o) = ¢ =D G -2 Dk S () B

y por lo tanto el primer polinomio caracteristico es

we i 1CTC= 1) siC#£O,
= w, = =l 3.29
p(C) = wro(C) {(—1)’@/7« Se=0 (3.29)
Ejemplo 6 Método BDF de dos pasos (r = 2)
4 1 2
Yn+2 = SYn+1 T 5Un = _kf(yn—l—% tn+2) (330)
3 3 3
Ejemplo 7 Método BDF de tres pasos (r = 3)
18 9 2 6
Ynts = JqYnt2 T q¥ntt = 7Un = ﬁkf(yn+3, tn+s) (3.31)
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3.2.2. Meétodos Runge-Kutta (RK)

El método general Runge-Kutta de s-etapas para el problema

y/ - f(yat)a y(tﬂ) =, (332)

esta dado por la expresion

Ynt1 = Yo+ k Zle bil;
(3.33)
lz-:f<yn+k2§:1aijlj,tn+cik>, 121,2,...78

asumiendo la siguiente condicion:

S

=Y a; i=12..s (3.34)

=1

Para ver que (3.33) tiene la forma del método general (3.7) asociamos funciones y
valores de la siguiente manera

r=1, a1=1 ay=—1 ¢f(Yn,tn; k) => 1 bil }

=1 (ot B ol b k) i=12 s (3.35)

de donde se ve que los RK son métodos de un paso y no lineales (salvo en el caso de
euler explicito que es de un paso y lineal).

Los coeficientes de un método Runge-Kutta lo definen de manera univoca, asi que
comunmente se presenta al método organizados en un formato conocido como tabla de
Butcher de la siguiente manera:

1| 11 Q12 - Aig
Co | A21 Q22 - A2g
Cs ag1 Ag2 e Ags

b, by .- by

Cuadro 3.1: Tabla de Burcher para un método Runge-Kutta

En las implementaciones realizadas para diverso software numérico como es el ca-
so de Matlab o Mathematica, por defecto nunca se usan esquemas simples como el
expresado por la tabla (3.1) para RK explicitos, sino suelen considerarse métodos “aco-
plados” denominados como RKpp (RK (p,p), RKp(p)) o con algin nombre particular:
DOPRI(5,4), RKF45, Verner 6(5), etc.. La tabla de Butcher para estos casos presenta
una de las dos siguientes estructuras
con ¢ = [Cl,CQ,...,CS]T, b= [bl,bg,...,bS]T, l;: [61,627...,65]T, E = ZA)— b y A= [aij]
una matriz cuadrada de s x s. Las ternas (4,b,¢) y (A, b, ¢), constituyen los coeficientes
de un método RK de la forma cléasica y la razon de utilizar este esquema es que permite
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c| A
1 /; — )T
b .
- pT
T ]
b 5%

Cuadro 3.2: Formas comunes de la tabla de Butcher modificada para méto-
dos Runge-Kutta acoplados (RKpp)

hacer estimaciones sobre el error cometido, lo cual es de gran importancia para efectos
de modificar el tamano de paso.

Al igual que para los MLM, los métodos RK presentan una primera clasificacion
general en, explicitos, implicitos y semi-implicitos; Dependiendo de si los coeficientes
a;; de la matriz A cumplen alguna de las siguientes condiciones:

Seré explicito si

a;=0s1j>1d,7=1,2,...,s (3.36)
semi-implicito si

a; =0sij>14,j=1,2,...,s (3.37)

y completamente implicito si
a;; # 0 para alguna j > 1, (3.38)

Ejemplo 8 (Método de Euler Mejorado s=2 p=2) Un método explicito de 2
etapas y orden 2 cuya tabla de Burcher es la siguiente.

Cuadro 3.3: Tabla de Butcher para el método de Euler Mejorado s=2, p=2

Ejemplo 9 (Método RK/ s=4 p=4) Un método explicito de 4 etapas y orden 4
cuya tabla de Burcher es la siguiente.

0/]0
1
5|3 O
1 1
210 3 0
110 0 1 0
11 1 1
6 3 3 6

Cuadro 3.4: Tabla de Butcher para el método de RK4 clésico
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Ejemplo 10 (Método de Gauss s=2 p=4)

Un método implicito que podemos utilizar en Mathematica para solucionar problemas
que presentan rigidez moderada es el de Gauss-Legandre' de 2 etapas (s = 2) y orden
p = 4, cuyo arreglo de Butcher es dado en la tabla (3.5).

3—V3 1 3-2v3
6 4 12
3+v3 | 3+2Vv3 1
6 12 4
1 1
2 2

Cuadro 3.5: Tabla de Butcher para el método de Gauss s=2 p=4

Ejemplo 11 (Método DOPRI(5,4))

El método RK explicito, conocido como DOPRI(5,4) de siete etapas, es implemen-
tado por Matlab en la funcion ode4 5, siendo esta funcion la mds utilizada para resolver
problemas no rigidos. Su arreglo de Butcher modificado es mostrado en la tabla 3.6.

0
1 1
5 5
3 3 9
10 40 40
4 44 _56 32
5 45 15 9
8 19372 25360 64448 212
9 65561 2187 6561 729
1 9017 _ 355 46732 49 5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 2187 1
384 1113 192 6787 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
! 0 7171 17253 22 1
57600 16695 1920 339200 525 40

Cuadro 3.6: Arreglo de Butcher modificado para el método DOPRI(5,4)

4La instruccion NDSolve “ImplicitRungeKuttaGaussCoefficients[4, infinity] genera los coeficientes
de este método
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3.3. Convergencia

En los resultados experimentales vimos que en algunos casos el método converge a
la solucién, en otros converge a una soluciéon incorrecta y finalmente también produjo
resultados completamente incorrectos, asi en un primer intento por dilucidar qué pro-
duce estos cambios nos preguntamos si verdaderamente estos métodos aproximan a la
solucion. El concepto intrinsecamente ligado a esta idea de aproximarse o tender a la
solucion es el de convergencia.

La convergencia es una caracteristica propia del método y la podemos pensar como
la propiedad de que la soluciéon obtenida por el método en un tiempo ¢, se aproxime a
la solucioén real conforme el tamano de paso se ve reducido.

Definicion 3 (Convergencia) .
Un método de r-pasos es convergente, si al aplicarlo a cualquier EDO (3.1) con f(y,t)
Lipschitz continua (definicion 1 ) y con algun conjunto de valores iniciales satisfaciendo

]lg}%yuzn w=0,1,....r—1 (3.39)
ocurre que
lim y, =y(7T) (3.40)
k—0
T=to+nk

para todo tiempo fijo T > 0 en el cual la EDO tiene solucion tinica.

Si el método no es convergente se dird que diverge. En la practica para verificar
la convergencia se utilizan dos conceptos: el de consistencia y el de cero estabilidad; y
que son los que regularmente se verifican para comprobarla, sustentados en el siguiente
teorema.

Teorema 2 (Convergencia)
Las condiciones necesarias y suficientes para que el método (3.7) sea convergente es
que sea cero-estable y consistente.

3.3.1. Consistencia

La idea de consistencia es que localmente el método represente suficientemente bien
a la solucion exacta del sistema diferencial. Definiendo el residual del método como la
diferencia entre el termino del lado izquierdo con el derecho de 3.7, cuando se toma la
solucion exacta y(t,+;) en vez de la solucion numérica v,

Rpyr = Z ajy(tn+j) B k¢f(y<tn+r)a y(thrT*l)a T 7y<tn)a tn; k) (3'41)
=0

Definicién 4 (Consistencia) El método 3.7 es consistente si para todo problema de
valores iniciales que satisfaga la condicion 3.6 el residual R, ., cumple con

1
lim Ry =0 (3.42)
t=a+nk
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y tras un manejo algebraico® se llega a que (3.42) ocurre si se cumplen las condiciones
dadas en el siguiente teorema.

Teorema 3 (Condiciones para la Consistencia)
Dos condiciones necesarias y suficientes para que el método (3.7) sea consistente, son
que para todo problema de valores iniciales que cumple con (3.6), ocurra que

> a;=0 (3.43)
j=0

) )30, 0) (Zjaj> = J(y(ta),t) (3.44)

3.3.2. Cero Estabilidad

El otro pilar en el que descansa la convergencia del método es la cero estabilidad.
Esta es una propiedad exclusiva del método, que si la cumple, garantiza una baja
sensibilidad a las perturbaciones debidas a la propia discretizaciéon y a los errores de
redondeo.El sistema numérico 3.7 con sus condiciones iniciales 3.8, al ser perturbado
toma la siguiente forma

Z;:O ajzn+j - k[¢f(zn+r; Zndr—1s -5 2ny tn; k) + 5n+r]
(3.45)
2y =nu(k)+6,, p=01,...,r—1

{6n,,mn=0,1,..., N} representando la perturbacién a la funcién ¢ y {z,,n =0,1,..., N}

la perturbacion a la solucién. Haciendo uso de la representacion anterior podemos definir
la cero estabilidad de la siguiente manera.

Definicién 5 (Cero Estable)

Sean {6,,n = 0,1,....N}, {zp,n = 0,1,....,N} y {05,n = 0,1,...,N}, {zf,n =
0,1,...,N} dos pares diferentes de perturbaciones como las definidas para 3.45. En-
tonces si existen constantes S y ko tal que, para toda k € (0, ko],

llzn — 22 || < Se 0<n<N (3.46)
stempre que
10, — 05| <€ 0<n<N (3.47)

diremos que el método 3.7 es cero-estable

SReferencia [21] pagina 28.
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La aplicacion directa de la definiciéon para verificar la cero estabilidad de algin
método en particular suele tornarse engorrosa, en su lugar se verifican dos condiciones
que la engloban y que se conocen como la condicion de raiz.

Teorema 4 (Condiciones para la Cero Estabilidad)

Las condiciones necesarias y suficientes para que un método de la forma dada en (5.7)
sea cero estable, es que las raices de su primer polinomio caracteristico p(C), definido
en 3.11, se encuentren sobre o en el interior del circulo unitario y las raices sobre el
circulo unitario sean simples, es decir, si I' = {y1,7%2,..., W} es el conjunto de raices
de p(C), conn <r, entonces

;] <1 para j=1,2,...,n. (3.48)
Si|vi| =1 entoncesv; #v; Vi#j (3.49)

Si todas las raices de p(§) cumplen con las condiciones anteriores, entonces se dice que
el polinomio satisface la condicion de raiz.

3.3.3. Convergencia de los Métodos Lineales Multipaso (MLM)

Haciendo uso del teorema (3) primero verificaremos la consistencia y posteriormente
la cero estabilidad.

Aplicando la condiciéon 3.44 del teorema 3 al esquema general de los métodos lineales
multipaso (3.12), obtenemos que

(Z @») f(y(tn)ﬁtn)/ (Zj%) = f(y(tn), tn) (3.50)

Entonces un método lineal multipaso seré consistente si y sélo si

> a;=0 (3.51)
j=0

> jey =Y "8 (3.52)
=0 =0

que en términos del primer y segundo polinomio caracteristico, definidos en (3.11) y
(3.13), se reescribe como que un MLM sera consistente si y s6lo si su primer y segundo
polinomio caracteristico cumplen las siguientes condiciones

p(1) =0 (3.53)
P(1)=o0o(1) (3.54)

Ahora veamos que ocurre con la cero estabilidad. De (3.53), uno es raiz de p, y
puede ser expresado de la siguiente manera

p(¢) = (¢ — v (¢)
= (=Dl + (ar + )24+ Z a;C + Z a;)
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de donde se obtiene que
V(l) = (aT + (ar + ar—l) +...+ ZOCJ' + ZO[j) = ZjOéj = pl(1>
j=2 j=1 §=0

Luego si p/(1) = 0, entonces p(1) = 0, y uno serfa una raiz doble, incumpliendo la condi-
cion para cero estabilidad. Por lo tanto una condicién necesaria para la cero estabilidad
es

#(1) #0 (3.55)
y en consecuencia de 3.52 (1) # 0.

Ejemplo 12 .

Para el método del punto medio dado en (3.14), p(¢) = ¢(* — 1 y o(¢) = 2. Entonces
p(1) =0, p'(() =2C yp'(1) = 0o(1) =2, cumpliéndose asi las condiciones (3.53), (3.54)
y (3.55),por lo tanto es un método convergente.

3.3.3.1. Meétodos tipo Adams

De su forma general dada en 3.2.1.1, vimos que sus polinomios caracteristicos tiene
las expresiones

pPO=CTHC-1) o= 8¢ (3.56)

Sir > 2, las raices de p son 1 y 0, luego satisfacen de manera inmediata la condicion
de raiz y podemos afirmar que los métodos tipo Adams son por definicién siempre cero
estables. So6lo se debe verificar la consistencia, en cuyo caso vemos que la condiciéon 3.53
también se satisface siempre para estos métodos. Ahora bien

A(Q) =r¢ ™ = (r=1)¢
entonces
p(1)=1

Por lo tanto un método de esta familia sera convergente si la condicion 3.54 se cum-
ple, lo cual ocurre si y soélo si:

o(l)=1 (3.57)

El caso r = 1 es trivial pues p(¢) = ( — 1, p'(¢) = 1 y lo dicho para ésta familia de
métodos sigue siendo valido.

Ejemplo 13 .
El método de FEuler (3.17) tiene

o(()=1 porlotanto o(1)=1
En el método del Trapecio (3.19)

1 1
o(¢) = 5( + 5 bor lo tanto  o(1) =1

luego, ambos métodos son convergentes.
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3.3.3.2. Meétodos BDF

En 3.29 y 3.26, obtuvimos como polinomios caracteristicos a

TN 5 > e (S VR ey
p(6) = wreld) {(—l)rwr/r si¢=0

o(¢) = w(" (3.59)

Es inmediato ver que p(1) = 0, cumpliéndose la condicion 3.53. De igual manera
o(1) = w,, entonces la condiciéon 3.54 se satisfara, si el polinomio (3.28) cumple que
o' (1) = 1, lo cual se probara por inducciéon sobre r. Para el caso base tomaremos r = 3
, pues con 7 = 1 o r = 2 es inmediato verificar la veracidad de la afirmacion. Usaremos
la notaciéon p, para indicar el polinomio ¢ asociado al método BDF de r-pasos,

(3.58)

Q) = =52 QO (¢ -3 3 1)
G(Q) = B =20+ 53¢ 40+ 1)+ 5(3¢ ~ 6 +3)
o(1) = 1

tomando como hipétesis de induccion ¢,.(1) = 1 y utilizando el hecho de que p(1) =0
implica o(1) = 0, entonces como

0r1(0) = CorlQ) + — (¢~ 1

0r1(Q) = 0,(¢) + ¢ (Q) + (¢ = 1)

se sigue que

0r1(1) = 0,(1) + 0i(1)
Q;-ﬁ-l(l) =1

lo cual concluye la demostracion y nos permite afirmar que p'(1) = w,, y por lo tanto
los métodos BDF de la forma 3.25 son consistentes.

Para analizar su cero estabilidad tomemos la transformacion ¢ = 1/(1 — ¥J) con
¥ € Cy llamemos a la funcion racional resultante p(1)

p(0) = p (1;9) = frﬁ)r 27 (3.60)

Esta transformacion manda los puntos de la circunferencia {¢ : |1 — ¢| = 1} a puntos
en el circunferencia {¢ : |(| = 1}, puntos externos a la primera a puntos interiores de
la segunda y viceversa, exceptuando el valor ¥ = 1 donde no esta definida, luego de
manera heuristica podemos afirmar lo siguiente
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Teorema 5 (Condicion de convergencia )

El primer polinomio caracteristico, p(C), cumplird las condiciones de cero estabilidad
3.48-3.49 y por ende el método BDF' de r-pasos serd convergente, si y solo si las raices
de

q(9) = 27 (3.61)

estan fuera del circulo {9 : |1 — 9| < 1} y si alguna se encuentra sobre la frontera es
una raiz simple.

Ejemplo 14 (BDF de 2 pasos) ‘
Para el método BDF de (3.30), q(v) = 3.7, X =0, tiene como raices v = 0 y o = —2,
por lo tanto el método es convergente.

Ejemplo 15 (BDF de 7 pasos) A
Para el método BDF de 7 pasos q(y) = 23:17_-1 y p(y) = 0 si v € {0,0.9265 +

7

0.9755i, —1.2618 + 0.63037, —0.2481 + 1.3721i}. Con v = 0.9265 + 0.9755¢ ocurre que
|1 — 0.9265 4+ 0.9755¢] = 0.9783 < 1, por lo tanto el método BDF de 7 pasos no es
convergente’.

Este ultimo ejemplo solo es una muestra, del hecho bien conocido que todo método
BDF de méas de 6 pasos no es convergente.

3.3.4. Convergencia de los Métodos Runge-Kutta
El primer polinomio caracteristico en esta familia de métodos es
p(()=C—-1 (3.62)

Claramente 1 es raiz de p y es tunica, por lo tanto las condiciones para la cero estabilidad
(teorema 4) siempre se satisfacen y solo resta verificar la consistencia. Como los RK
son métodos de un paso es inmediato verificar que cumplen la primera condicién del
teorema 3

1
 ai=1-1=0 (3.63)
i=0

por lo tanto el método Runge-Kutta serd consistente y en consecuencia convergente si

cumple la condiciéon 3.44. Dado que Z;:o ia; =1yparak =0,0 = f(yn,tn) y li = {;
para toda i,j = 1,...,s, de 3.35 obtenemos

¢f(y(tn)atn; 0) = Zbif(y(tn)>tn) = f(y(tn)vtn) <~ Zbi =1 (3'64)

siendo » 7 b; = 1 la condicion para la consistencia de un método RK. Entonces un
método RK de la forma 3.33 sera convergente si y sélo si

=1

6Las raices 7 se obtuvieron mediante la instruccion roots([1/7 1/6 1/5 1/4 1/3 1/2 1 0]) en Matlab
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Ejemplo 16 .

Para el RK Gauss (tabla 3.5) b = [1/2 1/2]", luego es inmediato que la suma de sus
elementos da 1 y por lo tanto es convergente el método.

Para el método DOPRI(5,4) (tabla 3.6)

57600 ' 16695 640 339200’ 2100’ 40

35 500 125 2187 11 T
3847 7111371927 6787 84’

b — [5179 7571 393 92097 187 1]T

b2 =

y la suma “sum([5179/57600 0 7571/16695 393/640 -92097/339200
187/2100 1/40])’" da 1, ocurriendo lo mismo para b2, en consecuencia las ternas
(¢,A,b1) y (c,A,b2) forman RK convergentes.

Realmente todos los métodos utilizados hoy dia son convergentes, aun asi, esta no
garantiza que el método daré resultados apropiados, pues la convergencia esta sujeta a
que tomemos el limite cuando £ — 0 y esto en la préactica simplemente no es posible.
Lo que se hace es tomar un valor fijo y pequeno de k para realizar los calculos. Veamos
el siguiente ejemplo

Ejemplo 17 Sea el problema auténomo de valores iniciales ®

Bj Eg} B L}(v - 1)/u} {Zggﬂ = F_/?ﬂ t€[0,1] (3.65)

Para obtener su solucion vemos los siquiente

d —1
du U

la ultima ecuacion se obtiene al usar las condiciones iniciales, y nos permite reescribir
el sistema de ecuaciones en (3.65) como

u'(t) = —8u+1 V'(t) = —8v

que es un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, con solucion

exacta
u(t) = 1F 36:;’]) (=8 ) = —3eap(—st) (3.66)

Ahora tomemos el siguiente método numérico

Ynt2 = Yn = K[f (Unior tnra) + f(Yn + )] (3.67)

donde

) k
Ynqo — 3yn+1 + 2yn = §[f(yn+17 thrl) - 3f<tn7 yn)]

"Instruccion de Matlab

8Basado en el ejemplo 4 de la bibliografia [21] pag. 39 y 41.
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Dado que p(¢) = C* =1 y & (y(tn), .-, y(tn), tn, 0) = 2f(y(t,)) se puede deducir fdcil-
mente que el método es convergente, pero al resolver el sistema de ecuaciones 3.65 con
este método los resultados serdn incorrectos, como se puede apreciar en la tabla 5.7,
donde se presentan los errores cometidos a distintos pasos y tiempos. y en la cual se
aprecia un incremento en el error conforme avanza el tiempo.

En este caso, calcular el error es fdcil pues conocemos la solucion exacta (error =
||solucién real — solucion numérical| )’ y pudimos darnos cuenta que el método no es
el indicado, pero esto no es lo comin, recordemos que justamente la idea de utilizar la
aproximacion numérica para obtener la solucion, es porque la solucion analitica nos es
wasequible. Asi nos vemos en la necesidad de buscar otros criterios sencillos que nos
den indicios de que método usar para alcanzar con éxito la solucion a nuestro problema.
Uno de estos elementos de juicio, que abordaremos a continuacion, es el de estabilidad
lineal, y otro es el del orden del método, que sera comentado en la iltima seccion.

t k=0.1 k = 0.001 k = 0.00001
0.2 8.9642e-1  2.6961e-5 2.0898¢-9
0.4 3.9745e+0 1.5469e-4  9.9596e-10
0.6 2.2955e+1 3.5008e-3 4.0474e-9
0.8 1.3502e+2 8.3670e-2 9.3087e-8
1.0 7.9475e+2 2.0012e+0  2.2814e-6
1.6 1.6211le+5 2.738le+4  3.3658e-2
2.0 5.6173e+6 1.5663e+7  2.0247e+1
2.4 1.9465e+8 8.9604e+9  1.2179e+4

Cuadro 3.7: Errores cometidos por el método (3.67) en la solucion del sistema (3.65).

3.4. Estabilidad Lineal

Como quedo claro del ejemplo (17) y los resultados experimentales del capitulo 2, el
tamano de paso es determinante en el error producido y en consecuencia en la exactitud
de la solucion, dando pie a que nos preguntemos que factores pueden considerarse en
la seleccion de éste.

En la biisqueda para obtener un criterio que dé indicios sobre plausibles k£ > 0 que
arrojen resultados correctos, se definié6 un tipo particular de estabilidad, denominada
estabilidad absoluta, la cual se basa en aplicar el método numérico particular a la
ecuacion diferencial ordinaria

y =Wy (3.68)

9Codigo en el apéndice E.5.1
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La matriz W es de n x n y sus valores propios \; deben cumplir con las siguientes
condiciones

Re(\) <0 i=1,...,n (3.69)

Ai #A\; paratoda i #jy\ €C (3.70)

De la ultima condicién y por lo dicho en el apéndice C, en particular basados en
los teoremas (19) y (20), existe una matriz diagonal € similar a W, cuyos elementos
en la diagonal son los valores propios, asi que asumiremos que W tiene de antemano

tal forma, de donde el sistema 3.68 es desacoplado y en consecuencia lo sera el sistema
numérico al cual se aplique.

3.4.1. Meétodos lineales multipaso
Aplicando el método lineal multipaso (3.12) a la ecuacion diferencial ordinaria (3.68)
y factorizando obtenemos

r

> (0T = kBW )y =0 (3.71)

5=0
y puesto que W es diagonal, el sistema es desacoplado y su soluciéon se obtiene de
resolver para cada \; e “y,,.; el subsistema

T

S (= kBA) sy =0 i=12,...n (3.72)

=0

cuya solucion, para cada ‘y,y;, es de la forma "y,1; = > o ¢;7" donde ¢;s es una
constante y las 7, son raices del polinomio

r

> (o — 28)¢ (3.73)

J=0

con z = k. Al polinomio en (3.73) se le conoce como polinomio de estabilidad y se le
suele poner en términos del primero y segundo polinomio caracteristico.

Definiciéon 6 (Polinomio de Estabilidad) FEs el polinomio de la forma
(¢, 2) = p(¢) — z0(C) (3.74)
con z = k.

Como se esta obligado a que |'y,.;| — 0 como n — oo, entonces debe ocurrir que
|vs] < 1, pues de otra forma la solucion 'y,.; crecerfa u oscilaria sin decrecer. Lo
anterior condujo a establecer el siguiente criterio de estabilidad.

Definiciéon 7 (Absolutamente Estable) Un método lineal multipaso se dice absolu-
tamente estable, para una z € C dada, st con ella todas las raices y; del polinomio de
estabilidad 7(C, z), definido en (3.74), satisfacen la condicion

ly:] < 1 i=1,...,r (3.75)
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Las raices de 3.74 se modifican segin el valor de z, asi que nos preguntamos para
que valores z € C el método sigue siendo absolutamente estable.

Definicion 8 (Region de estabilidad absoluta R, ) Al conjunto de puntos
Ra = {z]5i; es raiz de 7((, z) = p(C) — z0(() entonces |v;| < 1} (3.76)

se le conoce como region de estabilidad absoluta. Es decir, R4 es el conjunto de puntos z
del plano complejo, en los cuales el método es absolutamente estable. Es usual referirse
a la region de estabilidad absoluta dnicamente como region de estabilidad.

Ejemplo 18 R4 para el método de Fuler explicito
El polinomio de estabilidad del método Euler explicito es

m((,2)=(C—2z—1 (3.77)

entonces ( = z+ 1 y el conjunto de puntos tales que |z + 1| < 1 forman un circulo con
centro en -1, como se puede apreciar en la figura (5.1).

i

- : X

Regién de estabilidad

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.1: Region de estabilidad para el método de Euler explicito.

Ejemplo 19 (R4 para el método del Punto Medio)
El método fue dado en 3.1/ y su polinomio de estabilidad (3.7/) toma la forma

7((,2) =C*—22( -1 (3.78)

cuyas raices son y1(z) = z— V22 + 1 y 12(2) = 2+ V22 + 1. Para encontrar las z € C,
tal que |z +v2? + 1| < 1 tomaremos tres casos: z € R, z=bi y z = a+bi con a,b # 0.

SizeRyz <0, entonces || <1 pero || = —2z+vV22+1>1, y para z >0
71| < 1 pero |y = z4+ V22 +1 > 1, luego z no puede ser un nimero real distinto
de cero. Sea z = bi entonces |bi =/ —b?>+ 1| < 1 si y sdlo si |b| < 1. En el caso de
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z=a-+1ib con a,b # 0, no es inmediato inferir la forma de RA_puntortedio, Sin embargo
una forma indirecta es fijarse en la relacion |a| < |z| y hacer uso del hecho de que para
alguna raiz, 1 < |v;(a)| luego entonces |y;(a)| < |vi(2)| vy 1 < |:(2)|, por lo tanto z no
puede ser un numero complejo con parte real. Asi la region de estabilidad es el conjunto

9%AfPumtoMedio = {Z’Z =bi Yy ‘b| < 1} (379)

que es el segmento de recta del eje imaginario entre -1 e i, como se puede apreciar
grificamente en la figura 3.2.

0.5

-1.0 -0.5 0.5 1.0

=051

Figura 3.2: Region de estabilidad para el método del Punto Medio explicito
de dos pasos.

No es muy dificil ver que la complejidad de 7((, z) rapidamente se puede tornar
intratable, sobre todo cuando la utilizamos en métodos multipaso, asi que se han dado
soluciones que ayudan a determinar de manera indirecta o solo parcialmente la region
de establecida. Una de estas formas es encontrar sélo la frontera usando un método
denominado Técnica del locus de la frontera' (boundary locus technique), la cual se
basa en considerar que para toda z € 94 una de las raices 7 de 7((, z) debe tener
modulo 1, luego tomando su forma exponencial v = exp(if) y sustituyéndola en (3.74),
obtenemos la expresion de la frontera como una curva dada paramétricamente por

-t - st

Ejemplo 20 Para el método BDF de dos pasos (5.30) la frontera de su region de
estabilidad esta dada por la expresion

2(0) = (cos® — 1)* +i(2 — cos ) sen 6 (3.81)

10Para una explicacion detallada de este técnica véase la bibliografia [21] pagina 71.
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Figura 3.3: Frontera de la regiéon estabilidad para el BDF de dos pasos.

y su frontera obtenida con Mathematica se da en la figura'* 3.3, siendo la parte externa
a ésta, la region de estabilidad.

Ejemplo 21 Para el método BDF' de tres pasos (r = 8), cuya formulacion dimos en
3.31, la frontera de su region de estabilidad estd determinada por la expresion

11 3 1
2(0) = o 3cosf + 500829 — 300830
3 1
+ i(3sen 6 + 5 5en 20 — 35en 36) (3.82)

La figura*® 3.4 muestra la frontera. La parte externa a ésta es la region de estabilidad
del método.

Finalmente otra opcion es buscar solamente los puntos de la region de estabilidad
absoluta sobre el eje real negativo, lo cual es suficiente si se considera que todos los
valores propios son reales negativos y en consecuencia z € R~. Bajo tal circunstancia
entonces se pide que 7((, 2) sea un polinomio de Schur'®.

3.4.2. Runge-Kutta

De manera anéloga a lo hecho para el caso de los MLM, aplicamos el método general
para los RK (3.33) a (3.68) y como la matriz W tiene a los valores propios en su diagonal,

1 Codigo en el apéndice E.6.2.
12Cédigo en el apéndice E.6.3.

13La definicién se da en el Apéndice C.2.
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Figura 3.4: Frontera de la region estabilidad del método BDF con r = 3.

obtenemos un sistema desacoplado, donde para cada \; el sistema resolver es de la forma
Yn+1 = YUn +z Zle bZ}/z
Yi:?/n‘i‘ZZ;zlai]’Y} 1=1,...,s

siendo z = kA. Tomando Y = [V1,Ys, ..., Y], 1= (1,...,1)T y A = {a;;} la matriz de
la tabla de Butcher (3.1), se reescribe (3.83) como

(3.83)

Ynt1 = Yn +207Y Y =5, 1+ 2AY

de donde
Yng1 = Yn[l + 2067 (1 — zA) 1]

Definicién 9 (Funcion de Estabilidad)
A la expresion
R(z) =1+ 2" (I —2A4)7'1

se le llama funcion de estabilidad lineal para los métodos RK. Una forma alternativa a
ésta, es la dada por Dekker y Verwer en funcion de los determinantes.

_det(I — zA + 21b7)

RE) = — 0= (3:84)

La funcion de estabilidad R(z) para los RK explicitos es de la forma

S

R(z) =Q(2) = Z ¢z’ (3.85)

i=0
lo cuales es un polinomio en z de grado s. La funcién de estabilidad para un un RK
implicito, es una funcion racional de la forma

R(z) = (3.86)




con P(z) y R(z) dos polinomios en z.

Definicién 10 (Absolutamente Estable y Region de Estabilidad) Un método
RK se dice que es absolutamente estable para un z € C si

IR(z)] <1 (3.87)

y al conjunto
Ra = {z||R(z)| <1}

se le conocerd como su region de estabilidad absoluta.

Ejemplo 22 Para el método de Gauss definido en el ejemplo 3.5 obtendremos la fun-
cion de estabilidad aplicando la formula 3.8/

1 3—V3
Lo i, oy
0 1 3+v3 1 1] L2 2
12 4
R(Z)Gauss2—4 — L o r 1 33
_ .| 1 12
[0 1] 3+v3 1
| 12 4
142 3+122‘/§z
3—2V3 z
_ o2 1+7 ]
‘ [ 1— i _3122\/521
3+2v/3 z
—H2s, 12
y resolviendo estos determinantes obtenemos que la funcion de estabilidad es
1+2+2
R(Z)Gau552—4 = . .2 (388)
1-2+5

La region donde |R(z)Gaussa—a| < 1 (region de estabilidad) es toda la parte del plano

complejo tal que Re z < 0, como se muestra en en la figura* 3.5.

3L

oL
m] <&
REGION

DE

ESTABILIDAD

ml &

P G
—4 -2 0 2 4

Figura 3.5: Region de estabilidad para Gauss s=2 p=4

14Se obtiene con Mathematica, codigo en el apéndice E.6.4
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Ejemplo 23 Haciendo uso de Mathematica (véase apéndice E.6.5) obtenemos que él
método de DOPRI(5,4) presenta la funcion de estabilidad
2 3 4 5 6

z
R(Z)—l—FZ—F?‘FE—Fﬂ—FEO—F@ (389)

y la region de estabilidad mostrada en la figura (3.0).

HCYH

REGION
DE
ESTABILIDAD

T RS [ S S R S SR |
-3 -2 -1 0 1 2

Figura 3.6: Region de estabilidad para DOPRI(5,4).

Dado que z depende tanto de k£ como de A\; con ¢ = 1,...,n, para que el método
de un resultado correcto se debe garantizar que kX\; € 94 para toda A;. Ahora bien,
en principio se asume que tenemos un sistema lineal o linealizable, que cumple con
las condicién del teorema de Hartman'®, luego hay la posibilidad de determinar tales
valores propios de la matriz A de nuestro sistema de ecuaciones o de su respectiva
linealizacion'®, asi que solo resta verificar que el tamafio de paso k sea el adecuado.
Regiones de estabilidad diferentes impondran restricciones al tamano de paso distintas,
como se puede apreciar en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 24
y' +cy+y=0 (3.90)

cuya expresion como sistema de ecuaciones de la forma 3.3 es

(-5 )6 son

5 Teorema 21 en el apéndice C.3.

16Véase apéndice C.3
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Los wvalores propios del sistema toman la forma

—cd 24
Alg = Ve - (3.92)
2
Si.c = 0 los valores propios son imaginarios puros: \y =1 y Ao = —i. Si.c > 0 los valores

propios tienen parte real negativa, en particular si ¢ = 2000 entonces, A\ ~ —0.0005
y Aoy &~ —2000. En la tabla 5.8 se muestra el valor del tamano de paso mdrimo que
teoricamente seria factible tomar usando el criterio de la region de estabilidad.

) c=20 ¢ = 2000
Método T+ K] € %a | 2000 % k] € g
Euler Explicito no aplicable .001
Punto Medio Explicito 1 no aplicable
BDF- 2 pasos irrestricto irrestricto
Gauss s2p4 irrestricto irrestricto
DOPRI(5,4) 1.6 0.002

Cuadro 3.8: Valores factibles maximos para el tamano de paso k, segtn el
respectivo método numeérico.

El papel que hoy dia juega la estabilidad lineal es el de un criterio teérico sobre los
alcances del método y donde es factible usarlo, mas que una mecanismo practico en
el cual se basen los c6digos modernos para modificar su tamano de paso, pues como
se puede ver en los modelos del capitulo 4, inclusive en uno tan sencillo como el de
Capelle-Durrer (ecuaciones 1.35, 1.36 y codigo E.3.1 ) la matriz A (A(V},)) va variando
de un paso a otro, esto implica que se tendria que calcular el Jacobiano y sus respectivos
valores propios en cada paso, lo cual suele ser muy costoso en términos computacionales,
en vez de eso lo comin es utilizar estimaciones sobre el error cometido por el método.

3.5. Exactitud del Método

Si ya tenemos un método convergente y con una region de estabilidad sin restric-

ciones o al menos lo suficientemente amplia para suponer el uso de un tamano de paso
“aceptabe”, porqué se sigue tomando un tamano de paso tan pequeno, como puede
apreciarse en las gréaficas 2.3 y 2.4, para el modelo de Noble, aun en donde la solucién
presenta una conducta casi lineal.
Uno de los motivos clave de tal conducta aunque no el tinico, es que todo método tiene
solo cierto grado de exactitud tedrica, que se ve aun maés restringido por las propias
limitaciones numéricas de la computadora, luego, atin si la soluciéon numérica es “co-
rrecta’”; no deja de ser una aproximacion a la solucién real. Compérese por ejemplo la
grafica (2.11) en el modelo de Capelle-Durrer y su respectiva ampliacién en la figura
3.7, donde en el primer caso todas las soluciones parecen iguales aunque en realidad
cada solucion es ligeramente distinta.
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ode45
ode15s
ode45 k=0.5
ode45 k=15
ode45 k=2

0.9465

0.946 -

0.9455

0.9451

Valor

0.9445|

0.944

0.9435[

0.9431

0.9425

148 1482 1484 1486 148.8 149 1492 1494 1496
tiempo (ms)

Figura 3.7: Ampliacion de la grafica 2.11 para el parametro de excitabilidad
donde se evidencia que en cada caso la solucion dada difiere.

3.5.1. Generalidades

Existen distintas formas de estimar el error cometido tanto local como globalmente,
dos de las cuales son: el error local de truncamiento (ELT) y el error global de trunca-
miento (EGT), siendo el primero el mas empleado. El ELT esté relacionado con cuantos
términos de la expansion en serie de Taylor de la solucién son igualados por el método.
El software numérico estima dicho error y si este no rebasa cierta cota, cominmente de-
nominada tolerancia (TOL), intenta incrementar el tamano de paso k, por el contrario
si el error es mayor a TOL, el tamafno de paso k es reducido. En Matlab, segin vimos
en el capitulo 4, de la desigualdad (2.1) tol = max(RelT ol x abs(y(i)), AbsTol(i)).

Un concepto muy ligado al de ELT, es el de orden u orden de exactitud p del
método, el cual indica cuan rapido el error tiene a cero si k — 0. Lo anterior motiva a
buscar métodos cuyo orden sea el mayor posible, por el hecho de que mientras mayor
sea el orden del método, menor sera su error de truncamiento local, es decir, el método
tendra una mayor exactitud en el calculo de la solucion y esto en principio deberia verse
reflejado, en que no se tendré que reducir tanto el valor de k.

La teoria sobre orden, error cometido y cotas para el error de los métodos, ya es
bastante amplia y una explicaciéon bastante extensa puede encontrarse en Hairer and
Wanner ([13]) y ([14]). Aqui nos limitaremos a mencionar algunos aspectos muy genera-
les que drasticamente restringen en la préctica, el uso de métodos de orden demasiado
grandes.
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3.5.2. Meétodos Lineales Multipaso (MLM)

La formulacién general para el error local de truncamiento esta dada como
Ly, t,h) = Cp kP y @D (t,)) + O(kPH?) (3.93)

donde C,41 depende de los coeficiente del método, luego dos métodos distintos , pueden
tener el mismo orden pero su ELT sera distinto.

Teorema 6 (Orden de un MLM) Un método lineal multipaso (3.12) tiene orden p si
C():Cl:...:Cp:O, Yy Cp+17£0

donde

T
C(): E Q
3=0
T

Cr = (jo; — B))

7=0
Cq = Z (%jqo{] — %jq_l/ﬁj) q = 2, 3, N
=\ (¢ —1)!

Un mayor orden garantiza un menor error, sin embargo varias limitaciones surgen cuan-
do se escoge coeficientes «; v 3; que incrementen el orden de un método. Una primera
restriccion fue dada por Dahlquist, quien mostré que no se puede extender de manera
arbitraria el orden de un MLM.

Teorema 7 (Primera Barrera de Dahlquist)
El orden p de una método lineal de r-pasos cero estable satisface las siguientes condi-
ciones

p<r+2, sirespar;
p<r+1, siresimpar; (3.94)
p<r,  sif./a. <0 (en particular si el método es explicito).

Los coeficientes para métodos tipo Adams y BDF se escogen de manera que se obten-
ga el maximo orden posible, pero un efecto de incrementar el orden, es que la region
de estabilidad absoluta R4 (3.76) se ve decrementada conforme éste crece. Para los
tipo Adams la reduccién es bastante trascendente en cuanto a que restringe conside-
rablemente la posible seleccion de k, como se pude constatar en las gréaficas 3.8 y 3.9,
mientras para los BDF la reduccion no es determinante (figura ), sin embargo como
ya habiamos mencionado, el maximo orden alcanzable conservando la cero estables es
p = 6. En general, para los MLM de r pasos, la reducciéon més drastica ocurre cuando
p =1+ 2, que son los convergentes de maximo orden posible, conocidos como métodos
Optimos.

29



s n5) i
1 1
15 15|
[ay = z 1 0 1 ()] 5 z 1 o 1
2 2

()

—
5
R
u
M
a
—
=N
=
[}
5]
a

Figura 3.8: En gris, regiones de estabilidad para métodos Adams-Bashforth de: (a)
2-pasos (b) 3-pasos (c) 4-pasos (d) 5-pasos

Definicién 11 (Método optimo)
Un método lineal de r pasos y cero estable es optimo, si es de orden r + 2

Teorema 8 R, en métodos optimos
Las regiones de estabilidad lineal R 4, en métodos optimos, o son vacias o no contiene
el eje real negativo.

Método Orden
Adams Explicito r
Adams Implicito | r + 1

Punto Medio 2
BDF r

Cuadro 3.9: Orden méaximo posible de un método lineal de r-pasos, que
encaje en alguna de las opciones aqui citadas.
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Figura 3.9: En gris, regiones de estabilidad para métodos Adams-Moulton
de: (a) 2-pasos (b) 3-pasos (c) 4-pasos (d) 5-pasos

El dltimo punto a comentar no esté relacionado en si mismo con el orden sino con
los efectos de tomar valores estimados de las y,4; con r > j > 1, cuando el método
es multipaso o implicito. La tabla 3.9 muestra que un método de orden mayor implica
por ende un método de mas pasos, el problema es que a priori no conocemos los valore
en las y,4; j = 0,1,...,r — 1 posiciones anteriores, asi que se requiere estimar dichos
valores, es decir

Yntj = Y(tnyj) +err; conj=0,1,...,r—1
donde err es la perturbaciéon al valor real. En el caso de un método implicito sera
necesario ademés resolver en cada paso el sistema, generalmente no lineal, de ecuaciones

Ynsr = kBr f(Ynirs tusr) + 9 (3.95)

Una opcion para resolver (3.95), es usar iteraciones de punto fijo. Del teorema 106, citado
en el apéndice C.2, la solucion de (3.95) puede ser aproximada por la iteracion

yih = kB f (i tuin) +9 v =0,1,. (3.96)

siempre que exista una constante de Lipschitz M, tal que 0 < M < 1. Si L es la
constante de Lipschitz de f con respecto a y, entonces tomaremos M = k|G,|L, y la

iteracion (3.96) convergera para
1

<
18, |L
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Si el sistema no es rigido, bastara con dar estimaciones suficientemente buenas
para que no haya repercusiones en la conducta del método, pues se puede considerar
Unt; = Y(tny;) v el tamano de paso para el caso implicito, sera restringido por la
necesidad de exactitud y no por la desigualdad (3.97). Por el contrario. si el sistema es
rigido esas primeras predicciones pueden situarnos en otra soluciéon totalmente diferente,
como se puede apreciarse en la grafica (4.1) del ejemplo 26 en el capitulo 6 y cominmente
L > 1 asi que la restriccion sobre el tamafnio de paso impuesta por (3.97) puede ser
muy severa.

3.5.3. Runge-Kutta (RK)

Los métodos RK, cuya forma general es dada en (3.33), son de 1 paso lo cual es
idoneo cuando se pretende cambiar el tamano de paso k y a diferencia de lo ocurrido
con los MLM explicitos, los RK explicitos presentan cierto incremento en su region
de estabilidad conforme se incrementa su orden (Figura 3.10). No por nada, son los
métodos utilizados como primera opcién para

Figura 3.10: Regiones de estabilidad para algunos métodos Runge-Kutta
explicitos. Para p < 4, s = p y las R(z) son las usuales. Con p = 5, R(z) =
1+2z+322 4+ 32° + 528 4+ 1352° + 52 v s = 6.

resolver algin sistema de ecuaciones de la forma (3.1) en las distintas implementaciones
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encontradas en software numérico como Mathematica, Matlab o Maple. El criterio para
determinar el orden p de un RK con p = 1,2, 3,4 es el siguiente

Teorema 9 (Criterios hasta orden 4) Un método numérico RK serd de:

orden 1 s E b;=1
orden 2 si ES bic; = L
i v T 2
‘ ~ 5, 1 1
orden 3 si Ei bic; = 3 %j biaijc; = 6
. ~ 5 1 1
orden 4 si EZ bici = 7 Eij biciaijc; = ¢
1 1
2 o —
%j biaijc; = - ;jk biajjajicy = By

Sin embargo vale la pena tener en mente ciertos detalles, sobre todo si se pretende
implementar un RK adecuado a las caracteristicas de nuestro problema.
Lo primero es no dejarnos deslumbrar de manera ingenua por las mejoras que presenta
un mayor orden en los RK, en particular de los RK explicitos que conservan un costo
computacional muy bajo comparados con los esquema implicitos. Ya Butcher obtuvo
varias condiciones para el orden en los RK explicitos, tres de las cuales se citan en los
teoremas 10 y 11.

Teorema 10 (Orden Mdzimo para RK explicito)
Un método Runge-Kutta explicito de s-etapas no puede ser de orden mayor a s.

Teorema 11 (Condiciones de Butcher).

= Para p > 5, no existe método Runge-Kutta explicito de orden p y s etapas, tal que

s = p.
» Para p > 8, no existe método Runge-Kutta explicito de orden p y s etapas, tal que
s=p+ 2.

Hairer menciona'” que los RK explicitos de maximo orden construidos son de p = 10, y
que parecen necesitar al menos 17 etapas. Entonces para incrementar el orden del mé-
todo hay que incrementar el nimero de etapas y en consecuencia, el niimero de célculos
necesitados para las funciones de evaluacion [/; se ve incrementando dréasticamente, no
asi su region de estabilidad o exactitud. De esta manera el aumento de orden, conlleva
el riesgo de que lo ganado en cuanto a exactitud y tamano de k, se pierda e inclusive
resulte contraproducente, tanto por el costo computacional que implica el calculo exce-
sivo de funciones, como por el error inherente a cada célculo, que se va acumulando, en
especial si las magnitudes de las cantidades manejadas muestran una gran diferencia,

1"Referencia [13] pagina 179
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como es el caso para el modelo Beeler-Reuter (véase tabla 2.6 y figura 2.7). Es por esto
que no se suelen implementar RK de orden mayor a 5 para software genérico, sobre
todo el pensado a ejecutarse en una computadora personal; Matlab usa ode4b que como
mencionamos es equivalente a DOPRI5(4) y ode23 esta basado en el método Bogacki-
Shampine 3(2) (tabla 3.10), mientras Mathematica implementa un esquema de orden
ajustable que va de RK2(1) a RK9(8), sin embargo en la practica no suele ir méas alla
de RK5(4).

0
1/2 | 1/2
3/4| 0 3/4

1 | 2/9 1/3 4/9
0 | 2/9 1/3 4/9 0
0 |7/24 1/4 1/3 1/8

Cuadro 3.10: Tabla de Butcher para el método Bogacki-Shampine 3(2) (BS3(2))

Ejemplo 25 .

Un ejemplo de como la sobrecarga de cdlculos y de mayor exactitud resulta muy
costosa, lo obtenemos al comparar los resultados de resolver el modelo de Beeler-Reuter
con ode}5 y ode23. En ambos casos los resultados son prdcticamente idénticos (figura
3.11) pero ode23 utiliza menos de la tercera parte de los pasos empleados por ode45
(tabla 3.11),ademds de un nimero de evaluaciones mucho menor pues ode23 es de 4
etapas (tabla 3.10) contra las siete etapas de ode45 (tabla 3.6). Lo anterior contrasta
con el hecho de que la region de estabilidad para un RK5 es mds del doble que la de un
RK2 como podemos apreciar de la figura 5.10, sin embargo es congruente con lo que
habiamos dicho en el capitulo 4, donde concluimos que el paso dptimo con ode4d era k
= 0.041,en cuyo caso el numero de pasos es similar.

Método | Paso £ | Num. Pasos | tiempo (s)
odedb variable 35,272 3.17
ode45 0.041 12,196 3.11
ode23 variable 11,654 1.87

Cuadro 3.11: Namero de pasos y tiempos utilizados al resolver Beeler-Reuter
en Matlab

La tabla (3.12) muestra el ntimero de pasos utilizados al resolver los modelos elec-
trifisiologicos expuestos en el capitulo 2 ahora con ode23. Como se pude apreciar en
todos los casos ode23 da mejores resultados que ode45, esto como consecuencia de que
los modelos solo presentan una rigidez media.
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Figura 3.11: Potencial de Accién obtenido con ode4b y ode23

Ntamero de Pasos | Tiempo (seg.)
ode23 \ ode45 ode23 \ ode4d

Noble 2654 8012 0.1654 | 0.2642
Beeler-Reuter 11654 35272 1.87 3.17
Capelle-Durrer | 375 1088 0.035 0.05

Modelo

Cuadro 3.12: Namero de paso utilizados con ode23 y ode4b.

Lo que hemos dicho no quiere decir que los esquemas RK con p > 5 no deban
ser utilizados, sino que se debe, en la medida de lo posible, asegurar que su uso es
justificado. Un ejemplo un método de orden 7 el cual es frecuentemente usado para
céalculos de alta precision es el Fridberg7(8).

Otra circunstancia a tener en cuenta es que la estimacion del error de manera directa
es muy costosa. Una forma ampliamente difundida para sortear tal dificultad al usar
un método explicito y que mencionamos en la seccion (3.2.2), es la implementacion de
los esquemas acoplados. cuya tabla de Butcher esta dada en 3.2, de tal manera que

Yn+1 = Y + h(brily + bsly) (3.98)

es de orden p y ) )
gn-f—l = Yn + h<b1l1 + bsls) (399)

tiene orden p. Su forma RKp(p) se lee como: “El orden de la funciéon y,4q es p y el
orden de la funcién estimadora del error ¢,,1 es p”. Cuando un tamano de paso k ha
sido escogido, el programa calcula dos soluciones 4,11 y ¥,+1. entonces una estimacion
del error para el resultado menos preciso es y,.+1 — yns1. Existen distintos criterios para
determinar el paso 6ptimo. Dos de los mas comunes y cuya forma remembra las formas
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utilizadas en Matlab y Mathematica son los siguientes. Considerando que el error por
componente satisfaga

[Yns1)i — Yty < ¢ se; = Atoly + max(|yn|, |Un|) - Rtol

donde Atol y Rtol son las tolerancia para el error absoluto y relativo. Como una medida
del error entonces se puede tomar

1 = n i An % 2
err ==Y (y< Ui — Ynt) ) (3.100)

n < SC;
=1

y el paso o6ptimo tedrico, tomando ¢ = min(p,p) es

1 1/(g+1)
kopt =k (_)
err

La otra forma es una variante de la anterior, es usando el vector de coeficientes £ =
[b1 — b1, ..., bs — bs]T, v define el error como

err = k i E;l;
i=1

entonces el nuevo paso propuesto estaréd dado como

Tol 1/(g+1)
kn+1 = kn <—0)
lerr|

donde la norma ||err|| puede ser de la forma (3.100) y Tol es la tolerancia. Una vez que
se obtuvo el nuevo paso, este es probado y si el error con este nuevo paso cumple que
errny1 < Tol,.1 el paso es aceptado.

Por ultimo, en caso de un RK implicito, no podemos evaluar las [; sucesivamente,
ya que (3.33) constituye un sistema de ecuaciones implicitas a resolver, para la determi-
nacion de /;. Para métodos RK diagonalmente implicitos (condicién 3.37) se tiene que
resolver s sistemas desacoplados cada uno de dimension m. Para RK completamente
implicitos (condicion 3.38) s-n indeterminadas (I;,i = 1,. .., s; cada una de dimension
m) tienen que ser determinadas simultdneamente. Para asegurar que tales sistemas de
ecuaciones implicitas tengan soluciéon se debe cumplir una restricciéon sobre el tamano
de paso, como lo indica el teorema (12).

Teorema 12 Sea f : R x R — R, (5.1) continua y que satisface la condicion de
Lipschitz (3.6) con constante L (con respecto a y). Si
1

k<
Lmaz; . |ail

(3.101)

entonces la solucion de (3.53) existe, es unica y puede ser aproximada mediante itera-
CLOMES.

Si el sistema es rigido una L > 1 es muy factible y la restriccion (3.101) es fatal. En la
practica, a diferencia de lo ocurrido para MLM, no suele implementarse un mecanismo
de iteraciones para aproximar la solucién y no se debe utilizar un RK implicito en
sistemas no rigidos.
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3.6. Seleccién del paso

De lo mencionado hasta ahora, se resume que el tamano de paso k estaré restringido
por las necesidades de exactitud (precision) y estabilidad de la siguiente manera:

1. El paso k debe tal que el error local de truncamiento sea aceptablemente pequeno.
Entonces teéricamente se tiene una restricciéon de la forma k < kepqe, donde kepqc
esté sujeta a lo siguientes factores:

= El método utilizado, de lo cual dependera la expansion para el error local de
truncamiento.

» Cuan suave y sensible a perturbaciones es la solucion.

= La exactitud deseada.

2. El paso k debe ser convenientemente pequeno para que el método sea absoluta-
mente estable sobre el problema en particular. Esto da una restriccion de la forma
k < kesiap que depende de la magnitud y localizacion de los valores propios de la
matriz Jacobiana J = (9f/0dy).

Por lo regular esperamos que sean las consideraciones de exactitud las determinan-
tes del tamano del paso, es decir kegap > Kezae- De esta manera para un método y
problema dados, se requiere escoger una k, tal que el error local en cada paso es lo
suficientemente pequeno como para producir un error acumulado que no sobrepasa la
tolerancia especificada, asumiendo algin crecimiento “razonable” del error. Si por el
contrario, las consideraciones de estabilidad son las que fuerzan la utilizaciéon de un
k muy pequeno antes que las limitantes para satisfacer un error local de truncamien-
to adecuado, entonces el método empleado probablemente no es el 6ptimo para ese
problema particular.
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Capitulo 4

Rigidez (Stiffnes)

En la seccion (3.5) del capitulo anterior mencionamos el hecho de que todo método
numérico calcula una aproximaciéon a la solucion real, y que una de las condiciones
que restringe el tamano de paso k, es el hecho de mantener dentro de una vecindad
de la solucién exacta, la solucion calculada por el método, siendo la estimacion del
error cometido quien actiia como medida de distanciamiento con respecto a la soluciéon
correcta y la tolerancia ( Tol) el radio de esta vecindad. Sin embargo hay un sin nimero
de sistemas de ecuaciones diferenciales donde el error local de truncamiento elt(k),
para un paso k, cumple elt(k) < Tol, sin embargo el error estimado es mayor que la
tolerancia, err(k) > Tol, y el método utilizado sigue haciendo méas pequeno el paso.

Esta subdivision anémala del tamano de paso se ha presentado en tres escenarios:

1. Secciones de la solucién con poca variacion requieren un gran ntmero de pasos.
Como ejemplo vea el modelo van Capelle-Durrer fig. (2.10).

2. Dos SiED con la misma solucién y resueltos con un mismo método numérico,
sujeto a idénticos valores en sus parametros (Tol, RelTol, AbsTol,...), presentan
costos computacionales totalmente diferentes.

3. Al resolver un mismo SiED con dos métodos distintos, se obtiene que el método
tedricamente con un menor espectro de efectividad da mucho mejores resultados,
como en el ejemplo 25.

Para adentrarnos en la discusion veamos el siguiente ejemplo ilustrativo

Ejemplo 26 Tomemos la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) con valor inicial
y = —25(y —cost) —sent  tr=0 y(0)=1 (4.1)

y la EDO
Yy = —sent to=20 y(0) =1 (4.2)

La solucion analitica a estos problema no presenta ninguna dificultad, siendo en ambos
casos

y(t) = cost (4.3)

Supongase que el problema tiene una vecindad de tolerancia tal, que mientras y, 1 €
[Y(tn41) —0.5,y(tn+1)+0.5] el paso k es aceptado, y consideremos un conjunto de valores
iniciales de la forma (y(t,) + d,t,) con |0] < 0.5 que representardn las perturbacion
sufridas por el cdlculo numérico.
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El primer problema (/.1) muestra una conducta ideal en lo respectivo a que cual-
quier perturbacion producida, se aprorima a cost erponencialmente, con una tasa de
decaimiento de -25, pero con el inconveniente de que la curva vecina sobre la cual se
sitia el sistema perturbado tiene una pendiente muy pronunciada y disimil a la de la
solucion real (fig. /.1), entonces el método se ve obligado a tomar un tamano de pa-
so pequeno para satisfacer las restricciones de esta solucion falsa hasta que finalmente
ambas curvas estan lo suficientemente cerca y sus pendientes son mds similares (fig.

4.2).

En el caso de la EDO (4.2) por el contrario, la perturbacion no se elimina, pero la
curva apocrifa sobre la cual se mueve el método, se conserva paralela a la curva exacta
(fig. 4.3) y dentro de la region de tolerancia, asi que el método se comporta como si
estuviera sobre la curva solucion verdadera y no se ve forzado a modificar el tamano de
paso.

La tabla (}.1) muestra como ode45 y ode23 son congruentes con los efectos de tales
perturbaciones.

y(t)

Figura 4.1: Soluciéon de 4.1 a distintos valores iniciales. Todas las soluciones
tienden a la solucion real.
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Figura 4.2: Forma de las curvas solucion obtenidas para ambas EDO, comparadas con
la obtenida por solucién analitica.
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Figura 4.3: Solucién de la EDO 4.2 con distintos valores iniciales. En todos
los casos las soluciones son paralelas.
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Funcion Numero de Pasos
EDO (4.1) \ EDO (4.2)
ode45 404 40
ode23 120 38
odelbs 55 40
ode23tb 30 52

Cuadro 4.1: Namero de paso utilizados al evaluar las EDO 4.1 y 4.2 con las
condiciones iniciales top = 0, y(0) = 1 y distintas funciones de Matlab

Para entender la conducta observada, primero obtenemos la solucién analtica de 4.1,
con la condicion inicial y(tg) = yo que en nuestro caso simula la perturbacion:

y(t) = e~ 20 (g — costy)) + cost (4.4)

Aunque la solucion 4.3 varia lentamente y pareceria que un tamano de paso ra-
zonablemente largo seria lo normal, el termino e=2°(=%)(y; — cos(ty)) conocido como
transitorio, que no se encuentra en la soluciéon exacta pero si en la perturbada, contami-
na el valor calculado por el método numérico en cada paso. En el caso de 4.1, A = —25
y para mantener la estabilidad lineal, debemos asegurar que el tamano de paso k es
suficientemente pequeno y cumpla —25k € R4, evidenciandose la repercusion de este
hecho si el método que estamos usando tiene una region de estabilidad absoluta finita.

4.1. Definiendo la rigidez

La definicion de rigidez atin no se ha dado con un formalismo matemético adecuado,
sin embargo ya se cuentan con con diversas definiciones pragmaticas y caracterizaciones
para ésta situacion.

Tomando en cuenta que la primera opcién para resolver un SiED es la aplicacion de
un método explicito, tomaremos como definicion la dada por Lambert en [21].

Definicion 12 Rigidez
St un método numérico con una region de estabilidad absoluta finita, aplicado a un
sistema de ecuaciones con condiciones iniciales, es forzado a usar en un cierto intervalo
de integracion un tamano de paso el cual es excesivamente pequeno en relacion a la
suavidad de la solucion exacta en ese intervalo, entonces se dice que el sistema es
rigido en ese intervalo.

Dentro de las caracterizaciones hay tres de particular importancia por su repercusion
tanto tedrica como practica. La primera nos dice que:

Caracterizacion 1 La rigidez ocurre cuando son los requerimientos de estabilidad y no
los de exactitud los que restringen la longitud del tamano de paso usado por el método.
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La segunda caracterizacion hace uso de lo que se conoce como razon de rigidez, y
que se define de la siguiente manera

max |\
_ maz | (4.5)
min |\ |
Caracterizacion 2 En un sistema rigido con Re\; <01 =1,...,n, se presentan las
siguientes condiciones
G>0 (4.6)
maz|Re);| > min|Re;| (4.7)

Esta caracterizacion era comin encontrarla anteriormente como la definicién formal de
rigidez. El siguiente ejemplo ilustra un caso donde las condiciones 4.6 y 4.7 se cumplen
pero el sistema no es rigido.

Ejemplo 27 Sea el sistema dado por

z(t) = —2x + y + 2sen(t)
y(t)" = —.19999z + 0.09999y + 0.999(sen(t) — cos(t)) (4.8)

y las condiciones iniciales

La matriz del sistema es
A 2 1
— \—.19999 0.09999

y sus valores propios son A\ = —1.9 y Ay & —0.0000053, por lo tanto su razon de rigidez
es G = 35849. Al resolver este sistema con tres esquema numéricos distintos obtenemos
los siguientes resultados

Método | Num. Pasos | tiempo (s)
ode45 69 0.0024
ode23 29 0.0021
odelbs 36 0.0068

Cuadro 4.2: Ntmero de pasos y tiempos utilizados al resolver el sistema 4.8

El ntimero de pasos utilizado por odelb no es sustancialmente més pequeno que el
empleado por o oded) y si es peor que el de ode23, pero el tiempo empleado por odelbs
si es mayor que en los otros dos casos, luego el sistema no presenta rigidez.

Caracterizacion 3 La rigidez se presenta cuando la matriz Jacobiana J de f(t,y)
(J = 0f/0y), tiene un radio espectral p(J) > 1 o es mal condicionada *.

'En el Apéndice C se dan las definiciones de mal condicionado (definicion 28) y radio espectral
(definicion 29). No debe confundirse el radio espectral p(J) con el primer polinomio caracteristico

p(C).
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Un ejemplo muy sencillo donde el criterio anterior falla se da a continuacién:

Ejemplo 28 Supongase que tenemos un SiEDO cuya matriz del sistema o su lineali-
zacion -la cual es topologicamente equivalente al sistema original- toma la forma

El nimero de condicion es k(A) = |1/e|, y como € < 1, entonces k(A) > 1, es
decir, la matriz es mal condicionada y por lo tanto el sistema deberia ser rigido, sin
embargo un sistema que presente tal matriz A es desacoplado, cada ecuacion se resuelve
de manera independiente y no presenta de ninguna manera la mds minima rigidez. Al
considerar las EDO y, = —y; y yy = —€ys por separado queda claro que la razdn de
rigidez para ambas es G = 1.

Las ultimas dos caracterizaciones tienen una relacion muy estrecha pues en la norma
Lo, K(A) = |Amazl/|Amin| = G. Ademas, de la caracterizacion 2 se infiere que esperamos
un A muy grande, y como los métodos explicitos lineales multipaso y Runge-Kutta,
segln vimos en la seccion 3.4, presentan regiones de estabilidad (R 4) pequenias, enton-
ces Ak € R4 se cumplird solamente con 0 < k£ < 1 y por lo tanto los requerimientos
de estabilidad (Ak € 2Ry4), antes que los de exactitud seran quienes limiten el tamano,
asf de la caracterizacion 1 se infiere porque un método explicito no es indicado para la
soluciéon de un problema rigido.

Lo anterior puede llevarnos a inferir incorrectamente que el uso de un método im-
plicito, es la solucién inmediata a todo problema que presente rigidez. Para ver cuan
falso es lo anterior y mostrar porque caracterizaciones de la rigidez, como las anteriores,
donde esta involucrada la obtencion de los valores propios, han cobrado importancia,
aun cuando en la parte final de la secciéon 3.4 del capitulo 3 dijimos que no se utilizan
los valores propios para establecer el tamano de paso k, utilizaremos el modelo de Noble
-seccion 2.1-.

Para Noble, en el intervalo de tiempo [300 700], resulta evidente que con el método
explicito utilizado (ode45) se manifiesta rigidez (comparese figuras 2.3 y 2.4), hecho
que se soluciona usando un método implicito (odel5) como lo dejan claro los resultados
numéricos obtenidos (tabla 2.3), pero en los intervalos [0 220] y [750 770] el tamafio de
paso usado por ode23 e inclusive ode4b, se justifica por las condiciones de la soluciéon
del problema y no es necesario el uso del método implicito, como lo demuestran los
resultados de calcular los tiempos empleados por ode23 y odelbs en estos intervalos
(tabla 4.3) donde ode23 da mejores tiempos, no obstante nosotros pasamos por alto
éste ultimo hecho y en todo el intervalo utilizamos odel5, con bastante éxito.

Ahora supéngase que tenemos un modelo electrofisiolégico de condiciones similares,
en cuanto a su complejidad, al modelo Difrancesco-Noble -seccion D- y pretendemos
proceder de la misma manera que aqui se hizo para resolver los modelos anteriores. Si
uno ve el modelo Difrancesco-Noble cuyo sistema de ecuaciones diferenciales no tiene
menos de 15 expresiones y la relacion entre las distintas variables participante es su-
mamente intrincada, puede darse una idea de que el costo que implica usar un método
implicito donde no se requiere, puede ser considerable. Como cada vez son més comunes
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ode23 odelbs
tiempo | pasos | tiempo | pasos
Beeler-Reuter | [10 18] 0468 | 239 | .0546 | 101
[0 220] .0610 595 | 0.0652 | 145
[750 770] | .0063 58 .0246 54

Modelo Intervalo

Noble

Cuadro 4.3: Tiempos y pasos utilizados en distintos intervalos, por el modelo
de Beeler-Reuter y Noble.

los SiIEDQO’s de dimension grande que presentan zonas con y sin rigidez, se han imple-
mentado sistemas hibridos, capaces de modificar el método empleado ante la presencia
de rigidez o la ausencia de ella. Algunas de las formas de decidir cuando hacer el cam-
bio, son las mencionadas en las dos ultimas caracterizaciones, ya sea porque calculen
directamente los valores propios cuando la matriz del sistema no es muy grande, los
estimen o establezcan cotas. Codigos como Mathematica hacen uso de la estimacion del
valor propio maximo cuando la matriz no es grande, es decir n < 32 o establecen cotas
para el radio espectral o el valor propio dominante.

Resumiendo nos enfrentamos a que también los métodos implicitos adolecen de
fallas, que se resumen en:

= Suelen ser computacionalmente costosos.
= No todos presentan amplias regiones de estabilidad, véase por ejemplo las regiones
de los métodos Adams-Moulton (fig. 3.9).

Para evadir el primero de los inconvenientes se recurre a la optimizaciéon numérica.
Sin entrar en detalles, recordemos que en la seccién 3.5 vimos que el método de iteracion
de punto fijo no es aplicable para métodos implicitos, pues las restricciones al tamano
de paso impuestas por las expresiones, 3.97 para MLM y 3.101 para RK, son muy
fuertes. Una forma de sortear tal dificultad, es usar iteraciéon de Newton ? o iteracién
de Newton Modificada. En cualquier caso se involucra la descomposicién matricial (por
ejemplo descomposicion LU) y el célculo de matrices inversas o sus estimaciones, lo cual
es computacionalmente muy costoso.

La segunda restriccion si es de nuestro interés y ya ha recibido la atencién debida
desde hace tiempo. Si uno consulta cualquiera de las bibliografias aqui citadas sobre
métodos numéricos u otras, vera que una buena parte de la discusion se centra en definir
y determinar bajo qué condiciones los métodos cumplen ciertas condiciones de estabi-
lidad. Antes de ver otros criterios sobre estabilidad, puntualizaremos las condiciones
generales que presentan los SIEDQO’s que queremos resolver, qué implica la rigidez y las
consideraciones minimas a tomar en cuenta para obtener buenos resultados.

2Al lector interesado se le recomienda ver el capitulo 8 en [14], seccién 6.5 en [21] y el libro de
Wright and Nocedal, Numerical Optimization, 2nd ed., Springer, 2006.
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4.2. Consideraciones Clasicas

Los problemas aqui considerados o son lineales o su linealizacién es una buena
representacion (localmente) de la conducta del sistema a resolver, por lo tanto puede
ser visto de la forma

y' = Ay + (1) (4.9)
donde y, ¢ € R", yA una matriz constante de n xn con valores propios \; € C, asumidos
distintos y correspondientes vectores propios v; € C, i« = 1,2,...,n. La matriz A no

tiene porque ser ser constante a lo largo del tiempo. La solucién general de 4.9 toma la
forma

y(t) = XL cjexp(Ajt)v; + ()

Las ¢; son constantes arbitrarias y ¢(¢) es una integral particular. Se asume que Re A <
0, por lo tanto exp(\;t)v; es decreciente. Si A € R exp(A;t)v; decrece mondtonamente, si
Im X # 0 entonces decrece de manera sinusoidal. A X5, cjexp(A;t)v; se le conoce como
solucion transitoria. Si |Re A;| es grande entonces el respectivo termino cjexp(A;t)v; es
llamado transitorio rapido y decrecera rapidamente, si |Re \;| es pequetlo el respectivo
termino c;exp(A;t)v; es llamado transitorio lento y decrecera lentamente.

Lo que lleva a considerar de manera relevante los valores propios del sistema, es
porque en los sistemas con solucién analitica conocida, se ha mostrado que aun cuando
en esta muchas veces los transitorios ya no se presentan o su presencia esté muy bien
localizada en tiempo pequenos, en el esquema perturbado su presencia sigue siendo de-
finitoria y en consecuencia la soluciéon numérica se sigue viendo contaminada por éstos.
El efecto causado en el método numérico por los transitorios no suele ser significativo
si todos los valores propios son de magnitudes similares, pero como ya dijimos en las
caracterizaciones de rigidez, si hay mucha disparidad entre su tamano y hay algunos
muy grandes, la presencia del transitorio se hara notar. Recapitulando, en los sistemas
rigidos se espera

» G y A muy grandes

» constante de Lipchitz L muy grande, puesto que

L = supl|0f /0y|| = max|\|

= Matriz A mal condicionada
y en consecuencia, por lo dicho desde el capitulo 2 hasta ahora, si queremos que un
método afronte adecuadamente tales condiciones, debemos pedirle:
= No presentar limitaciones en la seleccién del paso por cuestiones de estabilidad,
es decir, su region de estabilidad debe ser amplia.
= Preferiblemente ser de orden p > 2, para que la restricciéon al tamano de paso por
cuestiones de exactitud sea menor .

4.3. Estabilidad

Dentro de las definiciones mas generales, para diferenciar a un método que cumpla
con la condiciéon de no imponer restricciones sobre el tamano de paso por cuestiones de
estabilidad tenemos la de A-estabilidad y A(a)-estable (figura 4.4).
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Definicién 13 (A-estable)
Un método es A-estable si su region de estabilidad absoluta R4 contiene la parte iz-
quierda del plano complejo en su totalizad, es decir, si

Ry 2{z€C: Re(z) <0} (4.10)

Sin embargo pedir que un método sea A-estable puede resultar una restriccion muy
fuerte, tomando en cuenta que hay una gran variedad de problemas en que los valores
propios tiene parte real mucho menor que cero y se encuentra cerca del eje real. Luego
para tales problemas no es necesario pedir que todo la parte izquierda del plano complejo
sea region de estabilidad.

Definicion 14 (A (a)-estable) Un método es A(a)-estable, con 0 < o < /2, si su
region de estabilidad R4 cumple

Ru 2 {z:|arg(—2)| < a;z #0} (4.11)

otros conceptos de estabilidad de menor relevancia han sido dados, uno de ellos es el
de Stiff-estabilidad, dado por Gear(1971).

Definicion 15 (“Stiff” estable)
Un método es rigidamente estable (“Stiff” estable), si su region de estabilidad R4,
cumple

Ra 2D UD,
donde
Dy = {z€C |Rez < —a}
Dy = {z€eC|—-a<Rez<0y|Imz| <c}
con a,b e RT.

v

o
=

an : N uml

Figura 4.4: Regiones de estabilidad (R 4) minimas que debe cubrir un mé-
todo para ser: I) A-estable, II) A(«)-estable y III) Stiff-estable.
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4.3.1. Meétodos lineales multipaso implicitos(MLM)

Los métodos lineales multipaso implicitos construidos de la manera clésica®, salvo
por el caso de los BDF, no son capaces de satisfacer la A-estabilidad o A(«)-estabilidad,
recuérdese que ademas de tener que estimar el valor de las y; en r-1 posiciones previas
(si el método es de r pasos), su region de estabilidad decrece conforme se aumenta el
orden (véase la seccion 3.5.2).

3Se recomienda ver el capitulo II1.1 de [13].
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Figura 4.5: En gris, regiones de estabilidad para los métodos BDF de r pasos.
A)r=1,B)r=2C)r=3,D)r=4,E)r=5F)r=6.

Dahlquist determiné cual es el méximo orden que puede tener un MLM para seguir
siendo A-estable. Ese resultado es conocido como la Sequnda barrera de Dahlquist.

Teorema 13 (Segunda Barrera de Dahlquist)
Un método lineal multipaso A-estable no puede ser de orden p mayor a 2.

Se han dado diversas soluciones para afrontar este problema, el lector interesado
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puede consular Hairer and Wanner [14], capitulos V.2, V.3 y V.4, sin embargo estos
esquemas no suelen implementarse para uso general en la resoluciéon de SiEDO’s.

4.3.1.1. Meétodos BDF

Estos métodos son relevantes en la soluciéon de problemas rigidos debido a que tie-

nen regiones de estabilidad muy amplias y su orden p puede llegara hasta 6 lo cual es
bastante bueno y aunque no son A-estables para p > 3 (segunda Barrera de Dalquist)
si entran dentro de los A(«)-estables y por eso en muchas implementaciones son la
primera opcién para manejar los SIEDO rigidos. Muestra de la importancia que siguen
teniendo estos esquemas numeéricos, la da el programa opencell*, el cual esta disefiado
para resolver SiEDQO’s que modelan diversas funciones de las células y el cual imple-
menta BDF1-5 (esquema de orden y tamano de paso variables, usando métodos BDF)
como la opcioén para resolver los sistemas rigidos.
Un detalle que me parece importante mencionar, a sazéon de los errores en que se puede
incurrir cuando uno se basa demasiado en la grafica para decidir la correctez de un
resultado, es el hecho de que el BDF de paso r = 3, en la figura 4.5 y en muchas otras
referencias, a primera vista parece ser A-estable, pero no es asi, como se pude constatar
de ver con cuidado la figura 3.4 de la seccion 3.4.1. Para todo punto x en los intervalos
(0.21,1.93i) y (-1.93i,-0.2i) se puede dar una vecindad de radio epsilon (Vi(x)) tal que
Vi(x) NR4 gprs = Dy € > 0, por lo tanto existen —e + iz &€ R4 pprs y BDF3 no es
A-estable. -

4.3.2. Meétodos RK implicitos

La contraindicacion més fuerte para estos métodos es su alto costo de implemen-
tacion aun en el caso ser semi-implicito (3.37), por lo cual su uso queda reservado
casi exclusivamente a solucionar sistemas rigidos. Para determinar si un método RK
implicito es A-estable se puede usar el siguiente criterio®:

Teorema 14 (Criterio de A-estabilidad)
Un método RK implicito con funcion de estabilidad R(z) de la forma 3.86, es A-
estable si y solo si

|R(iy)| <1 para todoy € R (4.12)

R(z) es analitica para Rez <0 (4.13)

Para los métodos RK implicitos (métodos de un paso), puede ocurrir que aun cuando
el método sea A-estable, al resolver el sistema se presente un comportamiento conocido
como error oscilatorio decreciente (damped oscillating error). Para ver como este error
se manifiesta veamos el siguiente ejemplo

4Se obtiene gratis en http://www.cellml.org

5Otros criterios faciles de aplicar se pueden encontrar en el capitulo 3, secciéon 35 del Butcher [3]
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Ejemplo 29 Sea la EDO con condiciones iniciales’
y'(t) = —2000(y(t) — cost) y(0)=0 0<t<15 (4.14)
cuya solucion exacta es

—20002 exp 29 +-2000(sen t + 2000 cos t)
1 + 20002

y(t) =

Al resolver 4.1/ mediante el método del trapecio, la solucion obtenida oscila por abajo
y por arriba de la solucion real, disminuyendo la amplitud de las oscilaciones conforme
se avanza en el tiempo; pero si usamos Fuler implicito la solucion obtenida es idéntica
a la solucion real y no presenta oscilaciones. Véase la figura 4.6.

*  Euler implicito
—6— Trapecio
Analitica

0.2

E il

0 0.5 1 1.5

Figura 4.6: Ejemplificacion del error de oscilacion decreciente al que son
propensos los métodos A-estables no L-estables y que no suele presentarse
en un método L-estable. Aqui el método A-estable es el del Trapecio y L-
estable Euler Implicito.

Esta conducta oscilatoria puede resultar muy nociva, pues en un sistema rigido la
solucion numérica nuevamente se esta posicionando sobre curvas solucion muy diferentes
de la exacta, y de manera similar a lo mencionado en el ejemplo 26, en el mejor de casos
volveremos a requerir de un tamano de paso muy pequeno. Si pretendemos mitigar el
efecto de la oscilacion, no ganamos gran cosa, pues hay que restringir mucho el tamano
de paso. Si en el codigo E.7.2 dado para el ejemplo 29, se cambia el valor de k a 1.5/160
la oscilacion sera despreciable salvo en el inicio, pero a un costo de tomar un tamano de
paso k ~ .0093. En el caso de Euler Implicito salvo en el inicio, el paso k = 1.5/20 = .075
es mas que suficiente.

6Codigo para este ejemplo en el apéndice E.7.2.
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Para distinguir los métodos que producen un error oscilatorio decreciente de los que
no, se definié otro criterio de estabilidad conocido como L-estabilidad.

Definicion 16 (L-estable)
Un método de un paso se dice L-estable si es A-estable y ademds su funcion de
estabilidad R(z) cumple
lim R(z) =0 (4.15)

Z—00

El método del Trapecio tiene como funcién de estabilidad

142z/2

Rp(z) = s (4.16)
mientras que Euler implicito tiene como funcién de estabilidad a
Rpr(z) = ! (4.17)
1—-2
de donde lim, o, Ry(z) = —1,ylim, .o, Rer(2) = 0, por lo tanto el método del Trapecio

es s6lo A-estable, mientras Euler Implicito es L-estable.
Un criterio muy sencillo pare ver si un RK implicito A-estable es L-estable se da en
el siguiente teorema

Teorema 15 (Criterio de L-estabilidad) Si un métodos RK implicito con A la matriz
de coeficientes a;; no singular, satisface una de las siguientes condiciones:

Ag5 = bj jzl,...,S (418)
a;1 — b1 izl,...,S (419)

entonces R(co) =0, es decir, el método es L-estable.

Sin embargo pese a que los métodos de un paso L-estables no presentan el error os-
cilatorio decreciente, al menos de una manera tan agobiante, no son la primera opciéon
para resolver los SiEDO’s y de manera cotidiana se prefiere el uso de métodos tnica-
mente A-estables, sobre todo si estamos pensando en un programa de uso genérico, por
lo siguiente:

= Al utilizar métodos L-estables esté latente la posibilidad de obtener una solucién

incorrecta, con la virtud de parecer correcta.
Evidentemente es preferible tomar més pasos para disminuir el error oscilatorio que
tener una solucion enganosa. En la siguiente seccion se aclara este punto.

82



4.3.2.1. Valores Propios con Parte Real Positiva

Aunque la L-estabilidad de un método evita el error de oscilaciéon decreciente, puede
conducir a otro error aun mas grave, cuando el sistema tiene algtin valor propio Re A > 0,
que queda contenido dentro de la region de estabilidad del método. El siguiente ejemplo
es tomado del Lambert [21] pag. 228, donde se explica a detalle, aqui nada méas citamos
los aspectos mas generales para evidenciar el fenémeno

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 4.7: Comportamiento creciente de las soluciones del sistema 4.20

Ejemplo 30 .
Tenemos el sistema
Ly 422 50.1 —42.1] [y 14(0) 1
2| = |-66.1 —58 58.1 2y 2y(0)| = |0 (4.20)
3y 26.1 421 -34 3y 39(0) 2
con solucion analitica
ly exp(0.1t)sen 8t + exp(—50t)
2yl = exp(0.1¢) cos 8t — exp(—50t) (4.21)
Sy exp(0.1t)(sen 8t + cos 8t) + exp(—50t)

El modo lento exp(0.1t) es creciente y estd multiplicado por una funcion seno o coseno
en todos los casos; el transitorio rapido exp(—50t) es decreciente y para t > 0.05 su
efecto es insignificante. Por lo tanto las soluciones son oscilatorias y crecientes como se
pude apreciar en la figura 4.7, sin embargo al resolver con Euler Implicito las soluciones
obtenidas son decrecientes. Contrario a lo que paso en el ejemplo 29, en este caso la
solucion adecuada se obtiene empleando el método del trapecio. La figura 4.8 muestra

la grifica para la primera componente 'y de 4.21, comparada con Euler Implicito y
Trapecio
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Figura 4.8: (a) El método Euler implicito (+) produce una solucion inco-
rrecta. (b) Método del Trapecio da la solucion correcta.

Para entender la razon por la cual falla Euler Implicito en la solucion de 4.20, hay
que ver los valores propios \; = —50, Ao = 0.1 + 8 y A3 = 0.1 — 8 de 4.20. La regiéon
de estabilidad para Euler Implicito (3.18) es todo de plano complejo, salvo el circulo
unitario con centro en 1 (figura 4.9), por lo tanto los valores propios A y A3 estan
dentro de su region de estabilidad (Ag, A3 € R A EI)-

Lo que no debemos olvidar es que las regiones de estabilidad en principio nos ga-
rantizan que los valores z de ahi tomados, no provocan un crecimiento en la solucion,
en realidad se espera provoquen una conducta decreciente del siguiente tipo

z2=Nk€Ry =y, — 0 comon — o0

circunstancia que se ve reflejada en la solucién obtenida para 'y por Euler Implicito
que en lugar de crecer, decrece.

La zona en que las soluciones se vuelven crecientes es la region de inestabilidad del
método, asi para lograr una solucién numérica creciente se debe dar £ < 1 tal que k3
y kA se encuentren dentro de la region de inestabilidad. Como el tamano de paso k se
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Figura 4.9: Region de estabilidad del método euler implicito

reduce para garantizar un error cometido por el método, no mayor a cierta tolerancia
(TOL), entonces tedricamente existe una TOL < 1 que induce una k muy pequena, con
la cual se obtiene una solucién numeérica correcta. No obstante lo anterior es totalmente
contraproducente, pues desde una perspectiva practica, ya en el capitulo 2 obtuvimos
de manera experimental que tamanos de paso muy pequenos conlleva errores de calculo,
ademas de incrementar considerablemente el costo computacional, y por otra parte en
la teoria de estabilidad lineal, la reduccion en el tamano de k tiene como objetivo meter
a todos los z = k); en la region de estabilidad, no de expulsarlos.

Para el método del Trapecio su 984 1 es s6lo la parte del plano complejo donde
Rez < 0 (fig. 4.10 ) y los valores propios A1, A3 caen en su region de inestabilidad, lo
cual es idoneo y lo peor que podriamos esperar es que la solucién numérica y analitica
no crezcan a la misma velocidad, situaciéon que no pasa en este caso y que por lo regular
no se presenta.

15
L0} . ; E
: REGION REGION
05" ]
00" DE,, DE i
~0.5F  ESTABILIDAD INESTABILIDAD ]
-1.0F ]
3 2 -l 0 1 2 3

Figura 4.10: Region de estabilidad del método del Trapecio
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Asi de la discusion anterior podemos decir los siguiente:

= Si se tienen una EDO o un SiEDO que presenta valores propios \;, tal que Re \; >
0 no se debe utilizar un método numérico cuya region de estabilidad contenga a
estos ;.

4.3.2.2. Método TR-BDF2

En situaciones donde hay certeza que los valores propios del sistema tienen parte
real negativa, puede ser mas conveniente usar un método L-estable. Euler implicito es
una opcion, desafortunadamente es de primer orden (p = 1), hecho que lo relega casi
a ser un método de pruebas. Una opciéon que encontramos en Matlab con el nombre
ode23th es el método DIRK -RK diagonalmente implicito- con dos etapas (s = 2) y de
segundo orden de exactitud p = 2. Su forma es

* k * *
yn+1 = yn + Z(f(yn+17 tn+1> + f(yn7 tn))
1

Yn+1 = §(4y;§+1 — Yn + kf(yn+1, tn+1))

La primera etapa es el método del Trapecio (3.19) aplicado sobre le tiempo k/2.
Entonces el método BDF de dos pasos (3.30) es aplicado a los datos y, e v ,; con
tamano de paso k/2 para obtener y,, 1. Una forma diferente de derivar este método se
puede encontrar en LeVeque [22], ejemplo 5.14, pagina 127.

En la tabla 4.1 se muestra como ode23tb puede dar mejores resultados que odelbs,
cuando el método es de una rigidez moderada.

4.4. Sistemas no Lineales

El anélisis de estabilidad que da sustento a los resultados citados en las precedentes
secciones, se basa en la linealizacion del sistema mediante su jacobiana J ~ df/0/y,
su posterior diagonalizacion y en que la nueva representacion del sistema asi obtenida
es topologicamente equivalente al sistema original 7. Desafortunadamente encontramos
que:

1. En general, atiin cuando se recalcule J de tiempo en tiempo, no siempre el sis-
tema obtenido representa correctamente, ni siquiera en un sentido cualitativo, el
comportamiento de la solucién.

2. Especialmente en problemas dimensionalmente grandes, la matriz que realiza la
transformacion (diagonalizacion) puede ser mal condicionada y con ello destruir
todas las buenas estimaciones que pudieran haber sido obtenidas.

La segunda indicaciéon vale la pena tenerla en cuenta como posible explicaciéon a
una mala obtenciéon de resultados, cuando todos los otras consideraciones pertinentes
ya han sido tomadas en cuenta. Por lo regular, sobre todo asumiendo que se estan
usando computadoras personales, se resuelven SIEDOS’s de no mas de 40 ecuaciones
diferenciales, lo cual esta muy lejos de ser dimensionalmente grande.

"Véase teorema 20 y 21 en el apéndice C
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La primera indicaciéon, por el contrario, es mas comin de lo que se piensa, sin
embargo se ha visto que en un gran ntmero de casos, los métodos numéricos clésicos
resuelven sin problemas el sistema no lineal, pues el cambio en el tamano de paso esta
sustentado fundamentalmente en consideraciones sobre el error cometido y no en los
valores propios. No olvidemos que la frase lo “resuelve bien” aplica siempre y cuando:

= El método sea el indicado para el SIEDO en cuestion.
» La implementacion (programacion) del método sea la correcta.

La seleccion del método es nuestra responsabilidad y he pretendido en este trabajo
marcar pautas que pudieran servir en la eleccion del método mas indicado. La buena
implementacion por lo regular la confiamos al software numérico que estamos emplean-

do.

En la teorfa general para la soluciéon numérica de sistemas no lineales, cotas del
error, condiciones de estabilidad, criterios fincados en los valores propios y otros resul-
tados dados para los sistemas lineales, no aplican y se debe reconstruir gran parte del
andamiaje teorico. Como ejemplo de este profundo cambio, recordemos que la condi-
cion fundamental que le pedimos a nuestros SIEDO es que fueran Lipschitz continuos
(capitulo 3, definicion 1) y se dieron un par de criterios (cotas) para el tamano de paso
k en funciéon de la constante de Lipschitz L (véase las desigualdades 3.97 y 3.101, en
el capitulo 3 ). En la teoria de métodos numéricos para SIEDO no lineales, la condi-
cion de que f(y,t) sea Lipschitz continuia resulta insuficiente, y en su lugar se define la
Lipschitz continuidad por un lado (one-sided Lipschitz condition)®, cuyas propiedades
distan considerablemente de las de Lipschitz continuidad. Podemos decir que la teoria
lineal es un caso particular de la teoria no lineal, no obstante ampliamente usada por
ser mucho més simple y permitir resolver correctamente un sin niimero de problemas.

Restrinjiendonos al caso de sistemas no lineales que si pueden ser resueltos de mane-
ra exitosa con métodos, cuyo marco teérico esta basado en considerar sistemas lineales ,
circunstancia esperada en los modelos de nuestro interés, entonces la falta de certidum-
bre en los valores propios si presenta inconvenientes, primero en cuanto a que perdemos
una forma relativamente facil de inferir caracteristicas cualitativas, que pudieran ayu-
darnos a tomar decisiones tanto del tipo de método mas indicado a utilizar, como si
la solucién obtenida es correcta. En segundo lugar perdemos la capacidad de emplear
sistemas sencillos con deteccion de rigidez, pues como ya hemos mencionado, muchas
veces se basan en criterios que involucran la estimacion del valor propio dominante del
sistema linealizado, o algtin otro concepto equivalente, como es el caso en Mathematica.

Un ejemplo ilustrativo de un sistema no lineal muy simple, donde los valores pro-
pios de la linealizaciéon no dicen nada certero de la conducta de la soluciones se da a
continuacion:

Ejemplo 31

8Para la teoria sobre sistemas no lineales puede consultar el tomo II de Hairer [14], o el capitulo 7
del Lambert [21].
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Para el sistema

—1 — 9cos? 6t + 6sen 12t 12 cos? 6t + 4.5sen 12t
12sen 26t + 4.5sen 12t —1 — 9 cos? 6t — 6sen 12t | 7

aunque la matriz depende del tiempo, lo valores propios son constantes,siendo estos
A = —1 y Xy = —10. Del valor de N\ y Ay podriamos inferir que la solucion deberia ser
decreciente, pero la solucion general de 4.22 es

(4.23)

y(t) = ¢ exp? {COS 6t + 2sen 61 4 ey expl? {Sen 6t — 2 cos 6t]
=c ,

2 cos 6t — sen 6t 2sen 6t + cos 6t

Esta solucion es oscilante, e independientemente de las ¢1 y o dadas, para un intervalo
de tiempo suficientemente grande las oscilaciones comenzardn a crecer cada vez mds.
Por lo tanto en este caso los valores propios no sirven como predictores de la conducta
del sistema. El caso ¢ = co = 1 se muestra en la figura 4.11.

100 -

50

,50 [

Figura 4.11: Gréficas de las ecuaciones solucion 4.23 con ¢; = ¢ = 1.

El caso anterior es una excepcién, lo comin es que si tenemos una matriz que
depende del tiempo, A(t), entonces los valores propios sean de la forma \;(¢). En estos
casos para determinar la matriz con coeficientes constantes y los respectivos valores
propios constantes, o se toma A(t) constante por partes, lo cual implica evaluar A(t;,),
con t;,; un tiempo en el intervalo donde se considerara A(t;,;) constante, y solo en
intervalos distintos la matriz A toma valores distintos; o se evalia A(t,), siendo t,
el tiempo en que se encuentre el método en ese momento, en cuyo caso A varia en
cada paso. Un ejemplo donde podemos ver este caso y que nuevamente la informacion
deducida a partir de los \; es incorrecta, se encuentra en el Lambert [21] pagina 77.
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Apéndice A

Conceptos Generales de Quimica y
Fisica

Definicién 17 Difusiéon Entenderemos por difusion al mezclado gradual de las par-
ticulas de un soluto S con las demdas particulas encontradas en la solucion acuosa en
virtud de sus propiedades cinéticas.

TIon Un ion se forma cuando a un atomo con el mismo niimero de protones y electrones,
se le adicionan o remueven electrones. Ejemplos:

atomo Na

ion Na™

atomo Cl

ion Cl™

11 protones
11 electrones

11 protones
10 electrones

17 protones
17 electrones

17 protones
18 electrones

atomo Ca

ion Ca?t

20 protones
20 electrones

20 protones
18 electrones

Definicion 18 Valencia del ton También llamada valencia electroquimica, es el ni-
mero de electrones que ha perdido o ganado un dtomo para transformarse en ion y toma
el signo de su carga. Se dan algunos ejemplos en la tabla A.1.

Definicion 19 Diferencia de Potencial La diferencia de potencial V' entre algunos
dos puntos i y f en un campo eléctrico FE es igual a la diferencia en energia potencial

Ion | Electrones | Valencia
K* | pierde uno 1
Ca?* | pierde dos 2
Cl™ | gana uno -1

Cuadro A.1: Valencia de algunos iones
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por unidad de carga, q, entre los dos puntos:

B
V:Vf—%:gz—/ E -ds
q A

donde V; y Vy son el potencial eléctrico en la posicion i y f respectivamente. De la inte-
gral de linea vemos que la diferencia de potencial es igual al trabajo por carga unitaria
que un agente externo debe efectuar para mover una carga de prueba de i a f, sin un
cambio de la energia cinética.

Definicion 20 Corriente eléctrica Tasa a la que fluye la carga q a través de una
superficie A por unidad de tiempo

Aq
Iprom = E (Al)
dq
I = — A2
o (A.2)

Definicion 21 Capacitor Es un arreglo de conductores separados por un aislador
(dieléctrico), usado para almacenar carga o introducir reactancia en un circuito de co-
rriente alterna.

Definicion 22 Capacitancia La capacitancia C de un capacitor se define como la
razon entre la magnitud de la carga q en cualquiera de los conductores y la magnitud
de la diferencia de potencial entre ellos

C = (A.3)

4
4

Definicion 23 Resistencia eléctrica La resistencia entre dos puntos de un conduc-
tor, se determina por aplicar un voltaje (diferencia de potencia) V entre esos dos puntos
y medir la corriente I resultante. La resistencia R es entonces

R=7

Sus unidades son el ohm, simbolo €.

Ley de la corriente de Kirchhoff La suma de las corrientes entrantes en alguna
uniéon de un circuito, debe ser igual a la suma de las corrientes que salen de esa union.

salen (A4)

Ientran

Ley de Ohm Establece que la corriente I fluyendo en un circuito, es directamente
proporcional al voltaje aplicado V' e inversamente proporcional a la resistencia R, esta
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ultima siendo independiente de la magnitud y polaridad de la diferencia de potencial
(V') aplicada.

1=+ (A.5)

Definicion 24 Conductancia
La conductancia se define como la inversa de la resistencia

1 I

G=_—=_—
R V

(A.6)

donde R es la resistencia. Su unidad son los siemens (S)
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Apéndice B

Modelos Celulares Base

B.1. Potencial de Inversion

Un potencial muy importante, es en el cual todas las fuerzas actuando sobre un ion
o un conjunto de ellos, para los cuales la membrana es permeable en ese momento, dan
como resultante una corriente eléctrica neta nula. A tal potencial se le conoce como
potencial de inversion (V,.) y en general, al ser la membrana celular permeable a varios
iones de diversas caracteristicas al mismo tiempo, un potencial de membrana donde la
corriente total es cero, no necesariamente implica una corriente nula para un ion en
particular.
El potencial de inversion tiene mas un caracter estimativo y es dependiente del modelo.
Su importancia reside entre otras cosas en los siguientes puntos:
= Esta relacionado con el potencial de equilibrio electro-quimico y ayuda a conocer
los gradientes de iones.
= Ser un indicador de a partir de qué voltaje se puede esperar una inversion en el
flujo del ion.
= Al compararlo con los resultados experimentales, orienta sobre a qué iones ha sido
mas permeable la membrana celular
Diversas expresiones matematicas se han dado para obtener este potencial, pero dos
de las més comunes y que se emplean en los modelos celulares del capitulo uno son:
potencial de Nernst y el potencial Goldman-Hodgkin-Katz.

B.1.1. Potencial de Nernst

Nernst partié de la forma mas sencilla en que se puede pensar en una membrana,
como permeable a un unico ion (fig. B.1).

Matematicamente la diferencia de potencial debida a un ion S a través de la mem-
brana celular, tiene la forma

By = Z_jl;l” ([[g]]) (B.1)

donde:
» R =8.314 J mol™! K7! es la constante universal de los gases.
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Membrana permeable a 5
pero no a s’

Interior Exterior

S<——F4—S
[S];=[S']; [Sle=[S]g

V; V

I a

Figura B.1: Permeabilidad a un tnico ion.

» T es la temperatura absoluta, aproximadamente 310 K (37 °C).

s zg es la valencia' del ion.

» I~ 96,485 C mol~! constante de Faraday

» [S];, [S]e son la concentracion intracelular y extracelular
y expresa la diferencia de potencial en la cual no hay flujo del ion S a través de la
membrana, es por esto que también se le conoce como potencial de equilibrio o po-
tencial de inversion de Nernst. Esta formulacion depende unicamente de la razon entre
las concentraciones del ion al cual la membrana es permeable, no contemplando otros
factores como la presencia de un campo eléctrico o la diferencia de presion.
Este potencial es ampliamente usado en modelos donde sélo se considera el gradiente
de concentracién como factor determinante en el movimiento de los iones y ha servido
como indicador de a que ion la membrana es méas permeable en un momento dado, por
ejemplo, una fibra muscular ventricular tiene un potencial de reposo sobre los -85 mV,
y el potencial de Nernst para el potasio que tiene valencia zx = 1, con los valores dados
en la tabla (B.1) es (Ex ~ —87.89 mV), lo cual refleja la alta permeabilidad de la fibra
ventricular a iones de potasio cerca del potencial de reposo.

. Concentaciones”

on intracelular (mM /L) | extracelular (mM/L)
Na* 10 140

K+ 145 5.4

Ca?* 0.00012 1.8

Cl- D 120

Mg?* 5.5 2.2

Cuadro B.1: Concentraciones aproximadas de los algunos
de los iones presentes en el fluido celular.

B.1.2. Potencial Goldman-Hodgkin-Katz

Dos elementos caracteristicos de este potencial, es la asunciéon de un campo eléctrico
constante y la permeabilidad al mismo tien9fo, a un conjunto de iones distintos. El flujo
de cada i6n se considera dado a través de un canal particular y controlado de manera
independiente por su propia relaciéon corriente-voltage.
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» P; = D;/L la permeabilidad de la membrana al ion j.

» D = (u;RT)/(|2;|F) la constante de difusion de Fick y u; es la movilidad del
ion, definida como la velocidad del ion bajo la influencia de un campo eléctrico
unitario constante.

= [ el grosor de la membrana.

] CZ y ¢ la concentracion interna y externa del ion j.

Los valores de R, T, F'y z, son los mismos que para la ecuacion de Nernst (B.1).
Por ejemplo, si tomamos los iones de K, Nat con 2 =1y Cl~ con z = —1, el potencial
de inversion se obtiene de resolver la ecuacion

RT <PCZ[Cl]e + Pg[KH); + PNa[Naﬂi)

V= -t
F "\ PalCI): + PelK . + PralNa™.

B.2. Modelo Hodgkin-Huxley (1952)

Alan Hodgkin y Andrew Huxley realizaron estudios sobre la propagaciéon de una

senal eléctrica (potencial de accion), a través de la superficie de la membrana de un
axon de calamar gigante.
Usando una técnica conocida como woltage clamp (fijacion de voltaje), y consideran-
do canales independientes para el flujo asociado a iones de potasio, sodio y a ciertas
alteraciones que experimentalmente se observaron, modelaron la membrana como un
circuito eléctrico formado por un capacitor y tres baterias con resistencia interna, que
corresponden a los canales de sodio, potasio y la corriente extra.

EIl.a T EK VL

Figura B.2: Circuito eléctrico para un segmento de axén de calamar

La corriente total en la membrana quedé expresada como la suma de las corrientes
ibnicas y la corriente debida a la capacitancia.

Ly = I+ Inog+ I + Ic, (B.3)
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Usando la ley de Ohm, las ecuaciones A.2, A.3, A.6 y asumiendo la capacitancia C,,
constante, la ecuacion anterior toma la forma

I, (t) = G (Vi — Eg) + Gno(Vin — Ena)
dv;,

+Gr(Vyy — V) + Cmd—t’” (B.4)
La conductancia del flujo extra (G) se considerd constante, mientras la conductancia
para el sodio (Gy,) y el potasio (G k), es expresada como el producto de la conductancia
méxima para ese ion (gin,) y un factor numérico que dicta la fraccion de méaxima
conductancia existente al tiempo t. Este factor niimerico esta en funciéon de una o mas
particulas (m, n o h), denominadas compuertas las cuales toman valores entre cero y
uno.
La forma general para describir la dependencia con respecto al tiempo de una compuerta

{9

y”, queda dada por la ecuacion

W (Vi) (L= 0) ~ B, Vly (85

donde o, y B, son variables conocidas como tasas constantes y usualmente son descritas
por una formulaciéon empirica, en general dependiente del voltaje.

Asi, de (B.4) ya con sus respectivos valores®, y de usar B.5 para cada compuerta, el
sistema de ecuaciones dado por Hodgkin-Huxley para describir el potencial de acciéon
es:

dVpm .
— = 12-V,,)—
o 36n"( Vin)
120m>h(115 + V;,) — 0.3(10.6 4+ V;,,) + Lowy
dn 10+V,,

ar —n) — —V/80
d ~ 100feiorvno — gyt 1) 0125 n

dm 20+ V, Vi /18
dt 10[e@HVa)/10 1] (L=m)—de
dh h

— =0.07"/?°(1 — h)

ar T B0 1

B.3. Modelo FitzHugh-Nagumo (1961)

Este modelo es una simplificacién del propuesto por Hodgkin-Huxley cuyas ideas
basicas son las siguientes:
= Una variable de estado, w, puede ser usada para representar la evolucion de canti-
dades de variacion lenta, tal como cualitativamente se comportan las compuertas
n y h, y otra variable de estado, v, puede representar las cantidades que varian
rapidamente, tal como m y V,,

3Tabla 3, pagina 520 de la bibliografia [16]
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= La ecuacion que gobierna la conducta de la variable w, es lineal del lado derecho.

= La evolucion para la variable de variaciéon rapida v, se compone de una funcién
cibica, un término lineal de acoplamiento y una constante (wy), relacionada con
el efecto de una corriente aplicada.

FitzHugh propuso las siguientes ecuaciones

dv
e = f(v) —w —wy (B.6)
dw

o T U w (B.7)

donde

f)y=v(l—v)(v—a), 0<a<l, ekl

Los valores utilizados de manera estandar son a« = 0.1, v = 0.5, ¢ = 0.01, v =0 y
wo =0 o wy = 0.5.
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Apéndice C

Conceptos Matematicos

C.1. Ejemplos de Limitaciones en la Representacion
Numérica

La representacion numérica en una computadora es muy restringida, en especial si
la comparamos con los nimeros reales, debido a sus limitaciones fisicas. Tal incapacidad
representativa puede inducir grandes errores, cuando por ejemplo se realizan demasiados
calculos con cifras que requieren redondeo o que presentan magnitudes muy diferentes.
A continuaciéon se dardn dos ejemplos sencillos donde se evidencia tal falla.

Ejemplo 32 (Espacio finito)

En ocasiones una disparidad muy grande entre cifras hace que al operar entre ellas las de
menor tamano se pierdan, como consecuencia de que el espacio destinado a representar
el nimero es finito (véase el estandar IEEE 754), aun cuando las cifras por separado
st son representables. La siguiente operacion aritmética no representa ningun problema

141076 —-1=10"1

pero al escribirla en Matlab con el siguiente codigo

= 10"(-16);
c =1+ a;
d=c¢c -1

obtenemos jd = 0 !, cuando lo correcto seria d = 10716, El error se produce cuando
calculamos ¢, pues sequn Matlab ¢ = 1.

Ejemplo 33 (Errores de redondeo)
Sea ¢ dada por la siguiente expresion

o= Yo )

Teoricamente, para n € N y n > 2, se pueden calcular ¢" recursivamente mediante

gogiogt Po1 g Lo (c2)
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pero al implementar de manera directa las ecuaciones en(C.2), ya sea en Matlab o
Mathematica, el resultado poco a poco difiere mds del correcto, y ya de n = 38 en ade-
lante son distintos, como se pude apreciar en la tabla C.1 donde se listan los resultados
obtenidos de manera directa y por medio de la recursion, para algunas potencias de ¢.

Potencia n " P2 — !
3 .236067977499790 .236067977499790
15 7.331374358574058 e-4 | 7.331374358905407 e-4
30 5.37490499855572 e-7 | 5.37445302484230 e-7
37 1.851216918730527 e-8 | 1.982444963744001 e-8
38 1.144114976324318 e-8 | 9.317835392153029 e-9
40 4.37013033918108 e-9 | -1.18877885313395 e-9
79 3.09012765140325 e-17 .786153856882153

Cuadro C.1: Resultado de la acumulacion del error al calcular ¢™ recursivamente

Las fallas aqui presentadas estan sujetas tanto a la computadora utilizada como a la
representacion y algoritmos utilizados por el software numérico en cuestion. El ejemplo
(32), tal cual se escribid, no presenta error alguno en Mathematica, esto debido a que
Mathematica maneja una representacion simbolica por defecto mientras Matlab una de
punto flotante.

C.2. Algebra

Definicion 25 (Norma Ls (|| - ||2))
Sea y = [Yy,.... ™yl € R™ y A una matriz, se define la norma Ly como

[Zm: |iy!2] N

=1

lylla =

1/2

|Alls = (mdximo valor propio de A* A)

A es la matriz conjugada de A.

Definiciéon 26 (Polinomio tipo Schur) Un polinomio 7(() de grado k, se dice que
es Schur, si sus raices y; satisfacen |v;| <1,1=1,... k.

Teorema 16 (Convergencia de la Iteracion de Punto Fijo) Sea

y=0¢ly) ¢:R"—R" (C.3)

un sistema de ecuaciones algebraico no lineal, tal que p(y) satisface la condicion de
Lipschitz

l(y) — o)l < Mlly — 7|
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para toda y, y*, donde la constante de Lipschitz M satisface 0 < M < 1. Entonces
existe una tnica solucion y = o de (C.3) y si la sucesion {y"!} es definida como

Yot = p(yth, v=0,1,..., Y arbitraria (C.4)
entonces yl — a como v — .

Definicion 27 (Nimero de condicion (condicional)) FEl nimero de condicion
con respecto a la inversa, de una n X n matriz A, se define como

k(A) = [l AIlA™Y|
Otra nomenclatura usada para denotar el nimero de condicion es cond(A).

Teorema 17 . Si se utiliza la norma Lo, entonces k(A) es:

Donde Moz Y Amin SON los valores propios, mdzimo y minimo, de la matriz A.

Definicién 28 (Matriz mal condicionada) Una matriz A se dice que es mal con-
dicionada si su numero de condicion, cumple

K(A) > 1
Definicion 29 (Radio Espectral) Sea A una matriz de n x n, con elementos reales
o complejos y valores propios A1, ..., A\, con k < n. Entonces el radio espectral p(A) de
A es

p(A) = mazi<i<i| i

Definicién 30 (Matriz Similar) Sean A y B matrices cuadradas, Si A = P 'BP
con P una matriz invertible entonces diremos que A es similar o semejante a B.

Definicién 31 (La) Sea A una matriz de m x n con elementos de un campo F.
Denotamos por L, a la transformacion

LAIFn—>Fm

definida por
LA = Ax

para cada vector columna x € F™.

Teorema 18 .
FExisten bases ¢ de F™ y ¢ de F™ tal que

[La], = A (C.5)

es decir, la matriz ([Lal,) que representa a la transformacion La es la misma matriz

A,
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Definiciéon 32 (Operador Lineal) Se le llama operador lineal a la transformacion
lineal que va de un espacio vectorial V' a el mismo, simbolicamente T': V — V

Teorema 19 .

Sea A € Myxn(F) con F un campo y sea v = {x1,x9,...,2,} una base cualquiera
para F™. Entonces existe una matriz Q) cuya j-ésima columna es x; (j = 1,..., n), tal
que

[LA]’Y = Q_IAQ (C.6)

nos da una matriz ([Laly) que también representa al operador La y que es similar a A.

Teorema 20 (Diagonalizacion) Sea T un operador lineal en un espacio vectorial
dimensionalmente finito V. Entonces T es diagonalizable si y solo si existe una base

B =A{x1,...,x,} para V y escalares Ay, ..., N\, (no necesariamente distintos) tales que
T(z;) = Njzj, para j =1,...,n. La matriz asociada a T bajo la base 5 es
A 0 0 ... 0
0 X 0 ... O
Tlg=|... (C.7)
0o ... A1 O
0 ... 0 X\

A las \; se le llama valores propios y a las x; vectores propios.

Ejemplo 34 Tomemos al operador lineal

-3 00
=10 3 2|«x
0 11
sus valores propios son Ay = —3, \y = 2+1 y \y = 2 — 1, con vectores propios
1 = [1,0,0]7, 29 = [0,1 +4,1]T y 23 = [0,1 —4,1]7, los cuales son una base para C3,
por lo tanto, del teorema 19 y 20
-3 0 0 2 0 0 -3 0 0] (1 O 0
0 2447 0 [ ==10 —i 142 0 3 2110 142 1—2
0 0 22—z 0 ¢ 1—1 0 1 1]1]0 1 1

y esta matriz resultante también representa al operador lineal

C.3. Ecuaciones Diferenciales

Definicion 33 (Punto de Equilibrio o Punto Critico)
Sea

x = f(x) (C.8)

un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal. Un punto xo9 € R" es llamado punto
de equilibrio o punto critico de (C.8) si f(xq) = 0.
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Definicién 34 (Linealizacion) El sistema lineal
x = Ax (C.9)

siendo la matriz A = Df(xq) y Xo un punto de equilibrio, se dice que es una linealizacion

de (C.8) en Xgq.

Definicion 35 (Flujo del sistema no lineal)
Sea E un subconjunto abierto de R" yf € C'(E). Paraxo € E, sea ¢(t,Xo) la solucion
al problema de valores iniciales:

x = f(x)

£(0) — %, (C.10)

definido sobre su intervalo mdzimo de ezistencia I(xq). Entonces para t € I(Xq), el
conjunto de funciones ¢, definido por

d1(X0) = ¢(t, %o) (C.11)
es llamado el flujo de la ecuacion diferencial (C.8).

Teorema 21 (Hartman)' Sea E un subconjunto abierto de R" conteniendo el origen,
f € CYE), y ¢ el flujo del sistema no lineal (C.8). Si f(x¢) = 0 y todos los valores
propios Ai, ..., A, de la matriz A = Df(xq) tienen parte real negativa (o positiva),
entonces existe un C' — difeomor fismo H, que va de una vecindad U de Xo a un
conjunto abierto V conteniendo el origen, tal que para cada x € U hay un intervalo
abierto I(x) C R conteniendo el cero, tal que para todo x € U y t € 1(x)

H o ¢y(x) = e H(x) (C.12)

es decir, H mapea trayectorias de (C.8) cerca del punto de equilibrio, en trayectorias
de (C.9) cerca del origen, preservando la misma estructura cualitativa, en cuyo caso se
dice que (C.8) y (C.9) son topoldgicamente equivalentes.

Ejemplo 35 Considérese el sistema

. 2 5
X=xYy—2x
oy (C.13)

entonces

|2ty — 2P _[2zy — 52t 2P
f(x) = [—y+x2} Df(x) = [ 9 1

f(x0) =0 en xo = (0,0)T yxo = (1,1)T, y en estos puntos de equilibrio obtenemos que

0 0

A p—
A; = Df(0,0) = {O _1} tiene valores propios { 1 =0

Ay = —1

!La demostraciéon de este teorema se puede encontar en: P.Hartman, On local homeomorphisms of
Euclidean spaces, Bol. Soc. Math. Mexicana, 5 (1960), 220-241.
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A= —3.7321
A2 = —0.2679

Ay = Df(1,1) = [_23 _11} tiene valores propios {

por lo tanto del teorema (21) el sistema (C.13) es topoldgicamente equivalente a X = Asx
en una vecindad del punto xg = (1,1)7.

Para el caso de xg = (0,0)T, \y = 0, y el teorema (21) no dice nada al respecto,
pero ya se sabe que (C.13) y X = A1x no son topoldgicamente equivalentes.
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Apéndice D
Modelo de DiFrancesco-Noble (1985)

Este modelo, al igual que el de Noble citado en el capitulo 1.1.1, pretende describir
la electrofisiologia de una fibra de Purkinje, pero con mucho mayor detalle. Incluye la
representacion de bombas de iones, intercambiadores, la descripcion del movimiento de
calcio, asi como un mecanismo de liberacion de calcio inducida por calcio, por su siglas
en inglés (CICR),cuya descripcion no es fisiologica, ademas de que ya considera el efecto
del campo eléctrico en ciertas corrientes.

'mummmuumumﬂuwmumm

P O] XX PO X O K]

Figura D.1: Diagrama del flujo de corrientes a través de la membrana celular,
que es propuesto en el modelo DiFrancesco-Noble.

Descripcion esquemdtica para la corriente
El flujo de corriente total a través de la membrana celular (fig. D.1) se describe
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como
Iion = [f + IK + [Kl + [to + [bNa + [bCa + [p + INaCa + [Na + [si (Dl)

representando cada componente lo siguiente:

I; corriente activada con la hiperpolarizacién, donde se presenta una permeabilidad
combinada a iones de potasio (KT) y sodio (Na'), y controlada por una variable
de compuerta y(t).

I corriente de potasio dependiente del tiempo, que actiia como un rectificador y es
controlada por una compuerta z(t).

I corriente subyacente de potasio, independiente del tiempo.

I, corriente transitoria hacia el exterior, que es un rectificador.

Iyn. corriente de sodio subyacente.

Iyc, corriente de calcio dependiente del voltaje.

I,, corriente que surge de la operacién de la bomba de sodio-potasio.

Inace corriente debida al intercambiador de sodio-calcio.

Iy, corriente de sodio de entrada rapida, que es gobernada por dos variables de com-
puerta, m y h y también se ve afectada por iones de potasio, pues el canal el
ligeramente permeable a estos.

I,; Es la corriente secundaria de calcio entrante de manera lenta.

Corriente del marcapasos I;

De los experimentos se infiri6 que durante la fase final de cada potencial de accion,
la membrana seguia siendo permeable a iones de potasio durante un corto periodo de
tiempo, propiciando la salida de Kt y un espacio intracelular méas negativo de lo que
usualmente es, decreciendo el potencial de membrana a valores por debajo del potencial
de reposo. A esta circunstancia se le conoce como hiperpolarizacion y se le consider6
la condicién necesaria para la aparicion de la corriente I; (hoy dia se sabe que la la
corriente I; esta presente desde antes). La descripcion dada fue la siguiente:

I =y-if (D.2)
con
. ([KTe)
v m(gf,f((vm = Ex) + 9sna(Vin = Ena))
y
dy
dat = ay(l —y) — Byy

a, = 0.025exp [—0.067(V,,, + 52)]

5 — 0.5(V;, + 52)
Y"1 —exp0.2(Vy, + 52)]
(By)vip=—s52 = 2.5

Los valores experimentales para las constantes en éstas ecuaciones son, gy n, = 3 115,
grx = 3 wS' yelde Ky, = 45 mM. Ey, y Ex son los potenciales de inversiéon de
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Nernst para K™y Na™.

Corriente de potasio (I ), dependiente del tiempo

Se expresa por

con [K]z - [K]cel’p[%]

g = [K,max :

140
y la compuerta que controla la reacciéon es
dx
— =yl —x) — Bx
=0~ f

exp [0.0826(V,, + 50)]
(14 exp[0.057(V,,, + 50)])

exp[—0.06(V,, + 20)]
1 — exp[—0.04(V;, + 20)]

a, = 0.

Ba::

Los valores usualmente asignados son para Ik ., = 180 nA 'y
[K]; = 140 mM.
Corriente de potasio independiente del tiempo ()

Esta dada por la ecuacion

[K]c Vm - EK

I = gm[

con K,,; =210 mM y la maxima conductancia gx1 = 920 uS.
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Corriente transitoria hacia el exterior (I,)

Formulada como

Ito =7T:- ito (DE))
siendo
2+ K ;
iy = 00802 F K] - [Cal:
Km,l + [K]c Km,to + [Ca]z

11— ea:p[v—m();(l‘?m +10)] {[K];exp(0.02V},,) — [K].exp(—0.02V;,)}

dr
R 1— ) —
o a,( r) — Bpr

a, = 0.033exp(—V,,/17)

5 33
" 14 exp(—(V,, +10)/8)

dando K40 = 1 pM

Corriente subyacente debida al sodio (I, n,)
Es representada por la relacion lineal:

Ib,Na = gb,Na(Vm - ENa) (DG)
siendo gy ng = 0.18 pS

Corriente debida a la bomba de intercambio Sodio-Potasio

(1)
La formulacién de la bomba sodio-potasio es

Kl [Nd,
K + [K]c KmNa + [Na]z

I, =iy (D.7)

Aqui i, = 125 nA es la corriente méxima que puede fluir a través de la bomba,
KmK =1 mMmeNa:éLO mM.

Corriente debida al intercambiador de Sodio-Calcio
(]NaCa)
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Ivaca = e (e | 10202 D] vapica,
e[ ) [ e

(1 + dyaca([Cali[Na]g + [Cal[Na]}))

Los valores en el modelo estandar son: [Nal, = 140 mM, [Cal, = 2 mM, knaca =
0.02 TTLM, Y= 05, n = 3, dNaCa = 0.001 Y NNaCa = 3.

Corriente de calcio subyacente (I, c,)

Es representada por la relacion lineal:

[b,C’a = gb,C’a(Vm - EC’a) (Dg)

siendo gy, cq = 0.02 S

Corriente rdpida de sodio (Iy,)

Ing = m*hgna (Vi — Vinn)) (D.10)

" RT, ([N +0.12[K],
Vi = g~ ([Na] 0.12[K); )

— =ap(l—m) = G,m

- :ah(l—h)—ﬂhh
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Vin +41

= 200
“ 1— eap[0.1(Vy + 41)]

Oé(m)vm:_41 = 2000

B = 8000exp(—0.056(V;, + 66))

ap, = 20exp(—0.125(V,, + 75))
b 2000
" 320eap [—0.1(V,, + 75)]

El valor para gy, es 750 uS

Segunda corriente de entrada, I,; y sus componentes

I,; esta separado en tres componentes que dependen en iones de Ca?*, K* y Na*
respectivamente, quedando definida como

[si =d- f . f2(IsiCa + IsiK + IsiNa) <D11>

APy;(V,, — 50) L

I.. — Rx+T .
siCa 1 [—(Vm—50)*F*2]
— TP |\ T RmRer

100F —2(V,, — 50)F
(1Calesn | ot | = 1Caeay | 22 20L )

;o 001P(Vi — 50)

stk = 1 [—(Vm—SO)F:| '
— ETP —RrRT

50F —(V;n — 50)F
(s [T | - b | =225 )
;o 001y (Vy — 50) A
siNa — 1 |:_(Vm_50)Fi| .
eETp — RrRT
50F — (Vi — B0 F
([Na]iexp [ﬁ] — [Nal.exp [(R—T)}>
d(d)
—— = qay(l —d) — B4d
g = 2l —d)— b
Vi + 24
=30 {—(vm+24)}
1—exp -1
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(a)v,=——2a = 120
Vin +24
=12
b (Vi + 24)
exp | ———2| —1
10

(Ba)v;,=—24 = 120

a _
dt

ap(L—=f)—=Bsf

Vi + 34

= 6.25
“ Vin + 34} .

4
(af)v,=—31 =25
50
— (Vi + 34)
4

erp {

Bf =
1—|—e:cp{

o _ 01— F2) + BplCalifo

dt
[Cal;
[Cal; + Ko
ar2
By
[CCL]% s Qfg
Km’fg

1—fo=
Km,f2 -
sz =

con los valores usuales de K, o =1 pM, a9 =5y Py = 15.

Concentracion de sodio intracelular ([Nal;)

dNCli
[dt ] - _[]Na +]bNa +]fNa _I'IsiNa +3Ip

+ (nNaca/(MNaca — 2))INacal /ViF

(D.12)

con V; el volumen de fluido intracelular. El modelo es basado en una fibra de Purkinje
cilindrica con longitud de 2 mm y radio de 0.05 mm, luego

Vi = (1 — Vi,s)3.1416 - radio® - longitud

V.cs representa la fraccion de espacio extracelular y toma valores de entre .1 a .05.

Concentracion de calcio intracelular ([Ca);)
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La concentraciéon de calcio intracelular se obtiene de la ecuacién:

21 aCa
d C IsiCa + IbCa - Na@ + [u - ]rel
[ a]i _ NNaCa — 2 (D 13)
dt A )

con

Ly = ap[Cali([Caluy — [Calup) — Bup[Caup

2V,F

TuplC ] up

Qyp =

[Ca]yy, €l maximo valor de [Cal,,, usualmente colocado a 5 mM .
I = aup([Calyy — [Calrer) (D.14)

o 2‘/;"elF

Qg
Trep

dp
dt = O‘p(l —p) = Byp

Vin + 34

= 60.2
o = 6025 [Vm n 34}
exp —1

4

200

B, =
’ 1_|_€$p [_(VmT—i_?A)]

B [Cal;
]rel = Oyl [Ca]rel (Kr + [CCL]:

mCa

2V;“elP’

Trel

Qe =

con r usualmente colocada a 2 0 1, K,,cq = 0.001, las constantes de tiempo 7,.p, = 2 s
a los =80 mV, 7y, = 25 ms y 7, = 50 ms.

d[CCL]up . Iu — It’l’

dt 2V, F
d[Ca]rel o ]t'r - ]rel
dt — 2VgF
Vier = 0.02V;
V,p = 0.05V;
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Concentracion de potasio extracelular

Asumiendo una concentracion de K+ homogénea en un modelo de tres comparti-
mientos.

dK]. Ln.x
T —P([K]e. — [Ky) + Vs F (D.15)

con
Ik = Ixg1 + I + 15 + Igi i + Ip i — 21,

el valor de P regularmente puesto entre 0.2 y 1.0s7! y [K], = 4 mM.

Concentracion de potasio intracelular

dt — VixF

(D.16)

Pardmetro | Valor inicial | Unidades
Vi —&7 mV
Cn 0.0756 WF

Cuadro D.1: Valores iniciales para el potencial y la capacitancia de la mem-
brana, en el modelo de Difrancesco-Noble
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Apéndice E

Programas

E.1. Noble

E.1.1. Noblel1962.m

W
FUNCION Noble1962

IMPLEMENTACION DEL MODELO DE NOBLE 1962

La funcidén consta de dos parametros
(t,x)
donde
t = intervalo de tiempo
x es el vector de valores iniciales

x(1) = dn/dt
x(2) = dh/dt
x(3) = dm/dt
x(4) = dV/dt Potencial de Membrana

Autores: ROBERTO MENDEZ MENDEZ

Ultima revisién: ENERO 2011
%t

function dydt = Noblel1962(t,x)

bt toloTolohhhtetohhootohhhthtehhhth
% Capacitancia de la membrana

FolotoTo Dot ToTohototoToTohotooToloho To oo lo %o o o
Cm = 12;

DTt loTolohohhtetohhotehthhththhhtt
% Calculo de alfas y betas
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30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

Tl To ot toholoToTototothhololoTototo%hhloloTo to %o %o

alfa_n = 0.0001%( - x(4) - 50)/(exp((- x(4) - 50)/10) - 1);
beta_n = 0.002 * exp((- x(4) - 90)/80);

alfa_m = 0.1*x(- x(4) - 48)/(exp((- x(4) - 48)/15) - 1);
beta_m = 0.12%(x(4) + 8)/( exp((x(4) + 8)/5) - 1);

alfa_h = 0.17xexp((-x(4) - 90)/ 20);

beta_h = 1/( exp((- x(4) - 42)/ 10) + 1);

T B I S I ISR T Vo 1 1 s h T i A L Y Y VB T T T VA
% Corriente de Potasio K

Tl T htohohhtoTohtoTohtoTohtoTohtoTohotsTohots ot

g_K1
g_K2

1.2%exp((- x(4)- 90)/50) + 0.015xexp((x(4) + 90)/60);
1.2x(x(1))4;

IK = (g K1l + g_K2)*(x(4) + 100 );

Tl oo oot ot tote®eTesetstoth
% Corriente de Sodio Na

hlolohtohohtohohhtolototoTothtootstooto oot toto oot

g_Na = 400%(x(3))"3*x(2);
g C = 0.14;
I_Na = (g_Na + g_C)*(x(4) - 40 );

oot oo Tl o Tl totolototlstetoos
% Corriente Extra

DTl Tl hohthtetohhototohh’htteh ottt hh

0.075;

g_L
IL=glLx*x (x(4) + 60);

U i 1 1o 1 06 1 I 05 T T 0 0 0 o T 1 18 06 1 0 05 T T T 0 0 0 1 T 1 1 0

% Ecuaciones diferenciales

Dot ottt TotolotohToteotohTotolotohh ot

dydt = [ alfa_n*(1 - x(1)) - beta_n*x(1);...
alfa_h*(1 - x(2)) - beta_h*x(2);...
alfa_m*(1 - x(3)) - beta_m*x(3);...
-(I_K + I_Na + I_L)/Cm];

E.1.2. UsaNoble.m

YA
PROGRAMA UsaNoble.m
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48

USANDO ode45, ode23 y odelbs, SE RESUELVE EL SISTEMA DE
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DEL MODELO DE NOBLE,
QUE SE ESPECIFICAN EN LA FUNCION

Noble1962.m
Y SE GRAFICAN ALGUNOS RESULTADOS.

Las funciones ode regresan un vector de la forma
[T, Y], siendo:
T : vector columna de tiempos
Y : matriz de dimensidén length(T)x4 donde cada columna
representa las siguientes variables
[m, h, n, V]

Autor: ROBERTO MENDEZ MENDEZ

Ultima revisién: 1 Mayo 2015
h}

close all

clear

gle

% Intervalo de tiempo

t = [0 1000];

% Valores iniciales

x = [.01 0.8 .01 -87];

%% Solucién con ode4b

BILE

[T,Y] = ode45(@Noblel1962,t,x);
elapsedTimeRK = toc;

1rk = length(T)-1;

numpasosRK = num2str (1rk) ;

% Tamaflo de paso k=0.0023 fijo y evitando correccidén de error

k3=.0023;

options = odeset(’MaxStep’, k3, ’InitialStep’, k3,
’AbsTol’,10°6, ’Refine’, 1);

[T£3,Y£f3] = ode45(@Noblel962,t,x,options);

1RK45f1 = length(T£3)-1;

numpasosRK45f2 = num2str (1RK45f1);

% Tamafio de paso k=.3 fijo y evitando correccién de error

k=.3;
options = odeset(’MaxStep’, k, ’InitialStep’, k,
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49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94

’AbsTol’,1076,’Refine’, 1);
tic
[Tf2,Yf2] = ode45(@Noblel962,t,x,options);
elapsedTimeRKf1l = toc;
1RK45f2 = length(Tf2)-1;
numpasosRK45f = num2str (1RK45£f2) ;

% Tamafio de paso k fijo que induce error

k2=.31;

te =[0,1.2];

options = odeset(’MaxStep’, k2, ’InitialStep’, k2,
’AbsTol’, 40,’Refine’, 1);

[Tf,Yf] = ode45(@Noblel962,te,x,options);

numpasoRK45e = length(Tf)-1;

numpasosRK45fe = num2str (numpasoRK45e) ;

%% Solucién con ode23

tic

[T23,Y23] = o0de23(@Noblel962,t,x);
elapsedTime23 = toc;

1rk23 = length(T23)-1;

numpasos23 = num2str(1rk23);

%% Solucién con odelbs

BILE

[T2,Y2] = odel5s(@Noblel962,t,x);
elapsedTimelbs = toc;

lrig = length(T2)-1;

numpasosRIG = num2str(lrig);

VA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A Ay A A A A A
% GRAFICAS
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

%% Para ode45

% Compuertas, k irrestricto

figure (’NumberTitle’,’off’, ’Name’, ’Noble Compuertas con ode45’,
’FileName’,’c4Noble_Compuertas_ode4b’, ’Position’,
[10 , 250, 550,420])

plot(T,Y(:,1),>.°,T,¥(:,2),?.”,T,Y(:,3),”.7)

ylim([0, 1])

legend(’m’,’h’,’n?)
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95 |xlabel(’tiempo (ms)’)

96 |ylabel(’Valor’)

97 |text(375,0.92 ,[’Num. de Pasos = ’, numpasosRK])
98
99 | % Potencial de membrana, k fijo

100 [figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’, ’c4Noble_PA_ode45f’,...
101 ’Name’, ’Noble Potencial de Accidén k fijo’, ’Position’,
102 [200 , 200, 550,420])

103 |plot(Tf2,Yf2(:,4))

104 |legend([’ode45, k = ’ num2str(k)])

105 |x1lrk = {’tiempo (ms)’};

106 |xlabel (x1rk)

107 |ylabel(’V_m (mV)?)

108 [text(375,0.92 ,[’Num. de Pasos = ’, numpasosRK45f ])

109
110 | % Potencial de membrana, k fijo con error

111 |figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’, ’c4Noble_PA_ode4d5f’,...
112 ’Name’, ’Noble Potencial de Accidén k fijo’, ’Position’,
113 [300 , 190, 550,420])

114 |plot(T£(:),Yf(:,4),’-07)

115 |legend([’ode45, k = ’ num2str(k2)])

116 |x1lrk = {’tiempo (ms)’};

117 |xlabel (x1rk)

118 (ylabel(’V_m (mV)?)

119 (text(375,0.92 ,[’Num. de Pasos = ’, numpasosRK45fe ])

120
121 | %% odelbs
122
123 | % Compuertas m ,n, h

124 |figure(’NumberTitle’,’off’, ’Name’, ’Noble Compuertas odelbs’,

125 ’FileName’, ’c4Noble_Compuertas_odelbs’,’Position’,
126 [400 , 180, 550,420])
127 |plot(T2,Y2(:,1),’.7,T2,Y2(:,2),?.”,T2,Y2(:,3),’.7)

128 |legend(’m’,’h’,’n’)

129 [xlabel(’tiempo (ms)’)

130 |ylabel(’Valor?’)

131 [text(375,0.92 ,[’Num. de Pasos = ’, numpasosRIG])
132
133 | %% Comparativa del potencial de accidn

134 | % calculado con odelbs y ode45 de paso libre y fijo
135
136 |figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,

137 >c4Noble_PA_odel5soded45’, ’Name’,
138 ’Noble Potencial de Accién Comparativo’,
139 ’Position’, [600 , 150,550,420])

140 |plot(T,Y(:,4),T2,Y2(:,4),Tf2,Y£2(:,4))
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141 |strleg = [’ode45 k = ’, num2str(k)];

142 |legend(’ode45’,’odelbs’, strleg,’Location’,’North’)
143 |xlabel(’tiempo (ms)’)

144 |ylabel(’V_m (mV)?)

E.2. Beeler-Reuter

E.2.1. BeelerReuter1977.m

1| %€

2 FUNCION BeelerReuter1977

3 | IMPLEMENTACION DEL MODELO BEELER-REUTER DE 1977
4

5| La funcién tiene dos parametros

6 (t,x)

7 | donde

8 t = intervalo de tiempo

9 x=[m, h, j, d, £, x1,Ca, V] vector de valores iniciales
10

11 | m -> x(1)

12| h -> x(2)

13 ] j -> x(3)

14 | d -> x(4)

15 | £ -> x(5)

16 | x1 -> x(6)

17 | Ca -> x(7) Concentracidén de Calcio

18 | V -> x(8) Potencial de accidn

19

20 | Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
21

22 | Ultima revisién: Mayo 2015

23 | %}

24 |function dxdt = BeelerReuter1977(t,x)

25

eI A T AT T A TR T 6 T VAT T A T i T vk T T
27 | % Capacitancia de la membrana celular

28 |ttt tohtoTotelototoToteotsteTotehoto ot

29

30 |[Cm = 1;

31

32 | bttt bttt ttehtehhletehtehtehhhtshtshtots
33 | % Compuertas

38 |\ bbbttt tetehtehhtehhTtshth ot
35
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36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81

alfa m = -(x(8) + 47)/(exp(-0.1*(x(8) + 47)) - 1);

beta_m = 40*exp(-0.056*(x(8) + 72));

alfa_h = 0.126%exp(-0.25%(x(8) + 77));

beta_h = 1.7/(exp(-0.082*(x(8) + 22.5)) + 1);

alfa_j = 0.0565%exp(-0.25%(x(8) + 78))/(exp(-0.2%(x(8) + 78))...

+ 1)
beta_j = 0.3/(exp(-0.1%(x(8) + 32)) + 1);

alfa_d = 0.095%exp(-0.01%(x(8) - 5))/(exp(-0.072x(x(8) - 5))...

+1);

beta_d = 0.07*exp(-0.017*(x(8) + 44))/(exp(0.05%(x(8) + 44))...

+1);

alfa_f = 0.012%exp(-0.008*%(x(8) + 28))/(exp(0.15%(x(8) + ...
28)) + 1);

beta_f = 0.0065*exp(-0.02*(x(8) + 30))/(exp(-0.2%(x(8) + ...
30)) + 1);

alfa_x1 = 0.0005%exp(0.083%(x(8) + 50))/(exp(0.057*(x(8) + ...

50)) + 1);

beta_xl = 0.0013*exp(-0.06*(x(8) + 20))/(exp(-0.04*(x(8) + ...

20)) + 1) ;

Db hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
% Corriente se sodio entrante

DB hhhLTDDLDTRhBALThhLDHR Db R NN
E_Na = 50; %en mV

g_Na = 4;

g_NaC = 0.003;

I_Na = (g_Nax(x(1)"3)*x(2)*x(3) + g_NaC)*(x(8) - E_Na);
DTt ToToTo oot tohToToooohthtth ettt hh

% Corriente entrante lenta

DT ToloTolohhhhtetohhotototoththtetshhtototthh

g_s = 0.09;
E_s = -82.3 - 13.0287*log(x(7));
I_s = g_s*x(4)*x(5)*(x(8) - E_s);
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82
83

84
85

86
87
88
89
90
91
92

93
94

95

96

97

98

99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119

h
DTt lolohohohhhtetotololollhhhtetethtolololhhhhtttethhtelthhhthtetehhtthh

% Corriente de potasio saliente independiente del tiempo
b
hloloTohohotololohototoTohohhtoloTohothlolotohotolotoototoloTolothtolotolotolootootooohotohetototo

I_K1 = 0.35%(4*(exp(0.04*(x(8) + 85)) - 1)/(exp(0.08%(x(8) ...
+ 53)) + exp(0.04*(x(8) + 53))) + ...
0.2%x(x(8) + 23)/(1 - exp(-0.04%(x(8) + 23))));

h
Tl htehohtohohtolohtelohtolohtolohtelohtelohtolohtolohtelohtotohototohottotottehotsoho

% Corriente de potasio saliente dependiente del tiempo
b
Tt tolototoehtololoTototootolotoTototototolotoTotoTototolotoTotoTotoTooToTotoTo o Toho Voo To To o

I_x1 = x(6)*0.8%(exp(0.04*(x(8) + 77)) - 1)/exp(0.04*(x(8) ...
+ 35));

T 0 05 16 0 1 T 107 T4 T 1 08 0 T T 0 T 0 U8 7 T T U 6 0 T 7

% Estimulo Inicial

U b 11 1 1 5 1 A T 6 U 6 TR T 1 s i 1 T Th T 16 1A 1 1 1 1 T e 1 75 1
e(1) = 10; %Inicial

e(2) = 50000; % final
e(3) = 50; %Amplitud
e(4) = 1000; Y%Periodo
e(5) = 1; YDuracidén del pulso

if (£ >= e(1))&&(t <= e(2))&&. ..
((t - e(1) - floor((t - e(1))/e(4))*e(4))<= e(5))
Iext = e(3);
else
Text

0;
end

Tt h oot totohtohotolotoTototooteotoTotoTototootooteTo o To o to o to To %o
% SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES
Tl h oDt hototohtohotehotolototohtehtolotsTothtehtoots oot to’ots o
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120
121
122
123
124
125
126
127
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dxdt = [alfa_m*x(1 - x(1)) - beta_m*x(1);

alfa_h*(1 - x(2)) - beta_h*x(2);
alfa_j*(1 - x(3)) - beta_j*x(3);
alfa_d*x(1 - x(4)) - beta_d*x(4);
alfa_f*x(1 - x(5)) - beta_fx*x(5);

alfa_x1*(1 - x(6)) - beta_x1*x(6);
-10°(-7)*I_s + 0.07x(10~(-7) - x(7));
(Iext -(I_Na + I_s + I_K1 + I_x1))/Cm 1;

E.2.2. UsaBeelerReuter1977.m

YAt

PROGRAMA UsaBeelerReuter1977.m
RESUELVE EL SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
DEL MODELQO BEELER-REUTRE, USANDO ode45, ode23, odelbs Y
GRAFICA ALGUNOS RESULTADOCS.

Beeler-Reuter es programado como una funcidén en el archivo
BeelerReuter1977.m

Los ode’s regresan un vector de la forma [T, Y]
T : vector columna de tiempos
Y : matriz de dimensioén length(T)x8 donde cada columna
representa las siguientes variables
[m, h, j, d, £, x1,Ca, V]

Autor: ROBERTO MENDEZ MENDEZ

Ultima revisién: Mayo 2015
h}

close all

clear

clc

% Tiempo

t = [0 500];

% Valores iniciales

x = [.011 0.988 .975 0.003 0.994 0.0001 .0000001 -84];

%% Solucién con ode4bs

tic
[Trk,Yrk] = ode45(@BeelerReuter1977,t,x);
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47
48
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54
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elapsedTime45 = toc;

% Solucidén con ode4b5, tamaflo de paso k fijo

options = odeset(’MaxStep’, 0.0037, ’InitialStep’, 0.0037,...
’AbsTol’, 10°6,’Refine’, 1);

[Tfm,Yfm] = oded5(@BeelerReuter1977,t,x,options);

options = odeset(’MaxStep’, 0.041, ’InitialStep’, 0.041,...
’AbsTol’, 1076, ’Refine’, 1);

tic

[Tf,Yf] ode45(@BeelerReuter1977,t,x,options) ;
elapsedTime45f2 = toc;

% k = 0.0413

options = odeset(’MaxStep’, 0.0413, ’InitialStep’, 0.0413,...
’AbsTol’, 50,’Refine’, 1);

te=[0 8];

[Tf2,Yf2] = ode45(@BeelerReuter1977,te,x,options);

%% Solucién ode23

tic
[T23,Y23] = ode23(@BeelerReuter1977,t,x);
elapsedtime23 = toc;

%% Solucién con odelbs

tic
[T2,Y2] = odelb5s(@BeelerReuter1977,t,x);
elapsedTimelbs = toc;

VAN A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A
%% GRAFICAS
VA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

hPotencial de accidén con odelbs y oded45 en la misma grafica.

figure (’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4BelerReuter_PA_odelb5sode45’, ’Name’,
’Beeler-Reuter Potencial de Accidon’, ’Position’,
[10 , 300,550,450])

plot(Trk,Yrk(:,8),Tf,Yf(:,8),T2,Y2(:,8))

legend(’ode45’,’0ded45 k = 0.041°,’0del5s’)

xlabel (’tiempo (ms)’)

ylabel(°V_m (mV)’)

% Potencial de accidén con ode4b k = 0.0413
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8l |figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,...

82 ’c4BeelerReuter_PA_ode45f’,’Name’,

83 ’Noble Potencial de Accién’,’Position’, [200 , 200, 550,450])
84 |plot(Tf2,Yf2(:,8))

85 |xlabel(’tiempo (ms)’)

86 |ylabel(’V_m (mV)’)

87
88 | % Compuertas

89 |figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,

90 >c4BelerReuter_Compuertasmhj_odelbs’, ’Name’,
91 ’Beeler-Reuter Compuertas m h j’,
92 ’Position’, [300 , 20, 550,420])

93 |plot(T2,Y2(:,1),T2,Y2(:,2),T2,Y2(:,3))
94 |ylim([0,1])

95 |legend(’m’,’h’,%j?)

96 |xlabel(’tiempo (ms)’)

97 |ylabel(’Valor’)

98
99 | % Compuertas d ,f ,x1

100 |figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,

101 ’c4BelerReuter_Compuertasdfx_odelbs’, ’Name’,
102 ’Beeler-Reuter Compuertas d f x1’,
103 ’Position’, [600 , 20, 550,450])

104 |plot(T2,Y2(:,4),Trk,Yrk(:,5),”.7,T2,Y2(:,6),”.7)

105 |ylim([0,1])

106 |legend(’d con odelbs’,’f con ode45’,’x1 con odelbs’,’Location’,’East’)
107 |xlabel(’tiempo (ms)’)

108 |ylabel(’Valor?’)

109
110 | % concentracidn de calcio

111 (figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’, ...

112 ’>c4BelerReuter_Ca_odelb5s’, ’Name’,
113 ’Beeler-Reuter Concentracidon de iones de calcio’,
114 ’Position’, [800 , 40,550,450])

115 [plot(T2,Y2(:,7))
116 |xlabel(’tiempo (ms)’)
117 |ylabel(’Concentracién (M)’)

E.3. Capelle-Durrer

E.3.1. CapelleDurrer1980.m

1| %{
2 FUNCION CapelleDurrer1980.m
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IMPLEMENTACION DEL MODELO DE NOBLE 1962

La funcidén consta de dos parametros
(t,x)

t = intervalo de tiempo
x = [Y Vm] - vector de valore iniciales

x(1) > Y
x(2) >V

Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ

Ultima revisidén: ENERO 2011

h}
function dydt = CapelleDurrer1980(t,x)

Tttt lolhtolohhtolothtolohhtoTothtolohhtolohotoTohotoToholoTootoTohotoTohotoTootoTootoootootohsle
% Valor en estado estacionario del parametro Y

ol h e htehhtelhtelohtolohtolohtolohtoTohhtoTohhloTohtoTohtelohotolohotoooteohotstohotsle

if 5<t & t < 11

Iext = .17;
else

Iext = 0;
end
if x(2) < -80.0

Yinf = 0.0;
elseif x(2) > -60.0

Yinf = 1.0;
else

Yinf = (x(2) + 80.0)/20.0;

end

N N X N N N N N N N N N N N N Y
% Corriente dependiente del voltaje Il

ool htehohtehohhtelohtelohtolohtolohtelohtolohtoTohtolohteTohtelohtelohotsootsohotsohotse

if x(2) < -70.0

Tuno = 0.05 + 0.005%(x(2) + 70.0);
elseif (x(2) > 0.0)

Iuno = 0.06 + 0.00425%x(2);
else

Iuno = 0.05 + 0.01*(x(2) + 70.0)/70.0;
end
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YA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A
% £(Vm)

YA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A
a = .00003837854;

b = 0.00584649;
c = 0.2531834;
d = 2.356256;

if x(2) < -74.3

f =0.0784 + 0.02%(x(2) + 74.3);
elseif (x(2) > -27.8)

f =-0.9884 + 0.0171x(x(2) + 27.8);
else

f = a*x(2)7"3 + b*x(2)72 + c*x(2) + d;
end

b hh kol ottt hhootodotototododotothototoththththththththththththththhh sl hh s
% Corriente dependiente del voltaje I_0O

Tt to T to oo Toto ot TotootooTotolototoTotolotooTotolototoTotelotooTotelo b6 To %ol %
Icero = Tuno + f;

T A T T T IE T T T T A 1o 1 05 T 1 15 T I b 1A 10 16 16t b 7 T U T T T T L Th 1 o 1 (o (b 1 L s T (s D b 76 167
% Sistema de ecuaciones

Tt htolohtelohtolohtolohtolohhtolohhtolohhtotoshtoTohotoTohtetohotolohotoTohotoootoototsohohs

dydt = [ (Yinf - x(1))/50.0;
(-x(1)*Iuno - (1.0 - x(1))*Icero + Iext)/0.01 1;

E.3.2. UsaCapelleDurrer1980.m

hi

PROGRAMA UsaCapelleDurer1980.m
USANDO ode45, ode23 y odelbs, SE RESUELVE EL SISTEMA DE
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DEL MODELO CAPELLE-DURRER
QUE SE ESPECIFICAN EN LA FUNCION

CapelleDurrer1980.m
Y SE GRAFICAN ALGUNOS RESULTADOS.

Los ode’s regresan un vector de la forma

[T, Y], siendo:

T : vector columna de tiempos

Y : matriz de dimensioén length(T)x2 donde cada columna
representa los resultados obtenidos para
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55
56
57
58
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60

[y, vl
Autor: ROBERTO MENDEZ MENDEZ

Ultima revisién: 1 Mayo 2015
h}

close all
clear
clc

[0 500];
[0.07, -78.6];

Wt
I

%% Solucién con ode45

Galc

[T,Y] = ode45(@CapelleDurrer1980,t,x);
elapsedTimed4b5 = toc;

lode45 = length(T);

numpasos4b = num2str(lode4b);

% Solucidén con ode4b5, tamaflo de paso k fijo
% y sin correccién de error

kfds5 = 1.5;
options = odeset(’AbsTol’,1076,. ..

’MaxStep’, kf45,’InitialStep’, kf45,’Refine’, 1);
[Tf1,Yf1] = ode45(@CapelleDurrer1980,t,x,options);

kfdbe = 2;
options = odeset(’AbsTol’,100,...
’MaxStep’,kf45e,’InitialStep’,kf45e,’Refine’, 1);

[Tf2,Yf2] = ode45(@CapelleDurrer1980,t,x,options);

%% Con ode23

1l(e

[T23,Y23] = o0de23(@CapelleDurrer1980,t,x);
elapsedTime23 = toc;

lode23 = length(T23);

numpasos23 = num2str(lode23);

%% Solucién con odelb5s

tic
[Ts,Ys] = odelb5s(@CapelleDurrer1980,t,x);
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elapsedTimelbs = toc;
lodelbs = length(Ts);
numpasos15s = num2str(lodelbs);

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A
%% GRAFICAS
VA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

%Vm comparativo ode45 y odelbs

figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4CapelleDurrer_Vm_ode45_15s’, ’Name’, ...
’Capelle-Durrer Potencial de Accidn’,
’Position’, [10 , 180,800,500])

subplot(1,2,1)

plot(T,Y(:,2),%.?)

xlabel ({’tiempo (ms)’,’(a)’})

ylabel(°V_m (mV)’)

text (200,10, [’Num. de Pasos = ’, numpasos45])

subplot(1,2,2)

plot(Ts,¥s(:,2),”.7)

xlabel ({’tiempo (ms)’,’(b)’})

ylabel(°V_m (mV)’)

text (250,10, [’Num. de Pasos = ’, numpasoslbs])

%Vm comparatvo ode45 y tamafio de paso fijo

figure (’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4CapelleDurrer_Vm_ode45f’, ’Name’,
’Capelle-Durrer Potencial de Accidén’,...
’Position’, [200 , 180,800,500])

subplot(1,2,1)

plot(Ts,¥s(:,2),’r’ ,Tf1,Yf1(:,2),°k’)

legend(’odel5s’,’0ded5 k = 1.5°);

xlabel ({’tiempo (ms)’,’(a)’});

ylabel(’V_m (mV)’)

subplot(1,2,2)

plot(T£2,Y£2(:,2))

1=[’0de45 k= ’, num2str(kfi4be)];

legend(1);

xlabel ({’tiempo (ms)’,’(b)’});

ylabel (°V_m (mV)’)

% Parametro de excitabilidad

figure (’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
>c4CapelleDurrer_Y_ode45_15s’, ’Name’,...
’Capelle-Durrer Pardmetro de excitabilidad’,
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’Position’, [10 , 10, 550,420])
plot(T,Y(:,1),Ts,¥s(:,1),Tf1,Y£1(:,1), ...
Tf2(1:130),Yf2(1:130,1))
1 = [’ode45, k = ?,num2str(kf4be),’, t < ’, num2str(Tf2(131))];
legend(’ode45’,’0delbs’,’0ded4b k=1.5",1);
xlabel (’tiempo (ms)’)
ylabel(’Valor’)

figure (’NumberTitle’,’off’,’FileName’,

>c4CapelleDurrer_Y_oded4b5_k2’, ’Name’,...
’Capelle-Durrer Parédmetro de excitabilidad con k = 27,

’Position’, [500 , 10, 550,420])

plot( T£2,Y£f2(:,1))

1 = [’ode45, k = ’,num2str(kf4be)];

legend(1);

xlabel (’tiempo (ms)’)

ylabel(’Valor’)

E.4. Fenton Karma para Luo-Rudy

E.4.1. FentonKarmal988LR.m

YAl
FUNCION: FentonKarmal998LR(t,x)

IMPLEMENTACION DEL MODELO FENTON-KARMA DE 1998 CON LOS
PARAMETROS PARA LUO-RUDY I

La funcidén tiene dos parametros
(t,x)
donde
t = intervalo de tiempo
x = [u v w] vector de valores iniciales

u -> x(1)
v -> x(2)
w -> x(3)

Aqui
dx/dt = [u v w, Vm]

u .- potencial de accidén normalizado

v .- compuerta v : Representa la corriente de entrada rapida
a través de la compuerta v a un tiempo t
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w .- compuerta w : Representa la corriente de entrada lenta
a través de la compuerta w a un tiempo t

Autor: ROBERTO MENDEZ MENDEZ

Version : 2da
Fecha: 29/04/2015
o

function dxdt = FentonKarmal998LR(t,x)

% Valores Iniciales

Cm = 1;
V_0 = -85;
V_fi = 15;
uc = 0.13;
u_v = 0;

g_fi_max = 5.8;
tau_vl_menos = 18.2;
tau_v2_menos = 18.2;
tau_v_mas = 10;
tau_w_menos = 80 ;
tau_w_mas = 1020;

tau_0 = 12.5;
tau_r = 130;
tau_si = 127;
u_csi = 0.85;
k = 10;

% Del estimimulo

est(1) = 100; % Inicial

est(2) = 50000; % final

est(3) = -0.2; % Amplitud

est(4) = 1000; Y% Periodo

est(5) = 1; 7% Duracidén del pulso

% Estimulo

tmpl = t - est(1) - (floor((t - est(l))/est(4))*est(4));

if ( (£ >= est(1)) && (t <= est(2))&&. ..

( tmpl <= est(5)))
Jext = est(3);
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69 else

70 Jext = 0;
71 end

72
73
74 | 7, Componente p
75 |if (x(1)< u_c)

76 p = 0;
77 |else

78 p=1;
79 |end

80

81 | % Componente q
82 |if (x(1) < u_v)
83 q = 0;

84 |else

85 q=1;

86 |end

87
88 | /» Corriente de entrada Rapida
89
90 |tau_d = Cm/g_fi_max;
91
92 [J_fi = (-x(2)*p*x(1 - x(1))*(x(1) - u_c))/tau_d;
93
94 |, Corriente de entrada Rapida
95 | % para la compuerta v

96
97 |tau_v_menos = g*tau_vl_menos + (1 - q)*tau_v2_menos;
98
99
100 | % Corriente de salida lenta
101
102 [J_so = (x(1)*(1 - p))/tau_0 + p/tau_r;
103
104 | % Corriente de entrada lenta
105
106 |J_si = -x(3)*(1 + tanh(k * (x(1) - u_csi)))/(2*xtau_si);
107
108 | % Calculo de las ecuaciones diferenciales

109 |dxdt = [ -(J_fi + J_so + J_si + Jext);

110 ((1 - p)*(1 - x(2)))/tau_v_menos - (p*x(2))/tau_v_mas;
111 ((1 - p)*(1 - x(3)))/tau_w_menos - (p*x(3))/tau_w_mas];
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E.4.2. UsaFentonKarmal988v2.m

YA
PROGRAMA UsaFentonKarmal1998v2.m

UTILIZANDO LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
DEL MODELO Fenton-Karma, RESUELVE Luo -Rudy 1,

por medio de ode45, ode23 y odelbs y

GRAFICA ALGUNOCS RESULTADOS.

EL OBJETIVO ES MOSTRAR LOS ERRORES QUE SE PRODUCEN

(CON CUALQUIER METODO) AL UTILIZAR ESQUEMAS DE PASO
VARIABLE Y SIN RESTRINGIR EL MAXIMO TAMANO DE PASO

QUE PUEDE TOMAR EL METODO.

Fenton-Karma es programado como una funcién en el archivo

FentonKarmal1998LR.m

dxdt = [ -(J_fi + J_so + J_si + Jext);
(1 - p)x(1 - x(2))/tau_v_menos - (p*x(2)/tau_v_mas);
(1 - p)*x(1 - x(3))/tau_w_menos - (p*x(3)/tau_w_mas);
V_0 + x(D)*(V_fi - V_0)];

Autores: ROBERTO MENDEZ MENDEZ

Ultima revisién: Abril 2015
Version : 2da

%}

close all
clear
clc

o oo ot ol oo ool oo oo oo oo o loto oo oo ot Tofo o %o %o
% SOLUCION NUMERICA
% USANDQO FentonKarmal998LR.m

DTl Tl hhtotohlelolohhhhtetehhlelotohlhthtetthletelotth’hthtthhtttthhhh

% Vector de valores inicialea
% [u, v ,w, Vm]

%x = [0, 1 ,1, -85];
x = [0, 1 ,1];
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%% ODE45

t = [0 3600];

[T,Y] = ode45(@FentonKarmal998LR,t,x);
nprk = length(T) - 1;

o o=~

pasomaxRK = 1.9;

options = odeset(’MaxStep’, pasomaxRK);

BILE

[T2,Y2] = ode45(Q@FentonKarmal998LR,t,x,options);
elapsedTimeRKf = toc;

nprk2 = length(T2) - 1;

%% ODE23

[T23,Y23] = ode23(@FentonKarmal998LR,t,x);
np23 = length(T2) - 1;

pasomax23 = 1.9;

options = odeset(’MaxStep’, pasomax23);

tic

[T23_2,Y23_2] = ode23(@FentonKarmal998LR,t,x,options);
elapsedTime23f = toc;

np23_2 = length(T23_2) - 1;

%% ODE15S

[T3,Y3] = odel5s(@FentonKarmal998LR,t,x);
nplbs = length(T3);

pasomax1b6s2 = 1.9;

options = odeset(’MaxStep’, pasomax15s2 );
[T3_2,Y3_2] = odelbs(@FentonKarmal998LR,t,x,options);
nplbs_2 = length(T3_2);

pasomaxlbs = 1.5;

options = odeset(’MaxStep’, pasomaxl5s );

Gile

[T3_3,Y3_3] = odelbs(@FentonKarmal998LR,t,x,options);
elapsedTimelbsf = toc;

npl15s_3 = length(T3_3);
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h

o To oIt Dot Dot Dot To Tt Tttt TeTs sttt hthh sttt
% GRAFICAS del potencial

% normalizado u(t)

bttt loTololohohhhhtetotoloTotolhhhhtetotoloototthhhhtetetoototototothttes s
%% ODE45

figure(’FileName’,
’FentonKarmaMLR1_ode45’, ’Name’,
’Fenton-Karma para Luo Rudy 1’, ’Position’,
[10 , 250, 550,420])
plot(T,Y(:,1))
legend(’ode45, k irrestricto’)
xlabel (’tiempo (ms)’)
ylabel(Pu(t)’)
text (175,0.0000008 , [’Num. de Pasos = ’ num2str(nprk)])

% u, k fijo valido

figure(’FileName’,
’FentonKarmaMLR1_ode45kf’, ’Name’,
’Fenton-Karma para Luo Rudy’, ’Position’,
[100 , 240, 550,4201)

plot(T2,Y2(:,1))

legend([’oded45, k <= ’ num2str(pasomaxRK)])

xlabel(’tiempo (ms)’)

ylabel (Pu(t)?)

text(175,1.1 ,[’Num. de Pasos = ’ int2str(nprk2)])

%% ODE23

% u, k irrestricto

figure(’FileName’,
’FentonKarmaMLR1_ode23’, ’Name’,
’Fenton-Karma para Luo Rudy’, ’Position’,
[200 , 220, 550,420])

plot(T23,Y23(:,1))

legend(’ode23, k sin restringir’)

xlabel (’tiempo (ms)’)

ylabel(Pu(t)?)

text(175,1.2 ,[’Num. de Pasos = ’ int2str(np23)])

% u, k fijo valido

figure(’FileName”’,
’FentonKarmaMLR1_ode23kf’, ’Name’,
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137 ’Fenton-Karma para Luo Rudy’, ’Position’,

138 [300 , 200, 550,420])

139 |plot(T23_2,Y23_2(:,1))

140 |legend([’0de23, k <= ’ num2str(pasomax23)])

141 [xlabel(’tiempo (ms)’)

142 |ylabel (Cu(t)?)

143 |text(175,1.2 ,[’Num. de Pasos = ’ int2str(np23_2)])
144
145 | %% ODE15S
146
147 | % u, k irrestricto
148 |figure(’FileName’,

149 ’FentonKarmaMLR1_odr15s’, ’Name’,
150 ’Fenton-Karma para Luo Rudy’, ’Position’,
151 [400 , 180, 550,420])

152 |plot(T3,Y3(:,1))

153 |legend(’odelbs, k irrestricto’)

154 |xlabel(’tiempo (ms)’)

155 |ylabel (Pu(t)?)

156 |text(175,1.2 ,[’Num. de Pasos = ’ int2str(upl5s)])
157
158 | % u, k fijo invalido
159 |figure(’FileName’,

160 ’FentonKarmaMLR1_odel5sk1.9’, ’Name’,
161 ’Fenton-Karma para Luo Rudy’, ’Position’,
162 [500 , 160, 550,420])

163 |plot(T3_2,Y3_2(:,1))

164 |legend([’odelbs, k <= ’ num2str(pasomax15s2 )])

165 |xlabel(’tiempo (ms)’)

166 |ylabel(’u(t)’)

167 |text(175,1.2 ,[’Num. de Pasos = ’ int2str(nplb5s_2)])
168
169 | % u, k fijo valido
170 |figure(’FileName’,

171 ’FentonKarmaMLR1_odelb5sk1.5’, ’Name’,
172 ’Fenton-Karma para Luo Rudy’, ’Position’,
173 (600 , 140, 550,420])

174 |plot(T3_3,Y3_3(:,1))

175 |legend([’odelbs, k <= ’ num2str(pasomax1bs )])

176 |xlabel(’tiempo (ms)’)

177 |ylabel (u(t)?)

178 |text(175,1.2 ,[’Num. de Pasos = ’ int2str(npl5s_3)])
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E.5. Convergencia

E.5.1. Ejemplo 17

E.5.1.1. Convergencia.m

% PROGRAMA QUE MUESTRA A UN METODO CONVERGENTE, EL CUAL AL

% RESOLVER UN SISTEMA DE EDO, CONFORME AVANZA EN EL TIEMPO

% VA DADO RESULTADOS CADA VEZ MAS DIFERENTES DE LOS OBTENIDOS
% CON LA SOLUCION ANALITICA

h

% Para ver como crece tal discrepancia se tomo la norma de

% la diferencia entre la solucidén real y la calculada por el
%» método en los tiempos 0.2, 0.4, 0.6, ...,2.4. También se
% usaron distintos tamafios de paso k =[0.1, 0.001, 0.00001].
h

% La salida del programa estd almacenada sin formato en la

% matriz de 12x3:

b ERROR

h

% siendo los renglones tiempos y cada columnas un tamafio de
% paso comenzando con k = 0.1.

h

% METODO

% Y_n+2 = Y_n+1 +

% h[f(X_n+2, YY_n+2) - f(X_n, Y_n)]
% donde

pA

% YY_n+2 = 3Y_n+1l - 2Y_n +

% h[f(X_n+1, Y_n+1) - 3f(X_n, Y_n)]/2

yA

% PROBLEMA A RESOLVER

h y» = £(u,v)  f(u,v) = [v, v(v-1)/ul"T

pA

pA y(0) = [1/2,-3]"°T

yA

%y_n = [u_n v_n]~T un vector transpuesto de entradas u y v.
pA

% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
yA

% Ultima revisién: ENERO 2011

clear

clc

%Segunda ecuacidn diferencial
dv = inline(Cvx(v - 1)/u’,’u’,’v?’);
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%Valores iniciales
t = [0 1];
valini = [1/2 -3];

%Solucién analitica del problema de valores iniciales
solU = inline(’ (1 + 3xexp(-8%t))/8’);
solV = inline(’-3%exp(-8%t)’);

%Solucion exacta en los puntos .2,.4,...,1.4
columnas = 12;
exacta = zeros(2,columnas);

for i = 1:columnas
exacta(1l,1i) s0lU(ix0.2);
exacta(2,i) = solV(ix*0.2);

end

T s T s T T T o T T T s T T o o s T T o T s T T o o s T T o o s o T o o o T o o s o T o o s o T o o s o T o o o o
% METODO %
T T T s T T T o T T To o T T o To o Fo T o To o o T o To o o T o T o o T o o o o T o T o o T o o o o T o o o o T o o T o T

format short e

met = cell(3,1);
% tamaflos de paso
k = [0.1, 0.001, 0.00001];

for i=1:3

tam = ceil(2.4/k(i) + 1);
met(i,1) = {zeros(2, tam)};
met{i,1}(1,1) = valini(1);
met{i,1}(2,1) = valini(2);

met{i,1}(1,2) = solU(k(i));
met{i,1}(2,2) = solV(k(i));
end

for 1 = 1:3

met4 = met{i,1};
col = size(met4,2);
hdc = k(i);
for j = 2:col-1
yauxu = 3*met4(1,j) - 2+metd(1,j-1) + hdcx(metd(2,j)...
- 3*met4(2,j-1))/2;
yauxv = 3*met4(2,j) - 2*metd(2,j-1) + hdcx* ...
(dv(met4(1,j),met4(2,j)) - 3*dv(metd(l,j-1),
met4(2,3-1)))/2;
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met4(1,j+1) = met4(1,j-1) + hdcx( yauxv + metd(2,j-1));
met4(2,j+1)= met4(2,j-1) + h4c*(dv(yauxu,yauxv) + ...
dv(metd(1,j-1) ,metd(2,j-1)));
end
met{i,1} = met4d;
end

Totolo o To ToTo oo To ToTo To o To foTo To o o fo To Fo o To o To FoJo o o To foFo oo o foTo Fo o To o To Fo o To o To Fo o o o To Fo o o o o fo Fo oo
yA CALCULO DEL ERROR pA
Totolo o To lo T oo To ToTo To T To o To To o o o To Fo o To o To Fo Jo To o To fo Jo oo To o Fo Fo o To o To Fo o o o o Fo o o o T Fo o o o o o Fo oo
yA

b Tablas de error calculadas por
T
pA En = ||ly(X_n) - y_nll

T

% con norma L2

ERROR = zeros(columnas,3);
posicion4 = [2 200 20000];
for i = 1:3

met4 = met{i,1};

for j = 1l:columnas

uerr4 = exacta(l,j) - met4(l, j*posiciond(i) + 1);
verrd = exacta(2,j) - met4(2, j*posiciond(i) + 1);
ERROR(j,i) = sqrt(uerrd~2 + verrd~2) ;

end
end
%Muestra los datos
ERROR

E.6. Region de Estabilidad (Lineal)

E.6.1. Ejemplo 18
E.6.1.1. EulerExplicito RE.nb

(* GRAFICA LA REGION DE ESTABILIDAD
DEL METODO EULER EXPLICITO*)

(*Autores: Maria Lourdes Velasco Arregui y
Roberto Méndez Méndez *)
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Needs ["FunctionApproximations‘"];
OrderStarPlot [PadeApproximant [Exp[z], {z, 0, {1, 0}}], 1,
AxesLabel -> {"x", "i"}, FrameTicks -> Automatic]

E.6.2. Ejemplo 20
E.6.2.1. BDF2_ RE.nb

(* GRAFICA LA FRONTERA DE ESTABILIDAD

EN EL METODO BDF DE 2 PASOS *)

(*Autores: Maria Lourdes Velasco Arregui y
Roberto Méndez Méndez *)

ParametricPlot [{(Cos[t] - 1)~2, Sin[t] (2 - Cos[t])}, {t, O,
2 Pi}, PlotRange -> {{-2, 5}, {-3, 3}}, PlotStyle ->
{Red, Thick}, AxesLabel -> {"x", "i"}]

E.6.3. Ejemplo 21
E.6.3.1. BDF3 RE.nb

(* GRAFICA LA FRONTERA DE ESTABILIDAD
DEL METODO BDF DE 3 PASOS *)

(*Autores: Maria Lourdes Velasco Arregui y
Roberto Méndez Méndez *)

ParametricPlot[{11/6 - 3 Cos[t] + (3/2) Cos[2t] - (1/3) Cos[3t],
3Sin[t] - (3/2) Sin[2t] + (1/3)Sin[3t]}, {t, 0, 2 Pi},
PlotRange -> {{-2, 6.7}, {-4, 4}}, PlotStyle -> {Red, Thick},

AxesLabel -> {"x", "i"}]

E.6.4. Ejemplo 22
E.6.4.1. Gauss24 RegEsta.nb

(*0OBTIENE LA FUNCION DE ESTABLIDAD Y

GRAFICA LA REGION DE ESTABILIDAD PARA EL

METODO GAUSS s=2 p=4 *)

(*Autores: Maria Lourdes Velasco Arregui y
Roberto Méndez Méndez *)
Needs["DifferentialEquations‘NDSolveProblems‘"];
Needs["DifferentialEquations‘NDSolveUtilities‘"];
Needs ["FunctionApproximations‘"];

Gauss24amat = {{1/4, (3 - 2xSqrt[3])/12},
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{(3 + 2xSqrt[3]1)/12, 1/4}};
Gauss24bvec {1/2, 1/2%};
Gauss24cvec = {(3 - Sqrt[3])/6, (3 + Sqrt[3])/6};
(* Obtencidén de la funcion de establilida *)
Print["La funcidén de estabilidad de Gauss s=2 p=4 es:"];
Rz = RungeKuttalLinearStabilityFunction[Gauss24amat, Gauss24bvec,
z ]
Print["La regién de estabililad es:"];
(* Graficacion de la region de estabilidad *)
OrderStarPlot[Rz, 1, z, FrameTicks -> Automatic]

E.6.5. Ejemplo 23

E.6.5.1. DOPRI54 RegEsta.nb

(x GRAFICA LA REGION DE ESTABILIAD

PARA EL METODO DROPI54 *)

(#*Modificacidn ligera al de la bibliografia [36]*)
Needs["DifferentialEquations ‘NDSolveProblems‘"];
Needs["DifferentialEquations ‘NDSolveUtilities‘"];
Needs ["FunctionApproximations‘"];

DOPRI54amat = {{1/5}, {3/40, 9/40}, {44/45, -56/15, 32/9},
{19372/6561, -25360/2187, 64448/6561, -212/729},
{9017/3168, -355/33, 46732/5247, 49/176, -5103/18656%},
{35/384, 0, 500/1113, 125/192, -2187/6784, 11/84}};

DOPRI54bvec = {35/384, 0, 500/1113, 125/192, -2187/6784,

11/84, 0};

DOPRIb4cvec = {1/5, 3/10, 4/5, 8/9, 1, 1};

DOPRIb54evec {71/57600, 0, -71/16695, 71/1920, -17253/339200,
22/525, -1/40%};

(x Obtencién de la funcion de establilida *)

Print["La funcidén de estabilidad de DOPRI54 es:"];

Rz = RungeKuttalinearStabilityFunction[DOPRI54amat,

DOPRIS4bvec, z]

Print["La regidn de estabililad es:"];

(* Graficacidén de la regién de estabilidad *)

OrderStarPlot[Rz, 1, z, PlotRange -> {{-3.8 , 2}, {-4, 4}},

FrameTicks -> Automatic]

141



E.7. Rigidez

E.7.1. Ejemplo 26
E.7.1.1. UsaEjemploRigidezl.m

>

, PROGRAMA QUE EJEMPLIFICA EL FENOMENO DE RIGIDEZ.
b

% UTILIZA LAS FUNCIONES:

pA ejemploRigidezfl.m ejemploRigidezf2.m
YA

% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
b

% Ultima revisién: ENERO 2011

oo

clear

clc

close all

% Valores iniciales que simulan una

% perturbacién en y

% vi=[t_0, y(t_0)]

lambda = -25;

vi=[0,1;0, 0.5, 0, 1.5; 1.3, 1; 3, -1.4 ;
2.8, -0.6; 4, 0; 5, -0.5;

2, -1; 6, 1.5; 8, -0.5; 9, -0.4];

svi = size(vi);
c = cell(svi(1),1);
c2 = cell(svi(1),1);
%h%%  CALCULO NUMERICO  %%%%%
for j=1:svi(1)
[T Y] = ode45(@ejemploRigidez1fl, [vi(j,1) 10]1,...
vi(j,2), [],lambda);
c{jr = [T Yl;
end

for j=1l:svi(1)

[T Y] = ode45(@ejemploRigidez1f2, [vi(j,1) 10], vi(j,2));
c2{j} = [T Y];

end

ToloTotos GRAFICAS  Whhehototohdh

hold on

% solucién numérica
for i=1:svi(1)
plot(c{i}(:,1),c{i}(:,2),°r?)
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end

% solucidén exacta
t =0:.1:10;
plot(t, cos(t))
ylabel (y(t)?)
xlabel(’t?)

figure(’FileName’, ’c6RigidezEjemploUnof2’,...
’Position’, [10 , 230,550,450])

% solucidén numérica

hold on

for i=1:svi(1)

plot(c2{i}(:,1),c2{i}(:,2),°r’)

end
% solucién exacta
t =0:.1:10;

plot(t, cos(t))
ylabel (Cy(t)’)
xlabel(’t?)

E.7.1.2. ejemploRigidez1fl.m

%FUNCION EMPLEADA POR EL PROGRAMA
pA UsaEjemploRigidezl.m
function dydt = ejemploRigidezl1f1(t, y, lambda)

dydt = lambda*(y - cos(t)) - sin(t);

E.7.1.3. ejemploRigidez1f2.m

%FUNCION EMPLEADA POR EL PROGRAMA
pA UsaEjemploRigidezl.m
function dydt = ejemploRigidezl1f2(t, y)

dydt = -sin(t);

E.7.2. Ejemplo 29
E.7.2.1. c6EjemlLEstaOscila.m

% Programa para mostrar el efecto de un error de

% oscilacién en disminucidén cometido por un método A-estable
% (no L-estable) y que no tiene un método L-estable.

b

% Se resuelve el problema

yA y’ = -2000(y - cos t)

b
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% Utilizando los métodos

yA Euler implicito (L-estable): yEI
b Trapecio (A-esatble) : yT
b

% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
b

% Ultima revisién: ENERO 2011

Dot

clear

clc

close all

k = 1.5/40;  YTamaflo del paso

t = 0:k:1.5;

tam = length(t);

yEI = zeros(tam,1);

yT = zeros(tam,1);
% Valores iniciales

yEI(1) = 0;
yT(1) = 0;
a = -2000;

% Solucidén exacta
y = (-ax(sin(t) - a*cos(t)) - a~2xexp(a*t))/(1 + a~2);

% Solucién numérica
for i=1:tam-1

yEI(i + 1) = (yEI(i) + 2000%k*cos(t(i+1)))/(1 + 2000%k) ;

yT(i + 1) = (1 - 1000*k)*yT(i) + 1000%k*(cos(t(i)) + ...
cos(t(di + 1))))/(1 + 1000%Kk) ;
end

%Grafica

plot(t,yEI,’*r’,t,yT,’-ob’, t,y,’k’)

axis( [0, 1.5, -0.1, 2] )

legend(’Euler implicito’, ’Trapecio’, ’Analitica’)
ylabel(’y?)

xlabel(’t?)
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Apéndice F
Lista de Programas

Listado alfabético de los programas que fueron implementados, para la obtencién

de resultados usados en este trabajo. Todos estos programas se pueden descargar de
(FALTA PONER).

La extension en el nombre del programa, indica que software fue empleado:
= .nb si fue implementado en Mathematica.
= .m si es codigo de Matlab.

Se especifica si el archivo se encuentra dentro de la carpeta ProgramasNotasNume-
rico/Notas o ProgramasNotasNumerico/NoEnNotas:

= N para la carpeta Notas

= NN en la carpeta NoEnNotas

Los programas que aparecen en la carpeta Notas, se transcribieron en el apéndice
E.
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NOMBRE UBICACION | UTILIZADO EN
BDF2 RE.nb N 3.4.1
BDF3 RE.nb N 3.4.1
BeelerReuter1977.m N 3.4.2
c6Ejem1LEstaOscila.m N 4.3.2
CapelleDurrer1980.m N 2.3
Convergencia.m N 3.3
DOPRI54 _RegEsta.nb N 3.4.2
Ejemplo25.m NN 4.1
Ejemplo28.m NN 4.3.2.1
Ejemplo29.nb NN 4.4
Ejemplo30.m NN Apéndice C
Ejemplo31.m NN Apéndice C
ejemploRigidez1fl.m N 4
ejemploRigidez1{2.m N 4
ErrorRedondeo.nb NN Apéndice C
EulerExplicito RE.nb N 3.4.1
EulerImplicito  RE.nb NN 4.3.2.1
FentonKarmal998LR.m N 2.4
funEjemplo25.m NN 4.1
Gauss24 RegEsta.nb N 3.4.2
noble1962.m N 2.1
Trapecio RE.nb NN 4.3.2.1
UsaBeelerReuter1977.m N 2.2
UsaCapelleDurrer1980.m N 2.3
UsaEjemploRigidezl.m N 4
UsaFentonKarmal997.m N 2.4
UsaNoble.m N 2.1
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