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Notas

"Pensar sin aprender es esfuerzo perdido; aprender sin pensar,
peligroso’
— Confusio

"Nunca he encontrado una persona tan ignorante que no pueda
aprender algo de ella’
— Galileo Galiley

"Prefiero la critica mds aguda de un solo hombre inteligente a
a aprobacion irreflexiva de las masas.
l b de [ ’
— Johannes Kepler

’El genio es la paciencia.’
— Isaac Newton

"La l6gica es la base de la certeza de todos los conocimientos
que adquirimos.’
— Leonerd Euler

’Cuando pedimos consejo, solemos buscar un complice.’
— Joseph Louis Lagrange

En la tierra no hay nada grande sino el hombre; en el hombre
no hay nada grande sino la mente.’
— Rowan Hamilton

’La ciencia no puede resolver el ultimo misterio de la naturale-
za. Y eso es porque, en el ultimo andlisis, nosotros mismos somos
parte del misterio que intentamos resolver.’

— Max Planck

’Locura es hacer lo mismo una y otra vez esperando obtener
resultados diferentes’
— Albert Einstein

’La medida de la grandeza en una idea cientifica es la medida en
que estimula el pensamiento y abre nuevas lineas de investigacion.’
— Paul M. Dirac

"Estudie mucho lo que mds le interese de la manera mds indis-
ciplinada, irreverente y original posible.’
— Richard P. Feynman

Lo que es especialmente sorprendente y motable es que en la
fisica fundamental es mds probable que una teoria bella o elegante
tenga razém que una teoria poco elegante.’

— Murray Gell-Mann
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Prefacio

Notas para el curso de electromagnetismo I de la facultad de ciencias de
la U.N.A.M. Estas notas estan basadas en los textos bésicos de electromagne-
tismo (Burbano, Resnik et all) y se han anadido secciones complementarias
que sirven como una guia unificadora de los conceptos de la materia. Se
tiene el fin de entender el electromagnetismo sin sobresimplificaciones en el
desarrollo tedrico, en donde paso a paso llegamos al reduccionismo de las
ecuaciones de Maxwell. Sin caer en el error de adelantarnos demasiado u
obviando ciertos conceptos clave.
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Repaso célculo vectorial

“Si la geometria se opusiera tanto a nuestras pasiones e in-
tereses actuales como a la ética, deberiamos refutarla y violarla un
poco menos, a pesar de todas las manifestaciones de FEuclides y
Arquimedes ...”

— Leibniz

1.1. Introduccién breve

Tratando de contextualizar, el estudio de las cargas eléctricas tiene su
origen desde los griegos posiblemente en Mesopotamia y Egipto. Desde la
Antigua Gracia se conoce que al frotar &mbar con una piel, ésta adquiere
la propiedad de atraer cuerpos ligeros tales como trozos de paja y plumas
pequenas. Su descubrimiento se le atribuye al filésofo griego Tales de Mileto
(ca. 639-547 a. C.).

Pero no se atribuye a los griegos la fisica de las particulas cargadas,
asi como también ellos conocian las palancas e incluso algunos principios
hidraulicos (fuente de Heron de Alejandria), tampoco podemos denominar-
los como los padres de la Fisica (Moderna). La razén por la cual todo este
bagaje de informacién no es conocimiento en ciencias fisicas, es por la fal-
ta de unificacién, simplificacién y organizacién. Asi como la mayoria sabe
Newton es el padre de la Fisica, a pesar de que Galileo, Kepler entre otros
ya habian hecho algunos descubrimientos importantes. Pero Newton fue el
primero en unificar en sus tres leyes y la ley de gravitacién universal, las
observaciones de Galileo y Kepler sobre caida libre y movimiento planetario

15
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respectivamente. Logrando simplificar estos fenémenos, en la minima can-
tidad de informacién usando sus leyes. Ademads abrio las puertas a nuevo
conocimiento e incluso a nuevas formas de especular sobre la vida (dios es
maquina).

Desde que el médico inglés W. Gilbert en 1600 trato de replicar y sinte-
tizar lo que los griegos habian observado, no fue hasta casi 200 afios después
que se logro tener una Fisica de las cargas eléctricas y sus movimientos, lo
que se llama hoy en dia electromagnetismo. Es claro que los fendmenos eléc-
tricos siempre han causado una admiraciéon por el ser humano, sobre todo
por el hecho de actuar como fuerzas invisibles, que ademas parecieran que
son muy ajenas a lo cotidiano. Desde un punto de vista mas formal, las ma-
nifestaciones de las interacciones de los cuerpos eléctricos y magnéticos no
tiene un origen (al menos aparente) en las leyes de Newton, aunque no por
ende quiere decir que la teoria newtoniana no sirva como punto de apoyo.
Esto solo hace que el misterio sea aun més grande.

Asi los fenémenos electromagnéticos y la muy exitosa teoria newtoniana
parecen no tener el mismo origen. De aqui se puede hacer la pregunta ;de
donde viene la carga eléctrica?, jExistiran otro tipo de carga ademas de la
eléctrica?. Estas preguntas son tan bésicas, que incluso hasta ahora (400 anos
después) siguen teniendo vigencia. Lo més que trataremos de explicar en este
trabajo serd el camino de la unificacién de la teoria electromagnética y como
esta cambio la mecanica newtoniana junto con la teoria de gravitacion.

1.2. Curvas

Empecemos con la herramienta matematica necesaria para entender pri-
mero las leyes de Newton. Para ello primero necesitamos toda el calculo
diferencial e integral (cdlculo no lineal), asi como la definiciéon de deriva-
da, teorema del valor medio, sumas de Riemman, teorema fundamental del
calculo entre todo lo deméas. Y ademads para interpretar mejor las ecuacio-
nes y lo que ellas resuelven también es de crucial importancia entender los
cambios de variable en todo su esplendor. Cuando este cambio de variable
se da en varias variables, se dice que es un cambio de coordenadas. Por
ejemplo una curva que representa la posiciéon de un cuerpo en coordenadas
cartesianas tiene la forma:

at) = x(t)és + y(t)éy + z(t)eé.. (1.1)
La fuerza para una particula en un sistema de referencia inercial (S.R.I)

de masa m esta dada por la ecuacion:
, d%a(t) d?x(t) | d?y(t) . d?z(t) .

F=m =m €x +m eyt m 72 é,

dt? dt? dt? (12)
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Esta ecuacion nos dice claramente cual es la fuerza de una particula en
coordenadas planas (cartesianas) canénicas (lo cual Newton definié como
axioma en su teoria). En teorfa se puede resolver todo con esta ecuacion,
pero ciertos problemas pueden resultar muy dificiles en forma matematica y
ademaés necesitamos expandir la teoria para sistemas de referencia no iner-
ciales (S.R.N.I), lo que en coordenadas cartesianas implica meter términos
adicionales en la ecuacién [1.2| como fuerzas ficticias. Para resolver estos pro-
blemas podemos hacer uso del cambio de coordenadas y tratar de ver si en
esas coordenadas es posible resolver el problema de forma mas sencilla y
sin necesidad de incluir de forma artificial las fuerzas ficticias propias de los
(S.R.N.I).

Veamos un caso explicito de como resolver un problema de este tipo:
Considérese una honda de radio R que se mueve a velocidad circular unifor-
me vy y el problema consiste en resolver la trayectoria de la particula libre
de fuerzas exteriores cuando se suelta la particula de la honda. Claramente
la ecuacién a resolver deberia ser F = 0, pero la honda no es un S.R.I, asi
que la igualdad anterior ya no es valida, si se unciste en trabajar en coorde-
nadas cartesianas se debe anadir una fuerza ficticia (centripeta). Pero aqui
se procederd de otro modo; si en lugar de eso se insiste en preservar la igual-
dad F = 0, entonces debemos cambiar de coordenadas y la fuerza ficticia
se obtendrad de forma natural, en este caso por ser un movimiento circular
uniforme usaremos coordenadas polares cilindricas:

z(r,0) = rcos(0),y(r,0) = rsen(f),z = z,r € (0,00),0 € [0,27),z € R
(1.3)
La primer pregunta que se puede formular en vista de esta cambio de
variable en coordenadas, ;Cual es la base asociada a estas coordenadas?.
Aunque hay una forma general de resolver esta cuestion para cualesquiera
coordenadas, nos limitaremos aqui a construir la base para las coordenadas
Claramente las coordenadassatisfacen z24y% = 12, si derivamos con
respecto a 6 se tiene: zz’ + yy' = 0 con 2’ = %. Se puede ver esta ecuacion
como el producto interior de los vectores Z con ¥’ i.e -7 = 0. Esto nos
genera una base para este sistema, ya que estos vectores son ortogonales y
ademés podemos definir ¥ = (—y, ), lo que genera el sistema de ecuaciones
diferenciales

dx dy
w- Y w7 (14)
d’x d%y

con condiciones iniciales (0) = 1y y(0) = 0. Con ello es facil comprobar
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que las funciones x(6) = cos(0) y y(0) = sen(f) satisfacen estas ecuaciones.

Como z no sufre cambios entonces podemos tomar a €, como elemento de
la base y asi ya se tienen tres vectores base para este sistema de referencia.

T = é, = cos(0)é, + sen(6)é,, (1.6)

=/

T =ég = —sen(0)é, + cos(6

)
)

Y
€.

é:

Hasta aqui ya se tiene con el material basico para proceder; empecemos
por obtener la ecuacién [1.1] en términos de estas coordenadas y después la
derivada con respecto al tiempo (se entiende que r(t), 6(t) y z(t) dependen
de este pardmetro). La curva y la velocidad son:

alt) =r(t)ée-(6(t)) + z(t)é., (1.7)

=a'(t)=r'ée. +rée. + 2 (t)eé,, (1.8)

dt

aqui se ha considerado que los vectores base €, y €y no son vectores cons-
tantes y por ende pueden ser derivados, si se usa la regla de la cadena (la

’ . Al _ /A
cual se puede repasar en [2]) es facil comprobar que se cumple &, = 0'ég y
éy = —0'¢, y &, = 0.Considerando esto se obtiene para la velocidad:

at)y =r'ée. +rb'ép. (1.9)
Para interpretar esta velocidad, podemos definir el vector velocidad an-

gular & = 0'¢é, y es fécil reescribir la ecuacién de la siguiente manera
(7"=ré):

alt) =r'e. +7xda. (1.10)

La primera parte de esta velocidad se llama velocidad relativa y el pro-
ducto vectorial 7x ¢ se le conoce como velocidad de arrastre. Para demostrar
esta férmula en casos més generales, se deben usar los angulos de Poisson.
Ahora si se procede a derivar nuevamente la ecuacién podemos obtener la
aceleracién y por ende la fuerza en estas coordenadas. El resultado es el
siguiente:

F=m[(" —r(0)%)e, + (2r'0" +r0")ey)
1 d(?“29’) (1.11)

2/0/ 9//:
reEr r o dt

Identificamos el segundo renglén con el momento angular mr26’ = 1I.
Si FF = 0 implica que el momento angular se conserva, considerando una
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velocidad angular inicial w, tenemos que ¢ = R?w/r?. Lo que implica que
para la parte radial se puede sustituir este valor y obtener una ecuacion
7" — (R*w/r?)?r = 0, la cual se resuelve con la sustitucién z = 1/r y usando
regla de la cadena 1’ = €'dr/df. La solucién de esta ecuacién es una suma
de senos y cosenos Asen(f)+ Bcos(0), por tratarse de una honda las condi-
ciones iniciales sobre 7 deben ser; r(0) = Ry 7/(0) = 0. Con esto se puede
demostrar que la trayectoria es una recta z = R, como era de esperarse.

Hemos visto con este ejemplo como simplificar un problema usando cam-
bio de coordenadas, en donde todo sale de forma natural, sin necesidad de
anadir fuerzas ficticias. Esto se puede replicar usando otras coordenadas co-
mo las polares esféricas. Algunos ejemplos adicionales los puede consultar
en los ejercicios de [1].

1.3. Gradiente

Definase una funcién escalar de la siguiente manera ¢(z,y)A — R, donde
A es un subconjunto de R(2). Si se considera un punto P de A y un vector
U podemos preguntarnos por el siguiente limite:

o P +70) = 0(P)
t—0 t

el cual nos dice cuanto cambia el campo ¢ dada la direccién del vector v,
por lo que es natural que este limite nos diga cual es la direccién de maximo
cambio de la funcién escalar. Para que este limite exista la funcién debe ser
diferenciable, lo cual siempre se asumira en este texto.

Evaluaremos este limite explicitamente en funcién de las derivadas par-
ciales % y g—i, las cuales estéan definidas como el limite anterior con ¢ = é,

y U = &, respectivamente.

Sea el limite:

o PP +70) = 0(P)
t—0 t

con P = (z,y), sumamos un cero,

¢($ + Ufﬂt? y) - ¢($ + U$t7 y)a (112)

y separamos el limite de la siguiente manera;

im ¢(x + U;tt7 Yy + Uyt) B ¢(x + Uzta y) + lim ¢(x + U;tta y) B ¢(x7 y) )

t—0 t t—0 t
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En el primer limite hacemos la sustituciéon u = vyt y multiplicamos por
%’ esto modifica el tamafio de la § por 1/v, en la definicién de limite, lo
cual resulta

P+ vat, Y+ u) — Gz + vty y)
lim -
u—0 u
podemos identificar este limite como la parcial de la funcién con respecto

a y, es decir :

lim (;5(:[: + Uxta y + ’U,) - ¢($ + Uxt7 y) Uy — lim (9(;5@ + (Ux/vy)uy y) Uy — a¢(x7 y) Uy-

u—0 U u—0 oy oy

Anélogamente se puede evaluar el otro limite. Con esto podemos escribir
la ecuacion L3k

lim &(P +t) — ¢(P) _ @U:p N @ o
t—0 t ox

Es claro que el gradiente de una funcién escalar (en este caso de dos
dimensiones) queda definido por el vector,
- 0¢ foler
Vo =_——6€+ —¢,. 1.13
De aqui podemos concluir que el gradiente es el vector de maximo cambio
de la funcién escalar ¢. Procedemos ahora a definir el diferencial de cambio
de una funcién escalar como:

O(Z + dx) — ¢(&) = dp = V¢ - d, (1.14)

donde definimos d¥ como el diferencial de trayectoria (coordenadas carte-
sianas).
Ahora si cambiamos de variable a coordenadas polares la diferencial debe
ser :
99 o¢

d = = -dr + 5 df) = Vé-dl. (1.15)

Sabemos por la ecuacién que el diferencial de trayectoria debe ser:
dl = [a(t)'dt = dré, + rdféy. De este hecho y de la ecuacién podemos
deducir que el gradiente en coordenadas polares debe ser:

Vo = 56+~ 55t (1.16)

Este método también sirve para coordenadas esféricas, parabdlicas, obla-
tas etc. Mas en general para cualquier base ortonormal. Se recomienda ver el
libro |3| para ejercitar el cambio de coordenadas de operadores diferenciales.
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1.3.1. Laplaciano

El laplaciano V2¢ = ngg + 812/¢ + 5 92¢ nombrado asf en honor a Pierre-
Simon Laplace, es un operador diferencial definido sobre un campo escalar ¢.
El operador laplaciano se encuentra en toda la fisica: aparece en la ecuacién
de onda, la ecuacién de Schrodinger, las ecuaciones para el flujo de un fluido
irrotacional, la ecuacién de difusién,la ecuacién de Poisson (V2¢ = f(&)), v

por supuesto la ecuacién de Laplace (V2¢ = 0).

;,Qué hace que esta combinacién particular de derivadas parciales sea
tan especial? ;Por qué lo hacemos? a menudo se encuentran con esta com-
binacién y, por lo tanto, rara vez se encuentran otras combinaciones de
operadores. La respuesta es que Laplaciano no es sélo es un manojo de sim-
bolos, sino esta relacionado con el caracter geométrico de la curvatura.

Asi el operador laplaciano se puede definir, no solo como un operador di-
ferencial, sino también a través de sus propiedades geométricas relacionadas
con el promedio alrededor de un punto de una funcién escalar. Esto implica
que un valor grande del laplaciano en un punto, indica la existencia de una
fuente del campo escalar en ese punto.

Demostremos esta propiedad usando un desarrollo en Taylor a segundo
orden de una funcién escalar ¢ alrededor del origen, que bien podria ser
cualquier punto que sea fijo de R? (donde las derivadas estdn evaluadas en
cero y se pueden trabajar como escalares), esto queda:

6
Dz

o) — p(0) = 2044 92, 90 1 Z

3% " 3" (1.17)

Ahora integramos [[.17] sobre una superficie de esfera de radio R < ¢, con
e — 0, en donde se usaran las siguientes identidades basicas:

/:rdA:/ydA:/szzo, (1.18)
/:UydA = /ysz = /zdi =0,
/x2dA = /deA = /I2dA,

/(x2 +y? + 2%)dA = /RQdA = 47 R*.

donde cada coordenada esta dada en esféricas, ver figura
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L
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£ ¥

x = Rsen(0)cos(¢) (1.19)
y = Rsen(0)sen(9) (1.20)
z = Rcos(0) (1.21)

dA = R*sen(0)d0de (1.22)

De estas identidades se observa que los términos no nulos son de los que
corresponden al laplaciano. De aqui deducimos la identidad:

 Js(8(&) — p(0)dA 8¢  d*¢ 9%
lelg%) (4/3)m R4 8x2+8y Tz

Identificando en la ecuaciéon el promedio de la funcién ¢ sobre la esfera,
podemos concluir que el laplaciano cumple con la igualdad:

. (< 6(@) > —0(0) 0% P 0%
Hm, R2/3 a2 "o T

lz| < R.

De aqui hemos demostrado que el operador V? esta relacionado con el
valor promedio de la funcién escalar ¢ sobre una esfera centrada en el origen.
Esto nos ayuda a dar la siguiente interpretacion; Si el laplaciano es nulo en
un punto dado, esto indica que no hay fuentes o sumideros que contribuyan
a la funcién escalar en ese punto. Si se demuestra que el laplaciano es cero
para todos los puntos del dominio, esto demostraria que la funcién escalar
es constante en el dominio. Si el laplaciano es positivo en un punto, esto
indicaria que ese punto contribuye como una fuente de la funcién escalar, si
el signo es negativo contribuye como sumidero. Notase que estos argumen-
tos son validos para puntos del dominio, asi que podriamos esperar que hay
regiones en donde el laplaciano se anula y otras en donde no.
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Como paso final veremos como escribir el laplaciano en distintas coor-
denadas, expondremos aqui de forma explicita el caso de coordenadas cilin-
dricas polares. Empecemos con la funcién escalar ¢(r(z,y, 2),0(x,y, ), z) la
cual esta en coordenadas cilindricas 7,0 y z y estas dependen de las coorde-
nadas canénicas por medio de ; r? = 2% 4 y2, Tan() = y/z y z = z.Usando
estas relaciones podemos usar la regla de la cadena con el fin de obtener
las segundas derivadas 227‘5 y ‘327‘5 en funcién de parciales en coordenadas
cilindricas.

Explicitamente esto queda:

0 o0 w0« 0y oo
Oz Oxdr 0Jx00 /224 y20r a2+4y200’ )
0 oro 000 Y 0 x 0
Oy~ dydr T Oy00 kg or | a0

o 0

0z 0z

Usando las relaciones entre las variables 7,0 y z y las coordenadas cané-
nicas, es posible escribir las derivadas anteriores en funcion exclusiva de las
coordenadas cilindricas.

o 0 sen(f) 0
% = 608(0)5 — , %, (124)
0 0  cos(f) 0
%—sen(ﬁ)a 30"
9_29
0z 0z

Con esto podemos calcular las segundas derivadas que nos interesan:

824 _ <COS(9)3 _ sen(0) 9 ) (cos(0)8¢ _ sen(0) 3¢> 7 (1.25)

x? or r 90 ar r 06

¢ 0 cos(f) 0 0¢p  cos(0) 0¢

a—yQ = <S€n(9)87" + . (90) (sen(@)ar + " (90) ,
%y 9% .
92 = 5.2 (trivial).

Para proceder, es necesario usar la regla de Leibnitz ya que en la mayoria
de los casos hay que derivar un producto de funciones. Con un poco de
paciencia se llega al resultado final:
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8%¢ _ c052(9) 8%¢ B 2cos(9)sen(0) 8%¢ " sen?(6) % + 25677,(9)005(9) @ n sen?(9) 8%¢ ’ (1.26)
oz or2 T 2000 T or r2 o0 r2 262
8%¢ 2 8%¢ cos(0)sen(0) 9%¢ cos?(6) 0¢ sen(0)cos(0) O¢ cos?(0) 9%¢
— = | sen®(0)—= + 2 — =2 — —_—
dy?2 ar2 r d60r T or r2 o0 2 962
82 o2
¢ = i (trivial),
0z2 922
8%2¢ 0%¢ 08%¢p 98%¢ 104 1 0% 08%°¢ 10 0¢ 1 0%¢ 0%¢

— = +-—+ 5 —= + =-——0r—)+ 55—
dx2 ay? 922 ar? r or r2 902 922 r Br< Br) r2 902 922

Este resultado sirve para modelar méas facilmente problemas que invo-
lucran una geometria circular, en lugar de una geometria de lineas rectas
infinitas que es el caso del laplaciano candnico. Para que el laplaciano tenga
solucién Unica es necesario imponer condiciones de borde, las cuales pueden
darse fijando la frontera de la funcién escalar o su derivada. La primera de
estas condiciones se llama de Dirichlet y la segunda de Newman (puede ha-
ber combinaciones). Para entender més en concreto en que consiste veamos
un ejemplo. Considérese un problema de calor en dos dimensiones; sea un
anillo de radio interior R; y radio exterior Ry el cual tiene definido una
temperatura en el circulo interior 77 y exterior 15, encontrar la temperatura
de la regién intermedia. En términos de ecuaciones esto quedaria:

V2 =0, (En coordenadas cilindricas), (1.27)
¢(r = Ry,0) =11,
¢(T = RQ) 9) = T2~

Notemos primero que el problema tiene simetria circular, es decir, las
condiciones de borde no dependen de la variable 0. Esto implica que la
derivada % = 0, esto es resultado del teorema del valor medio, ya que como
¢ no varia con # en la frontera entonces por este teorema ¢ tampoco debe
variar en el interior del disco. Con esto el laplaciano se reduce a :

;g(ra) =0, (1.28)

La solucién de la ecuacion|1.28|puede ser hallada facilmente: ¢(r) = %Ln(r)—i—

T1Ln(R2)—T2Ln(R1)
Ln(Rz/R1)

Es recomendable obtener como ejercicio el laplaciano en coordenadas
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esféricas, aqui solo pondremos el resultado:

2 2
0°¢p  20¢ 1 0 (sin@Z?) n 1 0%

2, |9 2090 1 O 1 o9
Vo= 8r2+r8r r2sin 6 96 2 sin? § Op?

5 E(05)

r2 Or

1.4. Campo vectorial

Analiticamente un campo vectorial es una funcién A : R® — R™ que
asigna a cada valor de 7 un tnico valor A(7).

La representacién geométrica de los campos vectoriales se realiza me-
diante las lineas vectoriales, de modo que el campo es tangente a la linea
vectorial en todos sus puntos. De modo que si el elemento diferencial de la
linea vectorial es di tenemos siempre que Aes paralelo a di.

Debido a la definicién de campo vectorial dos lineas vectoriales nunca

pueden cortarse. En coordenadas cartesianas es facil verificar que la derivada
de un campo vectorial es el gradiente en cada una de sus entradas,

AT+ dE) — A(Z) = dA = (VAL(7), VA,(7), VA.(F) - dit = J - dZ, (1.29)

donde J es definida como la Matriz Jacobiana,

Figura 1.2: Transformaciéon de un vector ¥ a un sistema de coordenadas
definido por P.

0Ax(r)  0Az(F)  OAx(T)

ox oy 0z
J = | 2Au®)  0Ay(T)  04y(7) (1.30)
ox oy 0z : :
0A: ()  0A:(7) 0A:(7)
ox oy 0z
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Estudiemos un poco cual es la interpretacién geométrica de esta matriz.
Asi como el gradiente se podia interpretar como el vector de méximo cambio
para la funcion escalar, la Jacobiana ahora se interpreta como una base
vectorial para cada punto donde le campo vectorial del dominio. Asi por
ejemplo para un vector con componentes (vi,vs,v3) anclado en un punto

—

P = (p1,p2,p3) el cambio es

DA, (F) OA(;(F) A, (7)
5 ox _ Y 0z . 5 5
dA = vy | 220 oy | 2200 | gy | 04D ) = 09, A) p+ua (9, A) pvs (9. A) 5,
QAL (7) DA, (7) AL(7)
oz J1P oy Jdp 9z 1P

donde las componentes del vector son interpretadas como coordenadas de
la base de los vectores columna (constantes para cada punto (p1,p2,ps))
de la matriz Jacobiana, ver figura [I.2] Notase que como los vectores de la
Jacobiana son constantes para cada punto (p1, p2,p3), entonces se tiene una
gama de coordenadas definidas por el vector (v1,v2,v3) que pueden generar
un espacio vectorial (base) sobre R? para cada punto (p1,p2,p3) . Evidente-
mente para que esto siempre funcione el determinante de la Jacobiana debe
ser siempre distinto de cero.

Vectores tangentes

A partir de las nociones anteriores, podemos darnos cuenta que para un
punto de aplicacién P podemos generar una serie infinita de vectores que
emerjan de el y lo mismo para el vector f_l'(ﬁ) Precisemos mas este concepto
con la siguiente definicién: (tomada de [2])

Un vector tangente V;, a R" consiste en dos puntos de R™: su parte vec-
torial U y un punto de aplicacion P.

En la figura @7 se muestra un ejemplo de un vector tangente en tres
dimensiones. Es evidente que los vectores tangentes forman un espacio vec-
torial en R™ (es trivial ver esto si P = (). A este espacio vectorial lo de-
notaremos como espacié tangente 7,(R™) que consta de todos los vectores
tangentes que tienen a P como punto de aplicaciéon, esto evidentemente de-
fine un sub-espacio vectorial para cada punto de aplicacién en R".

Un concepto estandar de la fisica en especifico del electromagnetismo
es el concepto de CAMPO, lo cual podemos ver como una flecha en cada
punto del espacio, tal que esa flecha representa una fuerza, una velocidad,
etc. En vista de la definiciéon de vector tangente podemos dar una definicion
formal de campo:

Un campo vectorial ff(a_c’) en R™ es una funcion que asigna a cada punto
P de R™ un vector tangente A(P) a R™ en P.
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A partir de esta definicién podemos establecer una forma de dibujar los
campos vectoriales. Tomemos una curva en R™: &(t) con t € I C R. Sea
(0) = P el punto de aplicacién, entonces podemos definir el A(P) como el
punto de aplicaciéon imagen, de aqui queremos ver que vector tangente del
dominio D del campo vectorial T4, (D) le corresponde el vector tangente
de la curva ver figura el cual esta definido por la derivada de la curva
U = ¢, lo cual implica

de(t)
dt

= A(&()). (1.31)

Veamos por ejemplo el campo &, = (1,0, 0) en R3, en este caso la curva esta

p+v=1(345)

I

Figura 1.3: Ejemplo de un vector tangente en R3, .

dada por &(t) = (t + pz, py, P2), lo que nos indica que el campo se prolonga
sobre el eje x de forma indefinida en cualquier punto de R3. Tomemos un
ejemplo més; sea el campo en dos dimensiones ff(:i") = (—y,x), en este caso
la curva que satisface es: ¢(t) = K(cos(t), sen(t)), con K una constante,
ver figura [1.5

Por ultimo podemos dar una observacién interesante; sea una funcion
¢ (&) escalar, podemos definir la derivada direccional como se hizo en la sec-
cién con un punto de aplicacion P. Esto nos permite ver el gradiente de
¢ como un campo vectorial para cada punto de aplicacién.
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Figura 1.4: Curva que pasa por punto de aplicacién.

Figura 1.5: Campos vectoriales ejemplificados en el texto.

Cambio de Variable
Veremos como aplicacién de lo anterior el cambio de variable vectorial.
La idea es tener una seria de relaciones entre tres variables nuevas (u,v,w)
y las variables candnicas del espacio (x,y,z),
z(u,v,w), ylu,v,w) z(u,v,w),

son funciones definidas para un conjunto A de R?, tal que estas funciones
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son invertibles en ese dominio. Construyamos el campo vectorial que defina
nuestro cambio de variable ¥(u,v,w) : A C R3 — R3,

X = z(u,v,w)éz + y(u, v, w)é, + z(u, v, w)é,

, a partir de aqui solo escribiremos (x,y,z) dando a entender que estas de-
penden de las variables (u,v,w). Usamos la expresién para un vector
tangente arbitrario vzdel dominio

dx =u (&L)Z)]s + Ug(av)aﬁ + ’Ug(@w)_(')ﬁ. (1.32)

Consideremos por simplicidad que los vectores de la identidad son or-
togonales y forman una base ya que las funciones son invertibles.

Ahora nos interesa expresar algunas identidades vectoriales con las nue-
vas variables (u,v,w), por ejemplo el gradiente de un campo escalar ¢(Z).
Usando la regla de la cadena en la base nueva (considerando el vector tan-
gente diferencial (du,dv, dw)y) podemos escribir

Ao = Vo |y -dif = Vo |5 -d¥,

por otro lado como el gradiente debe estar en la base nueva formada por los
vectores ((9uX) ), (0uX) 5), (OwX) 5)), llamemos a esta base como (€y, €y, € ),
note que no hemos normalizado la base ya que esta normalizacién depende
de las coordenadas en cada punto y por ende conviene para simplificar los
calculos dejar asi la base. Entonces el gradiente en estas nuevas coordenadas
debe ser combinacién lineal de esta base, usando la notaciéon u = uq,v = us
y w = ug con 0; = 8 - tenemos

3 3
Vo =33 (aij)
iog

donde «; ; son coeficientes reales. Tomando ahora dY = dué, +dve, +dwey, y
considerando que la base es ortogonal (€;-€; = 0 si i # j) podemos expresar

3

3 3 3
6(;5 I -dX = ZZZ a;j)( - € )duy = ZZ a;j)(0;0) & 1| g
T 7k

J
(1.33)
Con esto y usando la ecuacion [1.32] con vectores normalizados podemos
demostrar que el gradiente esta bien definido y por definicién el diferencial

33| debe ser

9¢

a6
(B

09\,
a )

- q.d_':

Si definimos las funciones

Ydu + (=)dv + (—
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ha :H €y H:H au)Z Ha
ho =l & [|=] duX ],
hs = €w [|=]| OwX ||,

a estas funciones se les llama factores de escala. Entonces podemos (en el
caso que la base sea ortogonal) obtener facilmente los coeficientes «; j, donde
es segin la ecuacion es evidente que «; ; = 0 si ¢ # 7, por lo tanto

Oém' =1 / h%,
de esta forma podemos concluir que el gradiente queda

106, 106, 106,

hiou " hedv * hyow

Podemos simplificar este resultado definiendo la siguiente regla para coor-
denadas ortogonales,

Vo =

dx = hidu, dy = hodv dz = hzdw.
Esto nos permite aplicar el cambio de variable a diferenciales de trayectoria,
de area y de volumen (ver secciones posteriores) de la siguiente forma
dZ = hiduéy + hodvé, + hydwé,,,
dA = hihodudvé,, + hohgdvdwé, + hshidwdué,

dV = h1 hzhgdudvdw.

Evidentemente es posible obtener expresiones para la divergencia y el rota-
cional por medio de estas identidades y de los resultados de los teoremas
integrales de Gauss y Stokes. Para ver ejemplos véase el apéndice D.

1.5. Circulaciéon de un campo vectorial

Supongamos que tenemos una regién del espacio en la que existe un
campo vectorial A= /_f(x, Y, %), y que tenemos una linea (de forma arbitra-
ria) acotada entre dos puntos M y N. En este caso definimos la circulacion
elemental del campo A como:

dC = A - dl = Apdz + Aydy + A.dz (1.34)

Por lo tanto la circulacién del campo A es una integral de linea de la
forma C = f]\]}[ A-dl = f]{/[V(Axda: + A,dy + A.dz), que a priori no tiene por
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qué ser facil de calcular. Supongamos ahora que el campo vectorial A es el
gradiente de un campo escalar U, es decir: A = V(U), en ese caso:

N _ N - N
C:/M A-dl:/M V(U)-dl:/M dU = U(N)-UM)  (1.35)

De modo que en el caso de que el campo vectorial sea el gradiente de
un campo escalar, la circulacion de éste es independiente del camino, s6-
lo depende del valor que toma el campo escalar en los extremos. En este
caso diremos que hablamos de un campo conservativo. U se denomina fun-
cion potencial (es decir, una funcién genérica de la que se deriva un campo
conservativo). El valor que U toma en cada punto se denomina potencial.

Ademas se puede ver que lo reciproco también es cierto: todo campo
cuya circulaciéon sélo dependa del valor inicial y final de la integral es un
campo de gradientes.

Por tanto, en un campo conservativo la integral de circulacién a lo largo
de una linea cerrada (es decir, el punto inicial y el final son el mismo) es
cero. Sin embargo lo reciproco no es cierto.

1.6. Representacion vectorial de superficies

Una superficie siempre se puede representar por un vector con médulo
igual al area de la superficie, direccion perpendicular a la superficie en cada
punto y sentido elegido por convenio.

Si la superficie es una superficie abierta se suele escoger el que convenga
para cada problema. Si la superficie es cerrada el vector de superficie va
dirigido siempre hacia fuera del volumen.

1.7. Integral Superficie (explicito)

En esta seccién profundizaremos mas sobre el concepto de integral de
superficie, el cual es un concepto clave para entender la mayoria de las ma-
nipulaciones de las ecuaciones de la electrostatica.

Definimos una superficie por medio de la representacién paramétrica o
vectorial. La cual dice que una superficie esta definida por un campo vectorial
diferenciable e inyectivo de A : B € R?> — R3, donde B debe ser conexo.
Explicitamente el campo vectorial seria:

Au,v) = X(u,v)éz + Y (u,v)éy + Z(u,v)é,. (1.36)

Sea una superficie [f(u, v), tomemos u constante y v variable, esto con-
vierte a la parametrizacién en una curva y podemos imaginar una curva
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para cada valor u constante que se elija. De esta forma es facil definir dos
vectores tangentes a la superficie que formen un plano que sea tangente a

la superficie. Estos vectores se eligen tomando u constante v, = % y con v

constante v, = %.

Con esto podemos definir una superficie regular, es decir que se compor-
te como una superficie lisa y sin auto-intersecciones o picos, que ademas de
. YT . . . . 9A . HA
tener un campo vectorial A diferenciable e inyectivo, pedir que | g x 5 |
sea una funciéon continua.

Recordando que la norma del producto vectorial de dos vectores en el
espacio cartesiano, corresponde al area del paralelepipedo que forman. Po-
deH}os construir un pedazo infinitesimal de drea en un punto dedla suPerﬁcie

% X % | AuAv. Cabe mencionar que el producto vectorial; % X % define
el vector normal 7 a la superficie en un punto.

Definimos el vector diferencial de superficie como: dS =] % X % |
dudvn =. Con esto podemos simplificar la ecuacién de diferencial de flujo de

un campo vectorial F' para una superficie dada en forma paramétrica(A):

L o [0A 04
d¢>_F-ds_F-<6uxav>dudv. (1.37)

La ecuaciéon anterior puede servirnos para cualquier superficie parame-
trizada. En este caso también podemos hacer el uso del cambio de variable
para en algunos casos simplificar los calculos. Es claro que el campo vectorial
F' esta en coordenadas cartesianas, asi en algunos casos es conveniente pasar
el campo vectorial F' a coordenadas esféricas, las cuales estan definidas de
la siguiente manera:

x = rcos(¢)sen(0), (1.38)
y = rsen(¢)sen(6),

z =rcos(0),

donde los vectores base son:

ér = cos(¢)sen(0)é, + sen(p)sen(8)é, + cos(f)é,, (1.39)
€9 = rlo—g4n/2 = cos(@)cos(0)éx + sen(p)cos(0)é, — sen(0)é.,
ép = éT|¢—>¢+7r/2,0:7r/2 = —sen(@)éy + cos(p)éy. (1.40)

Se pude comprobar que esta base es ortonormal, es decir, é; - &; = 51’J'E|

'El simbolo §;;, se conoce como delta de kronecker y vale uno si i=j y cero de otro
modo.
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con r = 1,0 = 2,¢ = 3. Gracias a esta propiedad podemos pasar de una
base ortonormal cualquiera a coordenadas esféricas facilmente. Por ejemplo
podemos escribir:

€, = aé, + bég + céy, (1.41)

a=é,-é = cos(f),

Con esto podemos reescribir el campo vectorial F' a coordenadas esféri-
cas. Ahora definimos la superficie en coordenadas esféricas como el campo

vectorial; A = R(0,¢)é,, donde R(f,¢) es una funciéon continua y positi-
194 %04
0

va. Calculemos las parciales en el producto vectoria X 56 notando que

%ég =égy %;: = sen(0)éy:

0A  OR, A

0= 0 ér + Réy, (1.42)
dA  OR. .
e %er + Rsen(6)éy,

efectuando el producto vectorial resulta;

20 " o

_OR
09

Con esto podemos concluir que el diferencial de superficie en coorde-
nadas esféricas es: dS = (R%en(@)ér - %%Rsen(@)ég - %R%) dfd¢. Sin
embargo aunque esta férmula es 1util no es la més popular, ya que en este
caso estamos considerando una superficie definida por la funciéon R(6, ¢),
pero podria pasar que en general tengamos otra superficie que este definida
por una funcién 6(¢,r) u otra superficie del tipo ¢(r,8), por ejemplo en
este caso de coordenadas esféricas, el primer caso si R = cte tenemos una
esfera, si # = cte tenemos un cono infinito y si ¢ = cte tenemos un plano
de la forma y/x = tan(¢). Asi que podria ser el caso que nuestra superficie
estuviera superpuesta por este tipo de superficies y en este caso la formula
anterior no seria muy util.

RZ%sen(0)é, a—RRsen(ﬁ)ég

T Réy. (1.43)

Para resolver esto tomaremos los dos ultimos términos de la ecuacién
los cuales estdn evaluados en la forma R(f,¢) y los pasaremos a las
formas 6(¢,r) y ¢(r,0). Para esto notemos lo siguiente:
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Rsen(0)dpdR = —((?;:Rsen(e))dﬁdgb, (1.44)
R = R(0,9),
=09,
=
Rsen(0)d¢dR = | sz %’Rsen(&))d@dqﬁ.

De esta forma queda claro que podemos hacer lo mismo para el ultimo
termino de la ecuacién Notase que el orden de las diferenciales difieren
por un signo, es decir, el producto dudv = —dvdu no es conmutativo, esto
se interpreta geométricamente por medio del vector normal, el cual puede
estar orientado de la forma +#.Finalmente podemos escribir el diferencial
de superficie en coordenadas esféricas como:

dS = dS = (R?sen(0)d0dgé, + Rsen(0)dgdRé, + RARADe,) . (1.45)

1.8. Flujo de un campo vectorial a través de una
superficie

Supongamos que existe un campo vectorial A=A+ Ayj+ A, k. Defi-
nimos el flujo elemental como

dp=A-ds (1.46)

Por tanto tenemos que d¢ = A,ds, + Aydsy + A.ds,, de modo que el
flujo total es

b= //Y.dg (1.47)

Siendo esta una integral de superficie a realizar sobre elementos en e.
El flujo es el namero de lineas vectoriales que atraviesan la superficie. En
superficies abiertas no importa si el flujo es positivo o negativo.

1.9. Divergencia

Definimos la divergenci de un campo vectorial A=A+ Ayj+ Ak
como

2Notase que la divergencia es un escalar, ya que es el ‘producto escalar’ de nabla por
un campo vectorial
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- 0A, O0A 0A, .
div(A) = o T ayy+ 5, = VA (1.48)

El teorema de Ostrogradski-Gauss nos dice que la integral de la diver-
gencia de un campo vectorial A en un volumen es igual al flujo del campo
A a través de la superficie que limita ese volumen, es decir

///V(V-/f)dfz//gfl'-dg (1.49)

Breve demostraciéon del teorema de divergencia

El teorema de divergencia enuncia que si D es un conjunto conexo en R?
con frontera cerrada y simplemente conexo S and F' es un campo vectorial
diferenciable en D entonces

/dvv-ﬁ:/ﬁ.cis (1.50)
D S

donde S es una superficie regular. En otras palabras la normal de la
superficie siempre apunta fuera de D.

Sea D una regién conexa simple, lo cual nos permite escribir la integral
sobre D como una serie de tres integrales iteradas. Tomamos el caso parti-
cular F = F3é, e integramos usando el teorema fundamental del calculo:

/ dVV-F = [,dVoEk
D

fz,y)
= dxdy / dz %
Do e(z,y) 0z

(1.51)

= [ dedylBs(oy. fla,y) ~ Bolay. Swy))) = [ FdS.
Do S

donde D5 define la regién proyectada de D sobre el plano zy Para hacer la
conversion a integral de superficie se uso [[.45] en donde se parametrizé la
superficie en coordenadas cartesianas como z = f(x,y),

r=xé, +yé, + f(z,y)é. (1.52)
entonces 57 oF
- T T

F | — x — | dedy = Fzdxd 1.53

<8$><ay>xy sdxdy (1.53)

, con una expresion similar para la parte inferior con un signo negativo.
De forma andloga se puede demostrar para las componentes F = e,y
F = F>é,, con la diferencia de hacer la integral primero en z en el primer
caso y en la variable y en el segundo. Una demostracién més rigurosa y
generalizada para funciones discontinuas de este teorema se pude ver en [?].
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Ejemplos

= Una aplicacién simple del teorema de divergencia, es cuando un campo
vectorial es del tipo V- F' = 0.

s Es un teorema 1util para demostrar la unicidad de la soluciéon de la
ecuacion de laplace para regiones tipo Dirichlet y Newmann.

= Podemos simplificar ciertas integrales, como por ejemplo:

V:/ av=21[ 7.da (1.54)
D

Breve demostracion del teorema de Stokes

Consideremos primero una integral de linea en el plano y un campo
vectorial F = Lé, + M €y y demostraremos el teorema de green, el cual
identifica la integral de linea con una integral de superficie, es decir vamos
a demostrar lo siguiente:

7{F di’ = jl{de—i-Mdy // a—M—‘ldey (1.55)

Empezemos la demostracién por la componente x de la integral de linea de

/Cde://D(—gz)dA, (1.56)

y luego procedemos de forma analoga con la otra parte

/CMdy://d(%J\f)dA. (1.57)

Considérese la region,D = (z,y)|a < z < b,gl(z) < y < g2(x) , ver figu-
ra [I.6] en el plano. Donde g1 y g2 son funciones continuas en el intervalo
[a, b]. Calctlese la integral doble de

[ a7 Shte = [ 1o ~ Loy

(1.58)
Calculemos la integral de linea de en las trayectorias C1, C2, C3,
C4,

» con la trayectoria C1 (sobre g1),
Jo, L, y)de = [} L(w, 91(x))dz,
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y

e

a

b x

Figura 1.6: Regién de integracién D.

con la trayectoria C3, notase que esta trayectoria es sobre g2,

Jo, L(w,y)dz = — [, L(z,y)dz. Para las curvas C2 y C4 notamos
que en este caso la integral no contribuye ya que se esta integrando
sobre un punto,

Jor Lz = [o, Liz.y)dz + o, Lx.y)dz + o, L@x.y)dz + [o, Liz.y)

= [ L(z, g2(x))dx — [P L(z, g1 (2))da .

De esta ultima ecuacién y de se sigue el teorema. Como antes men-
cionamos el caso [1.57] es totalmente andlogo.

Ejemplo

Encontremos el drea de un disco de radio R = 2, usando el teorema de
Green. Para ello podemos comprobar facilmente del teorema de Green que
se cumple A = % $c(zdy — ydz), donde C es un circulo de radio dos. Témese
la parametrizacién del circulo en el plano x = 2cos(u) y y = 2sen(u) con
dominio 0 < u < 27.

Usando la formula de area anterior se tiene:

A=1 { 0277(2 cosu)(2cosu)du — fo27r(2 sinu)(2sin u)du}

=1 27 4(cos? u + sin? u)du

= 2f027rdu
=47
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Teorema de Stokes

Con ayuda de lo anterior demostraremos el teorema de Stokes el cual se
escribe

/ﬁ.dfz/ ¥ x F -dj, (1.59)
C S

donde C' es una curva cerrada y S una superficie regular. Supéngase que la
superficie S puede ser dividida en n partes. Y sea C la curva que rodee la
superficie S, donde consideraremos las partes C’; como partes que dividen la
frontera de la i-ésima parte de superficie, es decir, [ F.dr= 377 [o. F . dF;
; donde ¢ varia de uno hasta n. Sea la suma de las partes i-ésimas;

=Y Jg, F - dr
Aqui, vamos a aplicar el teorema de Green que convierte la integral de linea
en integral de sup_grﬁcie:

= 2ic1 JJp,(V X F) - 1; dA

= [[s(V x F).dS

Lo cual demuestra el teorema de Stokes [, F.dr = [[¢(7 x F).dS.

Ejemplo

Sea ﬁ(x,y, 2) = wéy + 2, + 2yé, y sea la curva C la interseccion del
cilindro 22 + 4% = 1 y el plano z = z. Verificaremos el teorema de Stokes:
Sea x2 + y? = 1 y el plano z = x, es claro que la curva debe ser:
7(t) = (cost,sent,cost), di = (—sent,cost,—sent)dt), sustituimos en el
campo vectorial,

F(x,y,2) = fz + 2j + 2uk,  E(t) = (cos(t), cos(t), 2sen(t) (1.60)
F - dit = (—sen(t)cos(t) + cos®(t) — 2sen’(t))dt
cﬁ -dr = 02”( sen(t)cos(t) + cos®(t) — 2sen?(t))dt
= [T ) sen(2t) + 1 - 3 sen?(t)) dt
2T(5E sen(2t) + 1- 3 (1- cos(2t)) dt
"(Stsen(2t) + 3 cos(2t) - 1) dt

=

I
SoST

= [3 cos(2t) + 3 sen(2t) - 3t]
= (3 cos(4 ) + 2 sin(dm)-m)-(3)

Ahora usamos el teorema de Stokes, considerando que el vector normal
al plano es (—1,0,1);

V x F = (1,0,0)
ds = (—1,0,1)dzdy, recordando que en este caso la curva C es un c’irculo
unitario,_)esto imElica

Jle VX F-dS = [[3-(1,0,0)-(=1,0,1) dx dy = - [[jz=y dx dy = -

Este resultado verifica el teorema de Stokes.
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1.9.1. Fuentes Puntuales

Sabemos que el valor del laplaciano nos indica cual es el valor de una
fuente en un punto. Ahora consideremos una fuente puntual, es decir, su-
pongamos que el laplaciano es cero en todo el espacio excepto en el origen.
La fuente debe tener unidades de densidad por el teorema de divergencia.
Entonces claramente esta densidad puntual debe ser cero en todos los pun-
tos excepto el origen en donde debe ser infinito. Matematicamente (tres
dimensiones) podemos expresarlo como:

1
2 N g .
Vep(Z) = lg% 3 S || < e, (1.61)
V2p(Z) =0, ,si |T]>e

Analicemos por simplicidad el limite en el caso de una dimensién, hare-
mos ademads la sustitucién € = 1/n. De esta forma definimos la "Delta de
Diracgomo:

i 1/2
§(r) = lim " st fef <1/2n (1.62)
n—0 | () si|z| >1/2n.

Esta "funcién"puede parecer extrafia en un principio, pero esta definicion
nos permite explorar una de las propiedades mas importantes de esta "fun-
cién", para mas detalles constltese [4] y [5]. La delta de Dirac en principio
no es una funcién ya que no tiene un contra-dominio definido (es occ). A
estos objetos se les conoce como distribuciones, las cuales tratan de gene-
ralizar el concepto de funciéon por medio de una aplicacion que tenga como
dominio un espacio de funciones y el resultado sea un valor real, es decir,
un funcional. En general una distribucién ¢(z) esta definida:

D) = [ ow)f(@)da (1.63)

Consideremos en nuestro caso ¢ = ¢ y consideremos que la funciéon f(x) es
analitica, de tal forma que podamos hacer un desarrollo de Taylor:

/z d(z)f(x)dx = lim ' ({n S_i [l < 1/2n )f(ac)dm— (1.64)

n—00 0 si |z[>1/2n.

1/2n
[, nt@ds.

—1/2n
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haciendo un desarrollo en Taylor de la funcién f(z) alrededor de cero, implica
(por comodidad omitiremos el limite en lo que sigue):

1/2n 1/2n 1/2n 1/2n
/ nf(:c)dac:/ #(0 d:z:+/ 0)wdz + 2/ Ja?da . (1.65)

—1/2n —1/2n 1/2n 1/2n

1/2n
/ nf(z)dx = f(0) +0+ 81 3 + términos de la forma(1/n)
—1/2n

:>/ab5(x)f(m)dx:f(0) s a<0 y b>0.

Esta ultima propiedad es la mas fundamental que satisface la delta de
dirac. Puede verse de otro modo si tomamos el caso f(x) = k implica que:

b
/5(x)dx:1 si a<0 y b>0. (1.66)

Esto permite reinterpretar la delta de dirac como una distribuciéon de-
generada, por ejemplo podemos con esta interpretacién redefinir la delta de
dirac como:

d(z) = lim ! e~ (@=n)?/20° (1.67)

=0 /270

ya que la distribuciéon gaussiana del mismo modo que la delta de dirac tiene
integral igual a uno.

Regresemos a nuestro problema de resolver el laplaciano para una carga
puntual en tres dimensiones,

V2(Z) = 6(x)d(y)d(2) = 6(F)>. (1.68)

Como una fuente puntual tiene simetria esférica (no hay dependencia de
0 n de ¢), es recomendable pasar el laplaciano a coordenadas esféricas asi
como la delta. Para construir la delta en coordenadas esféricas obsérvese que
debe cumplir; [ §(r)3dV =1 con dV = r?sen(0)drdfde, esto demuestra que

la delta en esféricas debe ser §3 = ffr:)g Usando la simetria esférica de la

carga puntual y la delta de dirac podemos escribir nuestra ecuacion:

vqu(r):ﬂa ( a¢) a(r) (1.69)

or Amr?’

la solucién puede hallarse facilmente usando la propiedad [I.65]de la delta
de dirac, teniendo como resultado ¢(r) = 4M + C. Claramente podemos
deducir facilmente el resultado V2(1/r) = —4mwd(r).
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Finalmente daremos una representacién que es fundamental y muy usada
de la delta de Dirac,

6(z) = %/ dket*®. (1.70)

Para probar que la ecuacién [I.70] es una representaciéon de la delta de
dirac, simplemente evaluamos la integral en el limite cuando los limites de
integracion tienden a infinito,

1 , , 1
- i il _ —ixLly /s, . it . I
d(z) 5 ngo(e e ") Jix - L1_r)rolosm(m )]z,

en el caso cuando x — 0 se tiene

1 1
— 1 i L =1 L
A sin(zl) /e = lim (zL)/x — oo,

y en el caso donde x # 0 la funcién seno oscila rapidamente haciendo que el
limite tienda a cero.

1.9.2. Teorema de Helmholtz

Este teorema nos dice cuales deben ser las condiciones necesarias para
que un campo vectorial F sea determinado de forma tnica por medio de
operadores diferenciales. La demostracién de este teorema esta fuera del ob-
jetivo de estas notas, solo nos limitaremos a dar un esbozo de como construir
esta demostracion.

El teorema nos dice que es necesario tener definido tanto el rotacional
como el divergente de el campo vectorial F' para que el campo este determi-
nado de forma uinica, es decir si se conocen las ecuaciones:

V x F = §(&) (1.71)
V- F = h(Z),
donde g(#) y h(Z) son funciones conocidas vectoriales y escalares res-

pectivamente. Entonces F' esta determinado de forma tnica. Por ejemplo si
g =0y h =0 entonces el campo F' debe ser constante.

En otra forma de ver el teorema, esto quiere decir que dadas las ecua-
ciones el campo vectorial F' se puede descomponer:

F=V¢+VxA4, (1.72)
donde qﬁ y A son campos vectoriales a determinar. Por ejemplo si § = 0
entonces F = V(;S y el campo vectorial debe ser una constante y se tiene la

ecuaciéon V2¢ = h. Demostraremos este teorema en el capitulo de electros-
tatica.
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Notacién

En estas notas usaremos la notacién de suma de Einstein la cual es una
convencion utilizada para abreviar la escritura de las sumas. Esto se puede
definir de la siguiente manera: para un valor real v expresado en sumas de
la forma

U =urr; + ugx2 + -+ + UnTnp,

por lo general se escribe de la forma

n
=1

La notacién de Einstein se implementa eliminando el signo de la sumas
y entendiendo que en la expresion resultante un indice en alfabeto itdlico
indica la suma sobre todos los posibles valores del mismo

U = U4

, en donde por lo general n = 3, en el caso donde la suma sea con n = 4 se
usan letras griegas como o, fi....

A los indices en la notacién anterior se definen como indices mudos, ya
que estos pueden ser sustituidos por cualquier otra letra y el resultado final
de la suma no depende de que letra usemos. Por otro lado también existen
los indices libres los cuales corresponden al indice que se repite en cada uno
de los términos de una expresién, a excepciéon de los términos constantes.
Por ejemplo

Sy = a,x; + byxj +cp — 1

b
en este caso los indices libres no se expanden en forma de sumas si no que

representan un sistema de ecuaciones independientes (r = 3), explicitamente
seria

S| =a1x; + blfL‘j +c—1
ngagxi—i—ngj—i—@—l .
S3 = aszx; + bg.Ij +c3—1
En las notas por ejemplo usaremos esta notacién para deﬁmr el producto
escalar para dos vectores A y B de R?® definido por A-B = A;B;. Otro
ejemplo tipico es el operador de gradiente en este caso usaremos para las
derivadas parciales la notacion abreviada

0
afEi

9; =
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donde el vector 6(1) para un campo escalar arbitrario, en notacién suma
de Einsten queda (base canénica) Vo = (0;¢)é;. Algo andlogo puede hacerse
para la divergencia de un campo vectorial V - F' = 0; F;.

Ahora es ttil definir la Delta de Kronecker, que en esta notacion es
equivalente a la identidad del algebra de matrices:

5 — 1, sii=j
Y10, sii#g
Este simbolo nos permite eliminar sumas en caso de que aparezca, por
ejemplo

3
(5,']‘@]' = Zéijaj = a;.
=1

Simbolo Levi-Civita

Este simbolo queda definido por

1, si (4,4, k) es una permutacién par
gijk = —1, si (4,4, k) es una permutacién impar (1.73)
0, en otro caso

de forma explicita

€123 = €231 = €312 = 1 (1.74)
€132 = €321 = €213 = —1

La utilidad de este simbolo resulta de la siguiente observacion

€1jk;b = €123a203 + €132a3b2 = azbs — agzby
€2jkajbr, = azby — a1bs, €3;pa;by = arbs — azby

es evidente que estas excreciones estan relacionadas con el producto vectorial
de dos vectores @ y b cualesquiera, es decir

-,

5¢jkajbk = (CT X b)i,
de forma equivalente

aijkajbkéi = (6 X b),
Evidentemente ahora podemos abreviar el rotacional de un campo vecto-
rial F' (en base canénica) de la siguiente manera (muy 1til para los clculos)
OFy,

VXxF= EZ’]’]{;%% = 5ijk6ijéi-
J
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Para el caso general en cambio de coordenadas ortogonales el rotacional
queda en términos de los factores de escala h;,

- - 1 .
VxF= |:hlhghg:| 5ijkhj(3jhka)ei.

Veamos ahora algunas identidades béasicas del simbolo de Levi-Civita.
Consideremos la triple suma

€ijkEijk,
es evidente que en esta suma solo deben estar presentes los términos no

nulos los cuales al estar al cuadrado son todos positivos por lo que la suma
anterior debe ser igual a seis, €;j€;x = 6.

Consideremos en otro caso que solo un término del simbolo €;;;, es mudo

EilmEijk,
en este caso tenemos que la suma serd no nula cuando I 2 my j # ky
distintos de i, por lo que solo puede haber una contribucién a la suma la
cual puede ser positiva o negativa (£1). Ademés como las variables [, m, j, k
son independientes el resultado debe ser anti-simétrico, es decir, que el signo
debe alternarse cuando se alterne una permutacién de cualquiera de los dos
simbolos. Esto nos dice que

L sm m ¢l
EilmE&ijk = 5]5k — (5]- 61@
Algunas otras propiedades se pueden demostrar que involucren el simbolo
de Levi-Civita. A continuaciéon demostraremos algunas identidades vectoria-

les usando las propiedades del simbolo y

Identidad 1

-,

@ 2 —&a-b).

S

Demostrar @ x (b x ¢) =
Usando la notaciéon de Einstein se puede escribir
a x (b x ) = €tmnam(enjkbjcrl) = enimam(enjrbjciér),

usando la identidad [1.9.2]

@x (bx &) = (6705 — 6861 ) (ambjerer) = ((b;&;)amem — (cker)ambm)
regresando a la notacion vectorial se tiene

((b;€;)amem — (Crer)ambm) = b(@ - &) — &a - b).
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Identidad 2
Demostrar (@ x b) - (€x d) = (@-&)(b-d) — (@-d)(b- &)

1

Nuevamente usamos la identidad primero usamos la notacién de
suma de Einstein

=,

(Ei X b) . (EX Cf) = eijkajbjailmcldm

, usamos ahora la identidad

= (0i10km — 0jmOk1) ajbrcidm
= alclbmdm — amdmbkck

— @A) —(@ dE- o)
Identidad 3

Expanda V x F x G en notacién de Einstein y obtenga una identidad
vectorial.

V x (F x G)i = €10 (€xim FiGm)
= (0i10im — Oim0i1) 0j (F1Gy)
= Om (Fsz) -0 (Fle)
= F; (OmGm) + GO F; — Gi (O Fin

(2
- = — — = —

= (F(V-G)=(G-V)F=G(V-F) - (F-V)G);

!
z
3
«
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Electrostatica

“Al graduarse en la escuela, un joven estudiante que haya re-
sistido el aburrimiento y la monotonia de sus deberes no tiene otra
opcion que perderse en alguna rama de la ciencia o la literatura
completamente irrelevante para su trabajo.”

— Coulomb

2.1. Conceptos fundamentales

Uno de los conceptos fundamentales para la descripcién de los fenémenos
electromagnéticos es el de carga eléctrica . La carga eléctrica es una propie-
dad fisica de los cuerpos, atribuida a ellos precisamente para diferenciar (o,
en general, describir) su comportamiento en las interacciones electromagné-
ticas. La experiencia ha mostrado que es posible describir las propiedades
de la interaccion electromagnética (por ejemplo, atraccién, repulsion, o au-
sencia de fuerza) si se asume que la magnitud fisica llamada carga eléctrica
puede adoptar valores positivos, negativos (o nulos), y que es una propiedad
aditiva (es decir, que la carga eléctrica total de un sistema formado por otras
cargas es la suma algebraica de las cargas constituyentes).

En general, la interacciéon electromagnética entre cargas puede ser bas-
tante complicada. Por ejemplo, la fuerza que una carga ejerce sobre otra
depende en general no solo de la distancia entre ellas, sino también de sus
velocidades y aceleraciones relativas, y presenta ademas efectos “de retardo”
(esto quiere decir que la fuerza que una carga experimenta debido a la otra
no depende de la posicién, velocidad y aceleracién de la otra en el mismo ins-
tante, sino que en tiempos anteriores). Por esto, comenzaremos estudiando
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el caso méas simple en que el sistema de cargas consideradas es estacionario.
En esta situacion los efectos de retardo y la dependencia con las velocida-
des y aceleraciones desaparecen, de modo que las fuerzas electrostaticas
dependen sélo de las distancias entre las cargas.

Hoy en dia sabemos que la carga esta cuentizada, es decir, que existe una
unidad fundamental de carga la cual esta asociada a la carga de un electron,
el cual también tiene una masa especifica, asi como otras particulas que se
muestran en la tabla.

Particulas ‘ Carga ‘ Masa (Kg)
protén +e 1,673 x 10727
neutrén 0 1,675 x 10727
electrén —e 9,11 x 10731

La carga e fue medida experimentalmente por el fisico estadounidense
R. A. Millikana principio del siglo XX. EL llevé a cabo experimentos con
los cuales pudo determinar el valor de la carga del electrén (carga eléctrica
fundamental); para ello, emple6 un dispositivo con el cual podia determi-
nar la carga eléctrica de pequenas gotas de aceite, analizando las diferentes
fuerzas que se ejercen sobre una gota que se encuentra bajo la influencia de
un campo eléctrico. El dispositivo que emple6é Millikan, constaba de una ca-
mara formada por un par de placas metélicas, un aspersor y un microscopio
con graduacién interior. Actualmente los grandes aceleradores de particu-
las han medido la carga del electron de forma muy precisa con un valor
e = 1,6021766208 x 10~ Culombios.

Para finalizar esta introduccion, daremos una exposicion breve de el pa-
pel que ha jugado la electrodinamica en el desarrollo de la fisica. En primer
lugar la teoria electromagnética fue la primera en ser unificada, es decir, es
posible deducir todas las leyes electromagnéticas de una sola ecuacién (o
cuatro ecuaciones). Ademas la electrodindmica exigié una formulacién de la
teoria newtoniana, a lo que hoy es conocido como relatividad especial, ex-
tendiendo el nimero de dimensiones fisicas a cuatro. Posteriormente en base
a lo anterior Einstien reformula la teoria de gravedad de fuerzas instanta-
neas de Newton en lo que hoy se conoce como teoria de relatividad general,
que reemplaza el concepto de fuerza instantanea por una deformacién del
espacio-tiempo.

Posteriormente Kaluza-Klein extendié las dimensiones fisicas a cinco en
las ecuaciones de relatividad general y obtuvo una unificacién de la grave-
dad de Einstein con la teoria electromagnétical. Lo cual no tuvo mucho exito
debido a la falta de evidencia empirica de esta quinta dimensién.

Posteriormente a mediados del siglo pasado, se descubrié la radio ac-
tividad y las particulas que componen el nicleo atémico. Esto dio como
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resultado el surgimiento de la fuerza débil y la fuerza fuerte nuclear. La
fuerza débil por un lado explicaba el decaimiento beta y por otro lado la
fuerza fuerte explicaba la estructura nuclear (protones y neutrones). Una
forma de decaimiento beta, consiste en el decaimiento de un neutrén a un
protén més un electrén y un anti-neutrino (particula sin carga muy ligera).
Este proceso deberia estar relacionado con la electrodinamica cuantica la
cual debe explicar las interacciones electromagnéticas en el mundo subaté-
mico (escalas de 10~15m).

Después de vario esfuerzos los fisicos, Enrico fermi, Feymann, Julian Sch-
winger, Shinichiro Tomonaga entre otros, lograron unificar la fuerza débil
con el electromagnetismo. Para que esta unificacién funcionara se propuso
el boson de Higgs, el cual fue descubierto en 2012. Cabe anadir que el me-
canismo para describir las dos fuerzas nucleares esta basado e inspirado en
la formulacion de la teoria electromagnética, a estos modelos se les conocen
como teorias de Yang-Mills.

Esta gran esfuerzo se le conoce como modelo estdndar de particulas,
el cual ha sido comprobado experimentalmente con mucha precisién; por
ejemplo se ha comprobado el valor teérico del momento dipolar anémalo
del electrén con el valor experimental y estos coinciden en mas de 14 cifras
decimales!.

Hasta aqui parece que el modelo es perfecto, sin embargo tiene muchas
lagunas; por ejemplo solo es capaz de explicar el 4% del universo obser-
vable y no es capaz de unificar la teoria de gravedad, es decir, cuantizar
la gravedad como se hizo con la teoria electromagnética. Esto entre otros
hechos que no pueden ser explicados con el modelo estandar. Sin embargo
este modelo fue concebido gracias al enfoque que tuvo a mediados del siglo
XIX el fisico James. Clerk Maxwell en unificar la teoria de los fenémenos
electromagnéticos en cuatro ecuaciones.

2.1.1. Antecedentes
Efecto triboeléctrico

El efecto triboeléctrico es un fenémeno en el cual la mayoria de los ma-
teriales tienen la tendencia de entregar electrones y quedar cargados posi-
tivamente (+) o atraerlos y quedar cargados negativamente (-) cuando son
golpeados o frotados con otro material. Aunque dependiendo de la combi-
nacién de materiales, un mismo material puede quedar cargado positiva o
negativamente. La polaridad y magnitud de dicha carga difieren segiin el
material. El efecto triboeléctrico es estudiado por primera vez por el griego
Tales de Mileto (624 AC — 546 AC), a quien se lo considera como el primer
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filésofo de la historia de la filosofia occidental. Tales observé que al frotar un
trozo de &mbar (resina vegetal fésil) con piel o con lana se obtenian peque-
nas cantidades de cargas eléctricas que atraian pequetios objetos. Mds tarde,
gracias a trabajos realizados por el fisico y médico inglés William Gilbert
(1544 - 1603) surge el término electricidad para referirse a este fenémeno,
que proviene de la palabra griega élektron que significa precisamente ambar.

Electroscopio

El electroscopio es un instrumento para detectar la presencia y magni-
tud de carga eléctrica de un cuerpo. El primer electroscopio fue inventado
precisamente por William Gilbert y consistia de una aguja de metal, la cual
podia girar libremente con un eje en su centro (tal como lo hace una aguja
de una brtjula). Los actuales electroscopios consisten de un soporte vertical
de metal conductor sobre el cual se apoya una hoja de metal conductor (en
nuestro caso, la hoja es reemplazada con un “sorbete” de metal) la cual pue-
de pivotar sobre un eje horizontal colocado en el centro . Al frotar una de las
varillas sobre el pano, ésta se cargard eléctricamente debido al efecto triboe-
léctrico, con una cantidad de carga cuyo signo dependera del material de la
varilla y del pano, utilizados. Si se acerca la varilla (cargada eléctricamente)
a la parte superior del electroscopio se podra observar como el sorbete de
metal gira alrededor del pivote de manera tal que los extremos se alejan del
soporte.

Balanza de Coulomb

La balanza de Coulomb es un tipo de balanza de torsion muy sensible
que puede ser utilizada para investigar la fuerza que aparece entre dos cargas
eléctricas. Charles Augustin de Coulomb (1736-1806) fue un ingeniero militar
francés que trabajo para Napoledn y realizé importantes contribuciones en el
campo de la elasticidad y la resistencia de materiales. En Fisica es conocido
por la ley de Coulomb, aunque en el campo de la electrostatica estudié las
propiedades eléctricas de los conductores y demostré que si un conductor en
equilibrio electrostatico esta cargado, su carga se distribuye a lo largo de su
superficie. En el ano 1777 Charles Coulomb disefi6 una balanza de torsion
de gran sensibilidad formada por una varilla ligera que estd suspendida de
un largo y delgado hilo con dos esferas equilibradas a cada extremo . Con
ayuda de esta balanza establecié de forma cuantitativa la ley del inverso del
cuadrado de la distancia para la interaccién entre cargas eléctricas puntuales,
conocida como ley de Coulomb.

2.1.2. Experiencia de Robert symmer

Robert symmer un fisico de 1759,hizo observaciones sobre los fenome-
nos electrostaticos importantes, en las que destaca una observaciéon bastante
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peculiar.El tenia la costumbre de usar dos pares de medias al mismo tiem-
po, un par lo usaba por comodidad y el otro par de seda por apariencia.
Cuando el se quitaba estas medias, observaba que estas emitian sonidos de
descargas eléctricas e incluso observaba destellos eléctricos (si esto lo hacia
en la noche).Una vez que etas medias estaban separadas y fuera de la pierna,
Robert se dio cuenta que estas medias se inflaban y adoptaban la forma del
pie y ademas presentaban fuerzas de atraccién y repulsion entre ellas a una
distancia de aproximadamente 30 cm.

Cuando se hacia este experimento con dos medias negras y otro par
de medias blancas, se apreciaba un fenémeno muy curioso: Las medias del
mismo color se repelian y las de color opuesto se atraian. Y este fenémeno
fue bastante raro para Robert, el cual repitié este experimento varias veces
obteniendo los mismos resultados. En este caso parece que la carga tiene
preferencia por los colores. Seguramente el lector pueda dar explicacién a
este fenémeno.

2.1.3. Ley de Coulomb

En 1785 Coulombﬂ establece experimentalmente que la fuerza entre dos
cargas muy pequenas comparadas con la distancia que las separa (“ cargas
puntuales”) es aproximadamente proporcional a la magnitud de las cargas,
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas y en la
direccién que las une. Finalmente el sentido de la fuerza es tal que dos cargas
de igual signo se repelen y dos de signos opuestos se atraen. Este resultado
experimental, y por consiguiente necesariamente aproximado, es la base de
la teoria de la interaccién electrostatica. Esta teoria asume entonces que la
fuerza entre cargas “puntuales” es exactamente inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia que las separa y en la direccién de la linea que
los une, de modo que

aq' T — T}
-z |77

(2.1)
magnitud  vector unitario

donde F; denota la i-ésima componente de la fuerza F = Fé, + Fye,, +
F3é,,+ (notase que hemos reemplazado = = x1,y = x2 y z = x3).Esto nos

permitira simplificar nuestra notaciéon. Podemos por tanto escribir
/ /
qq Ti — X
- 2 = =
|& — & |Z — |

Fi=k (2.2)

El valor de la constante k depende del sistema de unidades usado para
medir magnitud de las cargas eléctricas. Nosotros utilizaremos el sistema

!Charles Augustin de Coulomb: fisico e ingeniero francés (1736-1806).
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internacional SI (MKSA) donde la constante k es denotada comd?]

1
k= , 2.3
47 &0 ( )
y donde £y se conoce como la permitividad del vacio, y entonces
/ L /
,— 44 (@i m @) (2.4)
dreo |7 — 7|
En el sistema SI, la constante k tiene el valor
k=c?x107" Nm2C~2, (2.5)

en que c es la velocidad de la luz en el vacio. Su valor es ¢ = 2,99792458 x
108 ms~t. Con esto k ~ 9,0 x 10 Nm2C~2, g9 ~ 8,854 x 10712 C2N~tm =2,

La expresién (2.4) es conocida como ley de Coulomb. Adicionalmente,

se asume que la fuerza que ejerce un conjunto de N cargas puntuales ¢(®,
o . (0% sz
a=1,---N, en posiciones xf ) sobre una carga ¢ con posicion x; es

F = ﬁvj o (=5 o g q(a)(xi_ o) (2.6)
a=1

dmeg |7 — )P dme S0 |7 — g

La suposicién que esta fuerza sea la suma (vectorial) de las fuerzas indivi-
duales que actuaria sobre la carga g debido a cada una de las cargas g
es llamado principio de superposicién. Note que, como su nombre lo indica,
este es un principio en el que se basa la teoria electromagnética, ya que no
es necesario a priori que la interaccién electrostatica respete esta propiedad.
En otras palabras, podria ocurrir (o haber ocurrido) que la fuerza que dos
cargas ejercen sobre una tercera no fuese exactamente la suma vectorial de
las fuerzas que cada una de ellas ejerce individualmente. Por ejemplo, hoy
sabemos que esto 1ltimo es lo que efectivamente ocurre con la interaccién
gravitacional (jno satisface el principio de superposicién!). En la teoria elec-
tromagnética se asume que la superposicién es satisfecha en forma exacta.
Por ejemplo si no se siguiera la ley de superposicién podriamos tener la
fuerza entre dos particulas en un sistema de tres, como:

71— T

~ o q3 |71 —72 | )
17 = m2) (L + 35 T ) |

Fis = qigo (2.7)

donde si 5 — 00 0 g3 — 0 se recupera la fuerza entre dos cargas de la
ecuacion

2En el sistema gaussiano de unidades (cgs) se define k = 1 de modo que la unidad

de carga no es independiente: [q] € em®/?g'/2s7 . Esta unidad es llamada una unidad

electrostatica (esu) o un statCoulomb.
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Como veremos, una consecuencia de este principio es que las ecuacio-
nes que relacionan los campos eléctricos (y sus respectivas fuerzas) con las
distribuciones de carga que las producen estdn descritas por ecuaciones (di-
ferenciales y/o integrales) lineales.

Para una distribucién continua de cargas podemos considerar un ele-
mento de volumen dV’ conteniendo una carga dq’ = p(z')dV’, donde p(z')
es la densidad (volumétrica) de carga (carga por unidad de volumen). Usan-
do el principio de superposicion podemos escribir la fuerza total que esta
distribucion ejerce sobre una carga (puntual) de prueba ¢ como

Fi:ZdFi:/VdFi (2.8)

q (zi—aj)
= LT g 2.9
/v47rao FEET (29)
es decir,
q / (xl_x;) /
F; = ——dV’. 2.10
= e (2.10)

Anélogamente, podemos describir cargas distribuidas en (regiones que pue-
dan aproximarse por) una superficie y/o curva usando la densidad super-
ficial de carga o(z") (carga por unidad de drea) y/o la densidad lineal de
carga A(z’) (carga por unidad de longitud), de modo que d¢’ = o(2')dS y
dq' = \(2")dl, respectivamente.

2.1.4. Campo eléctrico

El campo eléctrico E;(#) en un punto x; es definido como la fuerza
por unidad de carga sobre una carga muy pequefia en tamano y magnitud
(“carga de prueba puntual”) ¢ situada en la posicién x;, es decir,

Ey(#) = 1im 2. (2.11)

q—0 ¢q

Note que el proceso limite ¢ — 0 es necesario puesto que el uso de una
carga ¢ de forma y magnitud arbitraria en general (mediante la fuerza de
Coulomb) modificara la distribucién de cargas original. Si la carga g es cada
vez mas pequeia en extension y magnitud, entonces ésta modificard cada
vez menos la distribucién de carga original. En el limite ¢ — 0, que cierta-
mente es una abstraccion ya que en la practica no existen cargas puntuales,
ni tampoco cargas de magnitud arbitrariamente pequeiia, el cociente F;/q
serd independiente de la carga de prueba usada, y describird por lo tanto
una cantidad dependiente sélo de la distribucién de cargas considerada. Esto
permite entonces considerar al campo eléctrico como el campo generado por
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la distribucién de cargas.

Con estas consideraciones, tenemos entonces que el campo eléctrico ge-
nerado por un conjunto de cargas puntuales ¢(® es dado por

i — 2
Ei(F) = — iv:q@w. (2.12)

dmeo f7 |7 - @)

Similarmente, para una distribuciéon volumétrica de cargas:

B = 1 [ o) Sy, (2.13)

4dmeg | _“"

En general, preferiremos la descripcion de la distribucién de cargas en tér-
minos de la densidad volumétrica p(¥), ya que a partir de ella podemos
recobrar rapidamente los otros casos de interés. Por ejemplo, podemos re-
cobrar el resultado para el conjunto de cargas puntuales a partir de

(2.13) si consideramos

Z 080 (7 — &), (2.14)

donde 6 (:i’ — a_c'(a)), es la funcién Delta de Dirac en tres dimensiones vista
en la parte introductoria.

2.1.5. Lineas de campo eléctrico

En electrodindmica es ttil introducir el concepto de lineas de campo.
En el caso electrostatico, asociado a cada configuracién de campo eléctrico,
descrito por el campo FE;(Z), es posible definir lineas de campo eléctrico.
Cada una de estas curvas, puede modelarse usando una parametrizacion de
la forma z; = x;(\), donde A es un parametro real. Las lineas de campo son
definidas como aquellas tales que sus vectores tangentes en cada punto son
paralelos al vector campo eléctrico. Recordando que el vector tangente a la
curva es la derivada de esta con respecto al parametro \. Esto es equivalente
a la condicién,

dl‘i
dA

Note que, en general, es posible considerar un factor adicional al lado de-
recho de esta expresién (por ejemplo, a(A\)E;(Z(N)) en lugar de E;(Z(N))),
sin embargo la funcién a(A) puede siempre ser “normalizada” al valor 1

redefiniendo convenientemente el parametro para describir la curva.

(A) = Ei(Z(N)). (2.15)
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Maés explicitamente, la condiciéon (2.15) adopta, en coordenadas carte-
sianas y en tres dimensiones, la forma

) = Bula(), 50, 20, (2.16)
L) = By (w053, 20), (217)
L) = B0, 50, (V). (2.15)

de modo que define, dadas las componentes del campo E,(z,y, 2), Ey(x, vy, 2)
y Ey(z,y, 2), un sistema de 3 ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas,
de primer orden, para las incégnitas z(\),y(A) y z(A).

Una linea de campo particular queda determinada por la solucién del
sistema de ecuaciones que satisface una determinada condicién inicial, por
ejemplo Z(0) = &y, donde Zy es un punto dado del espacio. La correspon-
diente solucién Z(\; Zp) describird la linea de campo que pasa por el punto Z.

Por ejemplo para una carga puntual en el origen y considerando el plano

z = 0 se puede formar la ecuacién: % = 7 = £, cuya solucién es una recta

T

de la forma y/x = k con k una constante.

2.1.6. Potencial eléctrico

Estableceremos ahora el concepto de potencial electrostatico, el cual se
deriva de la ley de Coulomb para una carga puntual y se generaliza para una
distribucién arbitraria por medio del principio de superposicién. Notamos
que se cumple (donde denotamos a = 0;):

/

w—a.(l) 2.19
1z — &) \|E—a1)’ (2.19)

podemos escribir (2.13]) como

B= /p( =2 gy (2.20)

4meg ‘ _'/|
=ty Jo 2 (=) 221
_ p(@') o
S ngo/vlw_x‘dv} (2.22)
= —0;0, (2.23)
es decir,
E(z) = -V(x), (2.24)
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donde hemos definido el potencial eléctrico

- 1 p(a)
H(%) = po- /V = f/’dV' + constante. (2.25)

Note que es posible agregar una constante arbitraria a la definicién del po-
tencial, por lo que el significado fisico esta solo implicado en la diferencia
de potencial. Por otro lado, es directo verificar que, como consecuencia
directa de , todo campo electrostatico es irrotacional, es decir, su ro-
tacional es nulo:

V x E =0. (2.26)

Usando ([2.24)), podemos expresar el potencial electrostatico como una inte-
gral de linea del campo eléctrico:

6(Z) = B(Z0) — / "B .dz (2.27)

Debido a ([2.26) la integral (2.27)) es independiente de la trayectoria que une

los puntes Ty y ¥, o equivalentemente,

fﬁqﬁzm (2.28)
C

para toda curva cerrada C. Note ademas que de esta propiedad se desprende
que las lineas de campo electrostatico no pueden ser cerradas. En efecto, si
existiese una linea de campo eléctrico cerrada C, entonces podemos evaluar
$e E - d sobre esta curva. Pero sobre una linea de campo se satisface que

(2.15)), de modo que

- ar
E-di= ¢ — .- d7 2.2
75 T b D T (2.29)
dr d¥
= o (2.30)
dz|?
= ¢ =] d) 2.31
15 (231)
> 0, (2.32)

en contradiccién con .

Note que como consecuencia de 0, equivalentemente, de el
vector campo eléctrico es siempre normal a las superficies equipotenciales
(definidas como aquellos puntos que satisfacen ¢(Z) = cte.) y su sentido es
siempre hacia regiones de menor potencial.
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2.2. Ley de Gauss

Usando (2.21)) podemos calcular la divergencia del campo eléctrico:

R ne. (1 /]
0B = -0, [ — /V oz )al<|f_f,’>dv (2.33)
_ naa (— 1\ gv
-~ - /V oz )8131<‘f_£/|>d‘/ (2.34)
_ 1 / 2( 1 ) /
- - /V o)V (=) (2.35)
_ ! N ars® (e — Y] dV
= oo /V pla') [~4ms®) (2, — )] av (2.36)
- L p(2)6®) (x; — ) AV’ (2.37)
€0 JV
- Low), (2.38)
€0

Donde hemos usado las propiedades de la delta de Dirac. Obtenemos asi
la forma diferencial de la ley de Gauss}

O;E; = —p(z) =V - E. (2.39)

Usando el teorema de la divergencia para un volumen V arbitrario con borde
S = JV, obtenemos

1

V-EdV' = = [ pa)av’, (2.40)
\%4 €0 JV
L 1
E-dS = —qv, (241)
S €0

donde gy es la carga neta en el volumen V. En notacién vectorial:

f{ E-dS = lqu. (2.42)
S

Esta es la forma integral de la ley de Gauss. Es importante recordar
que la ley de Gauss en su forma integral es valida para todo volumen V
y su correspondiente superficie “gaussiana" 9V. Debido a esta propiedad,
la forma integral de la ley de Gauss resulta particularmente eficiente para
determinar campos eléctricos en situaciones altamente simétricas, donde es
posible elegir el volumen de modo que E sea constante sobre 9V (o al menos,
sobre partes de V).

3Carl Friedrich Gauss, (1777-1855): matematico, astrénomo y fisico aleman.
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Ejemplo

Tomemos como ejemplo el caso de una esfera de radio R con densidad
de carga uniforme pg. Consideremos primero la regién interior de la esfera.
Como la carga se distribuye uniforme en toda la esfera, esperamos que en
coordenadas esféricas el campo eléctrico tenga simetria con respecto a los
angulos 0 y ¢ (simetria esférica). Esto implica que el campo eléctrico solo
depende de la coordenada r.

Tomemos una esfera imaginaria como superficie gaussiana (esta es una
superficie cerrada) que este dentro de la esfera, es decir que satisfaga r < R.
Apliquemos la ley de Gauss a esa superficie y notemos que la carga encerrada

— . 4...3.
debe ser gy = pogmre:
4 3

|
E-dS = —pg— 2.4
745 §=—pgm, (2.43)

por otro lado por tratarse de una esfera usamos el diferencial de superficie
en esféricas en donde solo contribuye el término; dS = r?sen(0)dfdpé,,
esto implica

. 1 4
% E-dS = 41r®E = —py-nr>, (2.44)
S €0 3
llegando al resultado E = £ ré,. Para el caso exterior de la esfera se pro-

3eo
cede de forma andloga, con la diferencia que la carga total es:qy = p%ﬂ'R3,

. . = 3 A
procediendo de forma semejante se llega:E = ?)f()—?f)?er.

2.2.1. Ecuacién de Poisson y Laplace

Usando 1' y 1' obtenemos (E =V¢y V- E = %p(a:))

ﬁ-E:ﬁﬁé:gﬁ, (2.45)
0

es decir, el potencial eléctrico satisface la ecuacién de Poisson/}

V2g = —é. (2.46)

Como consecuencia, el potencial electrostatico en una region libre de cargas
satisface la ecuacién de Laplace’}

Vip =0. (2.47)

Demostraremos que la ecuacion [2.25|es consistente con la ecuacién [2.46

4Siméon Denis Poisson (1781-1840): matemético francés.
®Pierre Simon Laplace (1749-1827): matemético, fisico y astrénomo francés.
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1 1 1
V() = [ oV dV = [ gl (Am8t (@ — v =
v | dmeg Jv

 dmeg |7 — &
(2.48)
También notamos que la condicién de borde para el potencial debe ser:
¢(¥ — 00) — 0. Es decir hemos resulto un caso particular de la ecuacion

de Poisson con condicién de Dirichlet.

2.2.2. Condiciones de frontera para el campo eléctrico en
una interfase

La interfase entre dos regiones separadas por una superficie S que posee
una densidad superficial de carga o(x). Para estudiar las condiciones que

E,

d:{| -
Caja de E;
ildoras z | '
L = |
L 5 1 rf.»\-.;
A ¥
L } +F TF T+ . \\
ol + + + S
+ + 4 ¥ F F + + o+
|- ll -.')‘:I
:Li:
Es

Figura 2.1: Caja de Pildoras, en una superficie.

el campo eléctrico satisface en esta interfase, aplicamos primero la ley de
Gauss, a la superficie gaussiana mostrada en la figura la cual se conoce
como caja de pildoras.

fﬁ.dg — [ BiaS+ [ By-aS+ [ E-a5 (249
S S1 So S3
= —(E1-n)AS + (Ey-A)AS+0 (2.50)
oS
= — 2.51
o (2.51)

donde AS es una superficie, cuyo vector unitario 7 estd dirigido desde la
cara 1 a la cara 2, que contiene una densidad de carga o(Z) [C/m?], y los
campos eléctricos a cada lado de la superficie.
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Por tanto, obtenemos

Ey-n—Ey =2, (2.52)
€0

Por otro lado, aplicando (2.28)) a una curva obtenemos:

fﬁ-df _ /E~d:f+/ E-df+/ E.di+ [ E-dv (2.53)
C C1 CQ CS C4

—(Ey - D0+ (Ey-Dl+0+0 (2.54)
= 0. (2.55)

De aqui encontramos que

~ — ~

E, - t=E; i (2.56)

Ya que la direccién del vector # es arbitraria (pero siempre tangencial a la
superficie S), la condicién implica que las componentes tangenciales
(2 componentes linealmente independientes) del campo eléctrico permane-
cen inalteradas al cruzar la superficie S.

Con la ley de Gauss y la ley V x E = (, junto con las condiciones
de borde podemos resolver cualquier problema de electrostatica.
Es decir si conocemos la distribucién de carga podemos encontrar
el campo que la genera.

2.2.3. Teorema de Earnshaw y Teorema de Thompson

Ya que hemos puesto el aparato matematico para resolver cualquier pro-
blema de electrostatica, nos centraremos en dos resultados generales que se
pueden derivar de las ecuaciones fundamentales anteriores.

Teorema de Earnshaw

Podriamos preguntarnos si dado un sistema de cargas podemos mante-
nerlo en equilibrio mecanico con solo contar las fuerzas electrostaticas, es
decir, si las ecuaciones y tienen un minimo. La respuesta a esta
cuestion se conoce como teorema de Earnshaw y establece que:que un con-
junto de cargas puntuales no se puede mantener en un estado de equilibrio
mecanico estacionario exclusivamente mediante la interaccién electrostatica
de las cargas.

La demostracion de este teorema es la siguiente: Consideremos un espa-
cio libre de cargas en donde por ley de Gauss se debe satisfacer V2¢ = 0.
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Como ya se demostro en la seccion que esto implica que la funcién
promedio sobre una esfera infinitesimal es igual a la funcién evaluada en
cero < ¢(Z) >= $(0). Ahora, hagamos un razonamiento de reduccién al
absurdo. Tomemos el caso de que existe un punto critico el cual puede ser
méximo(cargas negativas). Ahora si existiera un punto maximo zy de po-
tencial se debe satisfacer ¢(Zp) > ¢(Z) esto implica < ¢(Z) >< ¢(xg), en el
caso analogo de un minimo se tendria la desigualdad contraria y por ende
V2¢ # 0 lo cual es una contradiccién. Esto demuestra el teorema.

Esto tiene como consecuencia que como veremos mas adelante las fuerzas
que mantienen a las cargas en los conductores no son de origen electrostatico.
En este caso las fuerzas se originan por principios que rige la mecanica
cuéntica.

Teorema de Thompson

Este teorema E| responde a la pregunta sobre como se distribuye la ener-
gia electrostatica en un conductor. Y como es de esperarse esta distribucion
esta sujeta a un principio extremal de minima energia, lo cual se enuncia
mas formalmente en lo siguiente: Las cargas colocadas en un sistema fijo
conductores incrustados en un dieléctrico se distribuiran en las superficies
de estos conductores de tal manera que la energia del campo electrostatico
resultante sea minima.

La demostracion es la siguiente; Sean los S; conductores con i = 1,2...
con carga ¢;. Para casa conductor se cumplen las ecuaciones;
V-D=p, VxE=0 E=-Vg, (2.57)

con las condiciones de borde,
¢i =0, / D-dS =g, (2.58)
S;

donde por ley de coulomb el potencial tiende a 1/r en el infinito. Para
demostrar el teorema supondremos que existen potenciales ¢’ y campos E'
y D’ tales que satisfacen las ecuaciones pero no satisface ¢; = 0 en
Combinando las dos ultimas ecuaciones

—

V. (D- D) =o, /Xﬁ-ﬁ@dﬁ:@ (2.59)
Si

usando la férmula para la energfa electrostética general [2.258]y suponiendo
que el medio es L.H.I D= EE tenemos para las dos situaciones

SEste apartado requiere de material que se verd mas adelante, se recomienda regresar
a la demostraciéon una vez se halla asimilado este.
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U—U:;Mgﬁiﬂ—a?ﬁmﬂ, (2.60)

podemos reescribir la ecuacién anterior como

—

M—UZ;/X«@_mxﬁ—5»+@«ﬁ_0»wﬁ, (2.61)
R3

para el ultimo término usamos la identidad vectorial V(-0 F) = ¢V - F +
V- F,con=—¢y F = (D—D"), entonces el tltimo término es

[ [69 (5= 5) =S (o(D - Dav],
R3

de aqui es obvio que por [2.57 el primer término se anula y para el segundo
usamos el teorema de divergencia y las propiedades

:—/@Mﬁﬁm&ﬁzo
Si
Finalmente podemos decir que se puede escribir como

U -U ==
2

/3aEﬂ—EPdV >0, (2.62)
R

esto prueba el teorema, ya que como U’ > U entonces solo se da la igualdad
cuando el potencial ¢’ =0 (E’ = FE) en el conductor.

2.2.4. Conductores

Los conductores son materiales eléctricamente neutros a nivel macros-
copico, poseen intrinsecamente una enorme cantidad de electrones “libres”
(es decir, no ligados a los 4&tomos, y que pueden moverse a través del conduc-
tor tan pronto como exista un campo eléctrico que induzca su movimiento)
aptos para conducir la electricidad. La carga de estos electrones es neutrali-
zada (a escala macroscépica) por la de los protones que estén en los nticleos,
que pueden considerarse fijos. Como ejemplo de conductores podemos men-
cionar a los metales y a los electrolitos (también conocidos como soluciones
i6nicas).

Si un conductor es cargado, o estd en presencia de cargas externas, los
electrones répidament{] se desplazan hasta una situaciéon de equilibrio, es
decir, un estado estacionario. Por el teorema de Earnshaw la carga se debe
distribuir en todo el conductor. En este estado el campo eléctrico (macros-
copico) en el interior del conductor debe anularse ya que de otro modo la

“Como veremos mas adelante el tiempo de relajacién es del orden de 7 = ¢/o donde ¢
es la constante dieléctrica del material y o su conductividad. Por ejemplo, para el cobre
710" s.
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fuerza sobre ellos serfa no nula, induciendo movimiento. Por tanto, en situa-
cién estacionaria E = 0 en el interior de los conductores. Como consecuencia
de la ley de Gauss, la densidad de carga en el interior del conductor se anula
cuando éste alcanza su estado estacionario. En otras palabras, un conductor
en estado estacionario distribuye su carga neta sobre su superficie. De aqui
podemos concluir rapidamente que dentro de un conductor el potencial debe
ser constante (esta constante es arbitraria y se asumird que es cero). Asi en
este caso particular las ecuaciones que describen a un conductor cargado con
carga neta QQ son

v2¢ = 0) ¢ |3V: 05 g} = \/8VE' : dga (263)

donde V' y AV son el volumen y la frontera del conductor respectivamente.

Aplicando las condiciones de borde (2.52) y (2.56)) a la interfase del con-
ductor, y tomando en cuenta que en este caso interno E; = 0, encontramos
que en cada punto de la superficie arbitrariamente cercana (exterior) del
conductor

= o(x
Es(x) = Qﬁ(x), (2.64)

€0
es decir, que el campo eléctrico es normal a la superficie, y proporcional a
la densidad de carga en cada punto de ésta. El potencial eléctrico, por
otro lado, es necesariamente constante tanto dentro del conductor

como sobre su superficie.

Evidentemente las ecuaciones [2.63]son ecuaciones integrales-diferenciales
y en general pueden llegar a ser complicadas, los métodos generales para re-
solverlas esta fuera del alcance de este texto introductorio. Veremos mas
adelante un ejemplo sencillo donde podamos resolver estas ecuaciones. No-
tase que la distribuciéon de carga en la superficie no esta dada apriori, lo
unico que se tiene de entrada es la carga total Q en la ley de Gauss.

2.2.5. Sobre discontinuidad de los campos

Idealmente, al menos cldsica y macroscopicamente, la distribucién de
carga descrita por la densidad volumétrica p(Z) debiese ser una funcién fi-
nita y continua en todo punto. Como consecuencia, el campo eléctrico y el
potencial serian, de acuerdo a y (2.25), también funciones finitas y
continuas. Sin embargo, comtinmente es conveniente idealizar la distribuciéon
de cargas, considerando que ésta esta limitada a una superficie bidimensio-
nal (es decir, de seccién transversal despreciable). Este caso corresponde a
considerar una densidad volumétrica p singular (discontinua y divergente)ﬂ

8Por ejemplo, la densidad volumétrica correspondiente a una carga distribuida en todo
el plano zy, con densidad superficial de carga o(x,y) puede escribirse como p(z,y,z) =
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En este caso, el campo eléctrico poseerd, en general, discontinuidades en
la superficie donde p es singular, tal como analizamos en la seccién [2.2.2]
pero serd finito en todo punto. El potencial, por otro lado, sera una funcién
continua y diferenciable por tramos. En resumen, para distribuciones de car-
ga singulares que incluyan distribuciones superficiales de carga, el potencial
puede siempre considerarse como una funcién continua, el campo eléctrico
(proporcional a las derivadas del potencial) puede tener discontinuidades,
mientras que las segundas derivadas del potencial (proporcionales a las pri-
meras derivadas del campo eléctrico y, a través de la ecuacién de Poisson
(2.46)), ligadas a la densidad volumétrica de carga) pueden poseer regiones
(superficies) singulares. En el caso de que la distribucién de carga se modele
incluyendo cargas puntuales o lineas de carga, el potencial ya no serd finito
en todo punto.

2.2.6. Unicidad de la solucién

A continuacion probaremos que la solucién de la ecuacién de Poisson es
unica (salvo una constante aditiva), en una region V', para valores dados del
potencial o de la componente normal del campo en la fronteraﬂ oV. Para
esto, asumimos que existen dos soluciones distintas de enV, ¢1(%) y
¢1(Z), que satisfacen las mismas condiciones de borde, es decir, su valor es
conocido en dV o bien su derivada normal es conocida en esta frontera.

Definimos la diferencia U(Z) = ¢1(Z) — ¢2(Z) que serda entonces una
solucién de la ecuacién de Laplace, V2U = 0. En la frontera 0V esta funcion
satisface U = 0 o bien OU /On = 0, ya que asumimos que ¢ y ¢ satisfacen
las mismas condiciones de borde (tipo Dirichlet, o bien tipo Neumann).
Usamos ahora la identidad™)

- 2
/ UVU‘ +UV2U] qV = j{ v s (2.65)
v s On

que puede ser verificada facilmente usando el teorema de Gauss. En nuestro
caso, dada la EDP y las condiciones de borde que U satisface, la identidad
implica que

/V ’ﬁU‘QdV = 0. (2.66)

Como consecuencia la funciéon U debe ser constantdﬂ por lo que las dos
soluciones ¢1 y ¢2 solo pueden diferir por una constante, representando la

o(z,y)0(2).
9Condiciones de borde tipo Dirichlet o tipo Neumann, respectivamente.
10Fsta identidad es un caso particular de la asf llamada primera identidad de Green.
"En principio, esto serfa valido excepto (a lo sumo) en un conjunto de medida cero. Sin
embargo, esta posibilidad queda descartada si el potencial es una funcién continua.
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misma solucién fisical™2l

Es importante notar que este resultado implica que, en general, es in-
consistente intentar encontrar una solucién de la ecuaciéon de Poisson impo-
niendo simultdneamente el valor del potencial y de su derivada normal en
la frontera.

Note que los teoremas anteriores implican que el campo electrostatico
en una region V queda totalmente determinado por la densidad de carga
en el interior del volumen V', y por las condiciones de borde en la frontera
0V. Una de las multiples consecuencias de este hecho es que el campo al
interior de un volumen de forma arbitraria, cuya frontera es mantenida a un
potencial fijo (por ejemplo, por medio de un conductor puesto “a tierra”)
es independiente de la distribucién de cargas en el exterior. De esta forma,
es posible aislar una regién de las influencias eléctricas externas (“jaula de
Faraday”).

Como parte adicional demostraremos en esta secciéon el teorema de Helm-
holtz de la seccién 1.92. Empezando por la separacion del campo vectorial
F= ﬁgﬁ +V x ff, donde ¢ es un campo escalar y A vectorial.

Notase que si hacemos la sustitucién A— A+ 61/1, donde ¥ es un
campo escalar de clase C?. Esta variable adicional nos permite afiadir una
restriccion al campo vectorial fT, es como si existiera una simetria abstracta
interna en el campo vectorial. A esto se le conoce como invarianza de norma
"Gauge". Podemos imponer cualquier restriccion sobre el campo vectorial,
en este caso veremos que nos sera conveniente usar V-A=0 (conocida como
norma de coulomb). Si aplicamos el rotacional al campo F y aplicamos la
norma de Coulomb resulta,

-, -,

VXxF=Vx(VxA)=V(V-4A) -V2A=-V?4A=7 (2.67)

Ahora si aplicamos la divergencia a F' resulta,

—

V. F=V?%=h. (2.68)

Asi hemos obtenido ecuaciones que involucran un lapaciano y si ademas
anadimos condiciones de borde tipo Dirichlet o Newmann por el teorema de
unicidad para el laplaciano entonces ¢ y A son tinicos salvo una constante,
por ende F es tinico.

12M4s atn, para condiciones de borde tipo Dirichlet, esta constante es necesariamente
nula.
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2.3. Meétodo de las imagenes

Como vimos la seccién [2:2.6] la solucién de la ecuacién de Poisson, que
determina el potencial electrostatico y por lo tanto también el campo eléc-
trico, es nica dadas las condiciones de borde apropiadas. Debido a esto, si
obtenemos, por cualquier método, una soluciéon que respete las condiciones
de borde dadas, ésta es la solucién del problema. El método de las imagenes
suministra un procedimiento para encontrar una solucién en casos donde el
sistema contiene conductores (perfectos) a potencial constante (tipicamente,
“puestos a tierra”) y la geometria de los conductores y las cargas es sim-
ple. Para ello, se introducen cargas ficticias en posiciones apropiadas tales
que el campo creado por el sistema de cargas reales + ficticias satisface las
condiciones de borde.

En otras palabras, el método de las imagenes se basa en el hecho que
la solucién para el campo eléctrico en una region finita V' con una distribu-
cién de carga conocida y potenciales dados en su superficie 9V pueden ser
los mismos (en V') que los campos generados por la misma distribucién de
carga en V y por otra distribucién de carga diferente fuera de V. Por esto,
para solucionar el problema “real”; en el que la distribucién de carga en V' y
los potenciales en dV son conocidos, se puede considerar el problema “ficti-
cio” de encontrar las cargas “imagenes” fuera de V tales que la distribucion
de cargas total (reales e imdgenes) satisfaga las condiciones de contorno en
0V. Los campos asi encontrados son solucién del problema original, dentro
(pero no fuera) de V. Como veremos, el método de las imagenes basicamen-
te provee un método heuristico para encontrar la solucién apropiada a las
condiciones de borde de un cierto problema fisico.

2.3.1. Conductor plano

Consideremos la situacién donde una carga puntual ¢ se encuentra a una
distancia d de un plano conductor (infinito) “puesto a tierra” (de modo que
su potencial es igual al potencial en el infinito, elegido como ¢, = 0). Eli-
giendo los ejes coordenados convenientemente, tendremos que en la situacion
estacionaria ¢ = 0 para x < 0. Usando el método de las imagenes resolvemos
el problema equivalente obtenido al reemplazar el plano conductor por una
carga ficticia (imagen) ¢’ ubicada en la posiciéon z = —d' < 0. El potencial
de la configuracion de carga real més carga imagen es entonces

_ 1 q n q
Cdmeg [V —dP P+ 22 e+ d)P P+ 22

¢() (2.69)

La condicién que ¢ = 0 sobre el plano, es decir, para todo punto con z = 0,
se satisface sélo si

d =d, q = —q. (2.70)
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Por lo tanto, la solucién para el potencial en todo punto con x > 0 es dada
por

q 1 1
r) = - , z > 0.
¢(2) dmeg |(z—d)2+y2+ 22 V(r+d)2+y?+ 22 -
(2.71)
La densidad de carga inducida en el conductor puede calcularse usando
o(y,z) =eoE - f = —eg (0x®)],—0 (2.72)
que, luego de algo de algebra, resultar ser
d

oy, 2) = — ok (2.73)

2w (d2 442 + 22)3%

Por otro lado, la fuerza que ejerce el plano sobre la carga puede ser calculada
usando
F, =qF', (2.74)

donde E’ es el campo externo que actia sobre ¢, es decir, el campo deter-
minado por el potencial

¢ () = -2 !

- 2.
dmeg \/(w + d)2 + y2 + 22’ z>9, (2.75)

evaluado en la posicién en que se ubica la carga ¢, es decir,

Fy = —q(V¢))|z-az (2.76)
q2
= -2 3 2,
16med? (277)

Note que esta fuerza es la misma que ejerceria la carga imagen sobre la carga
real.

Efecto Schottky

Si un campo eléctrico externo aplicado a un metal (conductor) es mode-
radamente fuerte (del orden de 10°Volt/m) puede influir en el escape de los
electrones en el metal y por tanto producir una corriente eléctrica.

Consideramos a un conductor como un reservorio de electrones sometidos
a una pozo de potencial W (del orden de 2 Voltios por electrén = 2eV).
Entonces para que un electrén pueda escapar del metal se requiere que su
energia cinética sea

Ecinética > W.
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Supongamos que entre esta gas de electrones en el metal las fluctuaciones
térmicas permiten que un electrén supere la energia del pozo de potencial.
Este electrén escapara del metal a una altura x de este y producird un campo
con los otros electrones que siguen capturados en el metal. Esto lo podemos
modelar con el problema resuelto en la seccion anterior [2.3.1} De la seccion
2:3.7] podemos deducir que el potencial que siente este electrén debe ser,

e
¢= drreg(dx)’

Si ahora consideramos el campo externo aplicado al metal de modo que
este campo sea positivo, entonces la contribucion de esta parte al potencial
debe ser

¢' = Eu,

donde F es la componente en x del campo. Con estas consideraciones pode-
mos estimar la diferencia de energia potencial entre un electrén en el exterior
del metal y otro en el interior (el cual esta a un potencial -W),

62

 Ameg(4z)”

Esto demuestra que el la barrera de potencial puede depender de la al-
tura del electrén sobre el metal. De aqui podemos concluir; a pesar de que
la barrera W de potencial que tiende a mantenerlos electrones en el inte-
rior del metal, a cualquier temperatura existen electrones que tienen energia
suficiente como para vencer la barrera de potencial y escapar (la probabili-
dad aumenta con la temperatura). Cuando los electrones escapan dejan en
el metal un exceso de carga positiva que dificulta el escape de nuevos elec-
trones y tiende a hacer que los escapados regresen. Se establece un estado
estacionario.

W' =W —eEx

Ahora calculemos el punto de equilibrio de la funcién W, derivando con
respecto a x y obteniendo la altura maxima o de equilibrio,

2
e
m — CE = 0, = Tmaxr — [6/ (167['50E)]1/2 y
por lo tanto la barrera de potencial minima es
3/21/2
Wmin =W — 6712
(471‘80) /

Como este es un proceso probabilistico debemos usar una distribucién de
probabilidad adecuada para estimar la corriente de electrones que escapan
del metal. Podemos suponer una distribucién de Maxwell-Boltzman, por lo
que podemos proponer que la corriente este pesada por esta distribucion,

M. en C. Youssef Sarkis Mobarak 68



Electromagnetismo I 2.3. METODO DE LAS IMAGENES

_2p1/2
JAE) = Jo (/4T ( <4rao>ww> |

donde Jy es la corriente producida por las fluctuaciones térmicas. Este fe-
némeno se denomina efecto de emision fria o efecto Shottky.

2.3.2. Conductor esférico (opcional)

En este caso, consideramos el sistema formado por un conductor esférico,

de radio a, “puesto a tierra", de modo que su potencial ¢ = P < 0, y una
carga puntual g ubicada a una distancia d del centro del conductor. El campo
eléctrico fuera del conductor es equivalente al campo producido por la carga
real ¢ y una carga imagen de magnitud ¢’ ubicada dentro de la esfera, a una
distancia d’ de su centro.

En efecto, el potencial de la carga real y la carga imagen, de acuerdo a
sus posiciones, es dado por

1 q q
r0) = + 2.78
o(r,0) dmeg [Vr2 +d2 —2drcos® 12+ d? — 2d'r cos 6 ( )

Puede verificarse rapidamente que la condicién que ¢ = 0 sobre la esfera,
para todo punto con r = a, se satisface sélo si

a , a

—, = —q-. 2.79

y ¢ =-ay (2.79)
Por lo tanto, la solucién para el potencial en todo punto exterior a la esfera
conductora es dada por

q 1 a

r,0) = - ’
o(r.0) dmeg |12 +d2 — 2drcos@  Va* + r2d2 — 2a2dr cos 0

r>a.

(2.80)
La densidad de carga inducida en la esfera conductora puede calcularse
usando

o(0) = eoE - 1 = —&0 (0,9)],_, - (2.81)
Reemplazando (2.80)) en (2.81]) encontramos que
2
qg 1 1—%
o(0) = ———— - (2.82)
/2
A ad [1 +(2)* = 2(2) cos 9}
La carga total inducida en la esfera es entonces
2 [T a
Qind = ]{ads = 27a / o(0)sin@df = —ay (2.83)
0

Note que necesariamente la esfera debe tener una carga neta (igual a la carga
imagen) para que ¢ = 0 en su superficie.
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Finalmente, la fuerza que la esfera ejerce sobre la carga es dada por

2 2
= g a 1 . q ad R
P a __ _ 2.84
1T Timeod(d —d)2° dmeg (a2 — 22 (284)

2.4. Distribucion de carga en un conductor

Ahora que ya hemos visto algunos ejemplo sencillos, pasemos a enfrentar-
nos a problemas con un caracter mas real. Es decir, si tenemos un conductor
cualquiera que tenga una carga anadida, poder determinar el campo eléctri-
co que genera. Primero como ya vimos en la seccién [2.2.4] un conductor se
carga solo en la superficie y su carga se distribuye en todo el conductor pero
no se distribuye de forma uniforme. Una vez que sabemos como se distribuye
la carga en un conductor, podemos resolver la ecuacién de Piosson y tener
el potencial.

Primero entonces debemos ladear con el problema de encontrar la densi-
dad superficial del conductor cargado, lo cual solo depende de la geometria
de este. Para resolver el problema usaremos el teorema de Earnshaw y de
Thompson. Veamos antes algunos ejemplos sencillos.

Barra conductora

Considérese una barra unidimensional conductora de longitud L, la cual
se le induce una carga (). Determinemos como se distribuye esta en la barra,
siguiendo los siguientes razonamientos:

= Por el teorema de Earnshaw,la carga se debe distribuir por toda la
barra, de no ser asi existiria una fuerza externa que retiene la carga
en solo una parte de la barra, lo cual no es el caso.

= Por el teorema de Thompson, la carga se debe distribuir de modo que
la energia potencial sea la minima con la restriccién de estar en la
barra, es decir, tenemos que resolver un problema de constricciones
(multiplicadores lagrange). Recordemos que el teorema de Earnshaw,
nos dice que no existe minimo global del potencial, pero si puede existir
un minimo con restricciones.

En el caso de la barra, consideremos la carga () constituida por N cargas
puntuales ¢ (Ng = Q). De aqui por el principio de superposicién podemos
construir la funcién potencial:

¢ = Z
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con la restricciéon zg — xny = L. Usando el método de multiplicadores de
Lagrange para las x; variables y la restriccién se llega:

q
— =) 2.
Tor—m 2 (2.86)
q
— )\
(| ey —2xn-1])?
q - q —0, Vi

2 2

(| Zig1 — 24 |) (| Tiy2 — i1 [)

o —axn = L.

Este sistema se resuelve facilmente, llegando a deducir; ;41 — z; = #,
es decir las cargas se deben acomodar de forma uniforme sobre la barra.
Es importante resaltar que este resultado solo es aplicable si la barra es
infinitesimalmente delgada, una barra real de radio pequefio tendria una
distribucién de carga no uniforme (el efecto en si seria pequeno) debido al
efecto de las tapas. Este ejemplo se puede extender al de un anillo circular
de radio R y al de una esfera. Para un caso general idearemos otro método
basado en el libro [6].

Distribuciones de carga tridimensionales en conductores

Considérese una conductor (finito) cargado parametrizado por la funcién
F(x,y,z,C = 0) = 0. Es claro que esta funcién esta formada por una
familia de superficies de nivel que no se autointersectan. Consideremos ahora
que cada una de estas superficies es equipotencial es decir que se cumple
¢ = f(C). Con esto podemos reescribir la ecuaciéon de Poisson como:

99 _ 990C _ ) C

' = _ — ! _

ox 0C Oz 7 )833’ (2.:87)
02 oC 0%C ,
57;2 = f”(C’)(%)2 + f/(C)W andlogo para z e y =

V3¢ = f"(C)(VO)? + f/(C)V2C. (2.88)
Como nos interesa el caso C' # 0 tenemos V2¢ = 0 que implica resolver:

vQC B fl/(c)

(veye (o)
donde la funcién g(C') solo depende de C. Es fécil integral la ecuacién ante-
rior llegando al resultado

= 4(0), (2.89)

o= f(C)= A/e‘fg(c)dCdC + B, (2.90)
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donde A y B son constantes.

Veamos un ejemplo: sea un conductor con forma de elipsoide con semiejes
. ., 2 2
a,by ¢, parametrizado por la funcién: F(z,y, z,C) = a2x+c+b2y+c+c2ic -1 =

0, donde la superficie fisica del conductor esta representada con C' =0 .

Calculamos con ayuda de la funcién (y el teorema de la funcién
implicita)

Ve 17 1 Lot
(Ve 2la?+C B +C 240

9(C) =

(2.91)

Sustituimos este resultado en [2.90| e integramos sobre C', llegando al
resultado:

fle) = A/C(a2 +C) W+ 0TV + 0)TVFde + B (2.92)

Calculamos A y B en el caso ¢(C — o0) = 0y ¢(C = 0) = ¢p,es claro
que B = 0,para la otra constante se tiene,

A= g /Oo(a2 + OV )V + )T e (2.93)

Ahora considere que en C' — 0o el campo eléctrico debe tender al de una
particula puntual (Q/4meor?) = d¢/dr. Considerando esto y el hecho que en
este limite a — b — ¢ — 7, resulta

W_ Q _dodo_ 4,
dr  4dmegr?  dC dr 37

(2.94)

Q

8meg *

por lo tanto A =

Finalmente calculamos la distribucién de carga usando la ecuacién [2.64]
pero en términos de la variable C,

_d¢ =~ Q 2 y2 22 —1/2
)= 90190 1= o e

|§C| 747mbc¥+bi4

(2.95)
Note que si tomamos a? = b> = ¢ = R? = 22 + y? + 22 que corresponde
al caso de una esfera resulta que la distribucién o(z) es uniforme!.
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Ejemplo esfera conductora

En esta pequena seccién aplicaremos la teoria de electrostatica para re-
solver el problema de encontrar el campo eléctrico de una esfera de radio R
con carga total Q. Escribimos nuevamente las ecuaciones

V=0, ¢ lav=0, Q_ [ E.45 (2.96)
€0 v
En este caso conviene usar coordenadas esféricas, ya que al tratarse de
una esfera con 7 = R constante la integral de superficie dS = (R2sen(#)d0d¢)e,,
lo cual implica que solo la componente radial del campo eléctrico contribuye
a la integral en la ecuacién [2.63

Por lo tanto podemos concluir que si E = —%ér entonces ¢ solo depende

de la coordenada r.. Con ello el laplaciano se simplifica

10 0¢
\% 2) =0 =
0= r2or (T or
A
¢ =—+ B7
r
donde A y B son constantes a determinar. Determinamos una relacion
entre estas constantes imponiendo la condicién de borde ¢ |,—g= 0, lo cual
implica
A+ BR=0. (2.97)

Por otro lado la ecuacién integral implica

9_ E-dS= /%/ lr—r (R%sen(0)dfd¢) = 4t A,  (2.98)

€0 BV

de las relaciones [2.97] y [2.98 podemos despejar las variables A y B por
lo que el potencial queda

Q Q
= — >R 2.99
¢ dregr  4meR’ = (2.99)
=0, r<R.
y el campo eléctrico por lo tanto es E = —g¢ ér,

Fe-—9 o R 2.100

= Wem r > I, (2.100)

E = 0, <R

finalmente calculamos la distribuciéon (superficial) de carga del conductor
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o0=—0V- b |p_r= (2.101)

47 R2’
la cual como es de esperarse es una distribuciéon uniforme sobre una esfera

de radio R.

2.4.1. Meétodo alternativo usando integraciéon por partes

En esta secciéon discutiremos una manera alternativa de obtener la dis-
tribucién de carga de un conductor con carga Q, debido a que por lo general
esta informacién es de principal interés en los problemas de electrostatica.

El método consiste usar como referencia una distribucién de carga co-
nocida (por ejemplo la esfera) y a partir de una identidad bésica encontrar
la distribuciéon de otra superficie que pueda contener o ser contenida a la
superficie conocida. A continuacién expondremos esta idea de forma precisa.

Definase un conductor cuya distribucién de carga sobre su superficial S
que sea conocida y con potencial ¢, este potencial satisface

V=0, ¢|s=0, o=—eVo-els. (2.102)

Ahora considérese un conductor cuya distribucién de carga en su superficie
S’ es desconocida y puede estar contenida en la superficial S y o contenerla.
Este conductor tiene potencial ¢’ y satisface las ecuaciones

V3¢ =0, ¢ |g=0, o =—eVd & |g . (2.103)

Es claro que estas dos situaciones son independientes entre si, en ningtn
caso se debe entender que estos conductores estan interactuando entre si.
Ahora es evidente que nuestra meta es conocer ¢’ en funcién de o que es
conocida. Usemos las identidades

V- (¢Ve) = V- Vo +6V7¢, (2.104)
V- (¢'Vg) =V - Vo + ¢ V0.
De las ecuaciones y las identidades se deduce que

V- (¢V) =V - (V).
Si integramos esta ultima igualdad entre el volumen del conductor co-
nocido (también se puede integrar con respecto al otro volumen, todo de-

penderd de que convenga), y haciendo uso del teorema de divergencia se
tiene
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/S (V) - hdS = /S (@'Y o) - AdS, (2.105)
esto implica que
(6V¢) 7= (#'Ve) i (2.106)
por las ecuaciones y
(@ 1s)(@ 7t [s)o" = (¢' |s)o, (2.107)
donde hemos usado que V¢/ =|| Vo' || #/ |g¢= —e00’f |g. La ecuacion

constituye una relacién entre o = Ko'/(f - 1), donde K es una cons-
tante que se puede determinar imponiendo que Q' = [o0'dS. Veamos un
ejemplo de como aplicar esta férmula.

ejemplo: Disco conductor uniforme

Considérese un disco uniforme conductor con carga ) cuyo eje imaginario
sea el eje z. Entonces el vector normal es 2/ = é,. Por otro lado si tomamos
a la esfera de radio R como el conductor conocido entonces el vector normal

es N = (x,y, z)/R. Si usamos la férmula [2.107| se tiene

Q
o' = K(4 R2 )(1/(Z/R)) ‘discm
como z = y/R? — 22 — y? entonces en el disco (coordenadas polares) z =
VR? — 12, 1o que implica

!
0’27[(
R2_7a2’

donde K’ = K (%). Ahora calculamos K’ imponiendo que la integral

sobre el disco sea Q, es decir;

2m rdrdf , , Q
/ / 7T2—27TKR, :K_ﬁ

ejemplo: Elipsoide

Ahora consideremos el elipsoide conductor con semiejes a,b y ¢ dado por
la ecuacion

2 22 22

FtEts=1

Ahora conviene integrar en la ecuacion [2.105] con respecto a S’, que en
este caso sigue describiendo al conductor desconocido. Esencialmente todo
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es lo mismo excepto que se intercambian los indices de cada elemento de la

férmula 2.107

(¢ |s) (@ -7 ]s)o = (¢ |s)o". (2.108)

Para el elipsoide el vector normal es

1
h= (2], y P, 2/ ).

2 y z
atwta

Evaluando el producto escalar entre este vector y el de la esfera se tiene

1
2 2 2(1)/R’
Vat+tha+4

por lo tanto se concluye que la distribuciéon de carga debe ser

1
A/
n -

>
Il

ﬁ({I;Q/CLZ +y2/b2 +22/C2)/R =
Grhta

1
2 Y
RG +4L+4

donde K’ se obtiene con la condicion Q = [}, 4. 0'dS.

O_/:Kl

2.5. Energia potencial eléctrica de cargas en un
campo externo

Como consecuencia de , la fuerza electrostatica es conservativa,
pues puede derivarse de una energia potencial (o, equivalentemente, el tra-
bajo es independiente de la trayectoria, ya que el campo eléctrico es irrota-
cional):

|F, = qB; = —q0i¢.| (2.109)

Definimos la energia potencial eléctrica de una carga ¢ ubicada en un
punto x con campo eléctrico (externo) descrito por el potencial ¢(z) por

U(x) = gd(@), | (2.110)

de modo que

|Fi(z) = —(0U)(2). | (2.111)

Como toda energia potencial, la energia potencial eléctrica es una cantidad
bien definida salvo una constante aditiva arbitraria. Como consecuencia, s6-
lo las diferencias de energia potencial tienen significado fisico no ambiguo
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(pueden en principio ser medidas). Esta caracteristica se ilustra més clara-
mente si consideramos el trabajo realizado por un campo eléctrico sobre una
carga q al desplazarse ésta desde el punto A hasta el punto B:

B B
Wasw = [ Fidai= = [ 0Udoi = —UJj = =AU = —4Aé = ~q(én—02).
(2.112)
Como consecuencia, una particula cargada de masa m y carga g movién-
dose en el campo eléctrico externo descrito por el potencial ¢ tendra una
energfa mecanica F = K +U = mi?/2+ q¢, que serd constante si no existen
otras fuerzas actuando, es decir,

E = %m# + qo () = cte. (2.113)

Podemos generalizar la expresién para el caso de una distribu-

cién continua de cargas de prueba, en un campo externo. En otras palabras,

despreciamos el campo que las mismas cargas producen. Por simple super-

posicién encontramos que la energia potencial de una distribucién de cargas
descritas por la densidad p(Z) en un campo externo ¢(Z) es dado por

U= / (&) &(Z) V. (2.114)

2.6. Energia potencial de un sistema de cargas

2.6.1. Energia potencial de un conjunto de cargas puntuales

Consideremos ahora el problema de determinar la energia potencial to-
tal de un conjunto de N cargas puntuales, pero ahora tomando en cuenta el
campo que ellas mismas generan. Cada carga ¢ posee una energia poten-
cial U®#) asociada al campo eléctrico producido por cada una de las otras
cargas ¢®), con B # . Aqui o, 3 =1,---,N.

Ademss, el potencial eléctrico en el punto Z, generado por la carga ¢(®
ubicada en el punto 7, es dado por

1 q\®

®)(7) = — 2.115

de modo que

1 @) g®

(@B) — () 4(B)(#(B)y —
U =am o @) = oo T =70

(2.116)

Vemos de (2.116) que U@?) = UB®) e decir, la energia potencial de la
carga a-ésima debido al campo producido por la carga §-ésima es igual a la
energia potencial de la §-ésima debido al campo de la a-ésima.
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7

Ademés, UP) — 0, cuando |7 — oo 6 |##)| — oo. Entonces, de
acuerdo a , podemos interpretar U(*#) como la energia (trabajo) que
se necesita para traer la carga ¢\ desde el infinito hasta la posicién Z(@),
en el campo eléctrico producido por la carga q®), fija en 2P| o viceversa.

Para calcular la energia potencial eléctrica total de un sistema de mu-
chas cargas puntuales, “construimos” el sistema, carga por carga, trayén-
dolas desde el infinito (donde la interaccién mutua es despreciable): Prime-
ro consideramos que la carga ¢(!) es transportada desde el infinito hasta
su posicién final Z(M). Para esto no se requiere trabajo alguno ya que no
existe campo eléctrico preexistente que actie sobre esta carga. Como se-
gundo paso, traemos la carga ¢(2) desde el infinito hasta su posicién final
7). Este proceso requiere una energia dada por U (21, En el siguiente pa-
so, traemos ¢ desde el infinito hasta (), manteniendo fijas las cargas
¢V vy ¢@. La energfa requerida para este paso es UBY + UB2) Hasta el
momento la energia total requerida para formar el sistema de 3 cargas es
Uy 4 Bl 4 B2 — yO2) 4 yO3) 4+ U3, Continuando este proceso en-
contramos que la energia potencial eléctrica total de un sistema de N cargas
¢\, con posiciones Z® es dado por

U S s 1 — 49D 2117
= 2 = Tney 2 Fa 7O (2.117)
0,8 (@) o, (@)

Alternativamente, ya que U(®*#) = (%) podemos escribir U = (1/2) Zg,g (asB) ylab),
de modo que

S~ @ ¢®
@) _ 7B)|"
wi(ans) 1T 72

1
U =
871'60

(2.118)

En términos del potencial electrostatico total en el punto #(®) debido a todas
las otras cargas ¢®) (8 # a),

§(3@) = i 2 (2.119)
X = — .
7o) — 7B’
A0 (o 120 — T
tenemos que
1
U=3 > g ¢ (&), (2.120)
a=1

2.6.2. Energia potencial de una distribucién continua de car-
gas

En el caso de una distribucién continua de carga descrita por una den-
sidad de carga p(Z), requerimos una expresién similar a la encontrada en
la seccién anterior para cargas puntuales. En el limite continuo, esperamos
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poder reemplazar ¢(® — dg = p(Z) dV. Por otro lado, podriamos esperar
que el potencial ¢'(z(®)) tienda simplemente al potencial de la distribucién
continua de carga, evaluado en el punto Z, es decir, ¢ (z(®)) — ¢(Z), ya que
no tiene sentido hacer distincién, en el caso de una distribucién continua,
entre el campo ¢’ (es decir, el potencial producido por las cargas del sistema
localizadas en puntos 7’ # ) y el simplemente el potencial ¢(Z).

De este modo, obtenemos

U= % /p(f) &(F) dV. (2.121)

Es importante entender la diferencia entre (2.114]) y (2.121)). La primera
expresion representa la energia potencial de una distribucién de cargas en
un campo externo, despreciando el campo que ellas mismas producen (car-
gas “de prueba'), mientras que la segunda representa la energia potencial
total contenida en un sistema de cargas debido su propio campo. En otras
palabras, los potenciales involucrados en (2.114]) y (2.121)) son de naturaleza
distinta: en la primera expresién representa el potencial externo, y en la se-
gunda el potencial generado por las propias cargas. Solo en el segundo caso
el potencial estd relacionado con la densidad por medio de la ecuacién de
Poisson.

Ademas, si bien al aplicar la integral al caso de distribuciones
continuas y finitas de carga se obtienen resultados finitos, al intentar apli-
carla al caso de una carga puntual (o conjuntos de cargas puntuales) se
encuentra un resultado divergente. Esto, sin embargo, es usualmente inter-
pretado asumiendo que una carga puntual es una idealizacién: el limite en
que el tamafio de la carga es nulo. En la practica, consideraremos a
como la expresién general para la energia de una distribucién general de car-
gas, mientras que para un conjunto de cargas puntuales usaremos o,

alternativamente, (2.120)).

Derivacién alternativa

Podemos derivar la expresion considerando el proceso de cons-
truccion del sistema en que la densidad es aumentada paulatinamente desde
0 hasta p(Z). Si en un instante dado la densidad es, en cada punto, una
fraccion A (0 < A < 1) de la densidad total, es decir, si la densidad es A\p(Z),
entonces el potencial generado por esta densidad es ¢, (%) = Ao (%), ya que la
ecuacion que determina el potencial a partir de la densidad de carga (la ec.
de Poisson ) es lineal. Entonces el trabajo necesario para aumentar la
fraccién de carga desde A hasta A+ dA\ es el trabajo necesario para transpor-
tar las cargas dq = d\ p(Z)dV desde el infinito hasta sus posiciones finales,
en el campo ¢, (Z). Por lo tanto, el trabajo total requerido para aumentar
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la densidad de carga en una fraccién dA es dado por:

AW = /V dq éx(7) (2.122)
= [ 1axp@ dv) po(@) (2.123)
— A / p(@)$(E) dV. (2.124)

1%

La energia requerida en el proceso completo de construccién del sistema de
cargas es entonces la suma de los trabajos de la forma (2.124]) desde A = 0
hasta A = 1, es decir,

1
U= / aw, (2.125)
0

que lleva nuevamente a la expresion (2.121])).

Energia de un sistema de cargas formado por dos subsistemas

Si tenemos un sistema de cargas que pueda ser separado en dos subsiste-
mas, el primero con densidad de carga p;(x) que genera un potencial ¢ (),
y el segundo con densidad ps2(x) y potencial ¢;(x), entonces

p(x) = pr(x) + p2(2), (2.126)

ya suponemos que las regiones donde pa(z) y p2(x) son no nulas son disjun-
tas. Ademads, en un punto cualquiera el potencial es dado por

d(z) = d1(z) + pa(z). (2.127)

Reemplazando estas expresiones en nuestro resultado general (2.121]) encon-
tramos que la energia del sistema completo puede ser escrita como

U=U;+ U+ Upnt (2.128)
U1 = % /p1<f) (ﬁl(f) dV, U2 = % /pg(f) ¢2(f) dV, (2.129)
Ui = / p1(2)do(x) AV = / po(2) 1 (x) AV (2.130)

La energia Uiy puede ser interpretada, de acuerdo a nuestro resultado ([2.114)),
como la energia potencial de las cargas en el subsistema 1 debido
al campo (externo) generado por el subsistema 2, o bien como la
energia potencial de las cargas en el subsistema 2 debido al cam-
po (externo) generado por el subsistema 1, o simplemente como la
energia de interaccién.
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Energia en funciéon del campo eléctrico

Podemos expresar la energia (2.121)) en términos del campo eléctrico,
usando la ley de Gauss ([2.39)):

v o= 5 [e@o@av (2.131)
- %0 (D:E;) pdV (2.132)
_ %0 0:(Ei¢) — E;0;4) dV (2.133)
_ 520[74 EibdS; — / Eia@dv} (2.134)
= 2oy [mra] 2135
- %0 / E2av. (2.136)

En este calculo, hemos considerado que la integral de volumen se extiende
sobre todo el espacio, y que el campo eléctrico se anula suficientemente
rapido en el infinito, de forma tal que la integral de superficie es nulaE Con
esto, obtenemos

U= / wp(@)dV,  up@) = 2 BX(#), (2.137)

De esta forma, podemos calcular la energia (potencial) electrostética de una
distribucién de carga como la integral de una densidad de energia ug(Z).
Comparando con vemos que la energia potencial de un sis-
tema de cargas puede interpretarse alternativamente como la energia alma-
cenada en el campo eléctrico del sistema de cargas, a través de la densidad
de energia up(Z).

Ejemplo 1

Considere un condensador de placas paralelas. Despreciando efectos
de borde, es decir, considerando que dentro de la regiéon limitada por las
placas en campo eléctrico es homogéneo y fuera de ella es nulo, y ademas
despreciando el espesor de las placas, podemos modelar la densidad de carga
como

p(Z) = od(x) — od(x — d), (2.138)

para todo (y, z) en la regién delimitada por las placas.

13La integral tiende a cero si ¢ decae més rapido que 1/4/r para r — co. Esta condicién
es siempre satisfecha para distribuciones compactas de carga, donde se tiene de hecho que
¢ decae al menos como 1/r.
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El campo eléctrico entre las placas (que puede obtenerse facilmente usan-
do la ley de Gauss) es dado por

E=24=E O<z<d, (2.139)
€0
donde o es la densidad total de carga por unidad de superficie (en cada placa
ubicada en x = 0). Con esto, podemos evaluar la energia (2.137)) (el campo
eléctrico s6lo es no nulo entre las placas, que encerrar un volumen V = Ad):
2 2
o €0 =9 €0 =9 o Q° d

U= dV = —FE*V = —E“Ad= —Ad = ——. 2.140
/ up() 2 2 20 2eg A (2HO)
Por otro lado, usando ([2.27)) encontramos que el potencial entre las placas

es de la forma

&(7) = (0) — Ex = ¢(0) — Eix 0<z<d, (2.141)
0

con lo que podemos evaluar (2.121) (la densidad de carga sélo es no nula
sobre las placas), obteniendo
B o?Ad B Q% d

U =3 [pla)ofa)av = 5 e40(0) - cas(a)] = %20 = 255 (21a2)

En términos de la capacidad del condensador, C = Q/AV = gyA/d, tenemos

_c@av)y? _ @?
U="5"=20x (2.143)

Ejemplo 2

En este ejemplo veremos como aplicar la ecuacién para modelar la
interaccion de dos atomos neutros que se acercan entre si con una energia F
en el sistema de C.M. Como cada adtomo esta constituido por un nicleo con
carga (positiva) Ze y Z electrones, donde estos tultimos orbitan el nicleo
apantallandolo, es de esperarse que este apantallamiento solo sea efectivo
para distancias grandes comparadas al radio atémico. En el otro extremo si
los atomos se acercan mucho superando la barrera de la nube electrénica,
es de esperarse que ambos se repelan siguiendo la ley de Coulomb. De esto
podemos modelar el potencial de interacciéon de la siguiente forma,

$(r) = ——x(r), (2.144)

"~ Adregr

donde la funcién x(r) se llama funcién de apantallamiento y cumple con
x(r = 0) — 1 (limite coulombiano) y x(r — o0) — 0 (apantallamiento
total del nicleo). En base a este modelo podemos estimar el potencial de
interaccién entre dos iones usando la ecuacion 2.1301
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Figura 2.2: Interaccién entre dos iones.

Supongamos que el ion (1), con Z; electrones, esta centrado en el origen
y el ion (2) (con Zy electrones) esta separado una distancia R del ion (1),
los potenciales de interaccién entre los electrones de la nube del ion (1) y
del ion (2) son, ver figura

—Z1€
¢1 - 47T€[)’I"X1(T)’

ZQG —

P2 = mm(ﬂ R—11)).

Tomemos el caso de interacciones distantes R > r, entonces el potencial
¢2 puede aproximarse por ¢g = 45506RX2(R), es decir es constante. Evalua-
mos la interaccién entre estos iones usando [2.130]

1 1
Uint = 5 /p1¢2dv - _iso/v%l@dv, (2.145)

donde en el altimo paso se uso la ley de Gauss. Como el problema asi plan-
teado tiene simetria esférica, entonces podemos obtener el laplaciano para
la coordenada r, y dV = 4mr?dr, haciendo los célculos se llega a

Z16X ZQBXQ(R) 2 o 1 21Z262X2(R) o0
Uint = Agredr = - | ————2— 2
2 477507‘ dregR 2 dregR R
(2.146)

Integramos por partes el tiltimo término de la ecuacién anterior, [ XY (r)rdr =
rX1(r) — Xx(7), por lo que finalmente nos da,

62
Ui = (22257 o) - ), 2.147)

donde usamos x1(00) = 0 al igual que ry...
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2.6.3. Frenado electrénico
2.7. Expansiéon multipolar cartesiana

2.7.1. Expansion Multipolar

El método de expansién multipolar permite calcular los campos (poten-
cial y campo eléctrico) de una distribucién compacta, pero arbitraria, de
carga en forma relativamente sencilla y general. Consideramos entonces una
distribucién compacta de carga, situaremos (sin pérdida de generalidad) el
origen del sistema coordenado en un punto representativo de la distribucion
(no necesariamente el centro de masa o el centro de carga), y consideraremos
el problema de describir el campo generado por esta distribuciéon en puntos
muy alejados de ella, de modo que |Z] > |#|. Esto permite reescribir la ex-
presion general para el potencial eléctrico, en forma de una expansién
en serie, ya que el término 1/ |Z — 7’| puede ser expandidﬂ en potencias de
las componentes del vector Z’:

1 1 1 1
B 40, (r) o+ (=12l (2.148)
/=0

Z—a |7 77 21"
, 0;0; <|£_1f,|)${0 o (2.149)
B |;1z B xﬂﬁ N (—21!)296% &-Bj‘; (2.150)
_ % _ x;@% N (—21!)2x;x; aiaj% Lo (2150
— nio (_nl!)nx;l .7 Oy ...6%%. (2.152)

Note que los términos con derivadas de la forma 9;, - - - ;! son funciones

in
(relativamente) simples y conocidas. Por ejemplo:

81% = —%, (2.153)
aiaj% = gffj — i—g (2.154)
oyt = Spdn b mbutndy) _ Lorame gy
etc. Con esto, podemos escribir hasta segundo orden
‘f_lgm = % + x;';f; + %x;x; (3?5% - ff;) +0 (27). (2.156)

MPara esto usamos la expresién general para una expansién en serie de Taylor de
una funcién de varias variables: f(x; + x}) = f(z:) + 2} (0:f)], + (1/2") xja); (0:0; f)|, +
(1/3) zizhxy, (8:0;0k f)], + - - -
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En general, el término de orden n, 0;, ---9;, v~ 1, decrecerd con la distancia
como 7~ ("+1),

Con la expansion (2.152)) podemos reescribir la expresién (2.25) para un
potencial electrostatico general (imponiendo ¢ = 0 en el infinito) como

o(Z) = ! / P <f’2 av’ (2.157)

ey Jv |T - @
1 =/ S (_1)n / / 1 /
= 2 By 05 —dV 2.158
47T€0 /\/ p(:U )nz:%) n' le xln 11 in r ( )
L&y X
n=

Definiendo el momento multipolar de orden n como el tensor de rango n
dado por

14

podemos expresar un campo electrostatico general por medio de la expansion
multipolar

1 —1)n

) o P |
¢(a:)—4mOnz::O 7 Qv Oy Oy, (2.161)

En otras palabras, podemos descomponer el potencial electrostatico en una
suma de términos de distinto orden en la expansién multipolar

@) = 60 (@), (2.162)
n=0

donde ¢(™ () es la contribucién multipolar de orden n, definida por

o™ (2) = L=yt Qiyoi, Oiy - - ain%_ (2.163)

 Adwey  nl

Los primeros términos de esta expansién general son de la forma:
o(7) = ¢°(2) + oV (@) + 6D (@) + ... (2.164)

El término monopolar es

1 Q

dmeg 1’

¢*(F) = (2.165)

donde @, el momento monopolar, es simplemente la carga total del sistema:

Q- / p(F)dV. (2.166)
85
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FEl segundo término, el término dipolar es dado por

1 T s
W(z) = —— TDi 2.167
$(@) dmweg 137 (2.167)
donde p; = @; es el momento dipolar del sistema:
pi = /xzp(f) dv. (2.168)
La tercera contribucién viene dada por el término cuadrupolar:
1 1 3xix; 04
@) = Qi (L - ). 2.169
$(7) 4meg 2 @i < rd 7“3) ( )
El momento cuadrupolar ();; es dado por
Qij = [ i pl@) av. (2.170)

Con esto, la expansiéon multipolar del potencial es de la forma:

¢(7)

B 1 Q 1 ﬁii” 1 1 ”<3:Um:j 6ij
Cdmeg v dmeg T3 dmeg 2 0V

o r3) +0(r )

(2.171)

Podemos también encontrar una expansién multipolar para el campo eléc-

trico simplemente derivando el potencial. Con esto, obtenemos

Q =z 1 (3pj$jﬂ§7;—’r‘2pi)

B (%) = —
i(7) dmeg 13 Ameg rd
1 1 3 (:mé]k + xjdki + ZCk(SZ]) 15wixj:vk _5
———Q; — 0] . 2.172
4meg QQ]k ro " +00r). | )
Observaciones:

s El momento multipolar de orden n, (;,. i, es un tensor simétrico de

rango n respecto a transformaciones ortogonales de coordenadas. Por
eso, Qi,..4, tiene (n + 1)(n + 2)/2 componentes linealmente indepen-
dientes.

Los momentos multipolares son cantidades aditivas (o extensivas). Es-
to quiere decir que si se divide un sistema en dos partes (el volumen
donde estan contenidas las cargas, en dos volimenes mas pequenos o,
equivalentemente, la densidad de carga en la suma de dos densidades)
entonces cada momento multipolar (de un orden dado) es la suma de
los momentos multipolares de cada subsistema.
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= Note que los momentos multipolares dependen en general de la
eleccidon del origen. Si se desplaza el origen del sistema coordenado
de modo que el origen O original tenga coordenadas d respecto al nuevo
origen O entonces ¥ = ¥ + d y los nuevos momentos multipolares
respecto al origen O’ estdn dados por:

Q' =Q, (2.173)
Q; = Qi + Qd;, (2.174)
Qi; = Qij + Qidj + Q;di + Qdidj, (2.175)

etc.

Momento cuadrupolar sin traza (Opcional)

El momento cuadrupolar es un tensor simétrico, por lo que tie-
ne 3-(3+41)/2 = 6 componentes linealmente independientes (que hay que
calcular!). Sin embargo, debido a que este tensor siempre estd multiplica-
do en la expansién multipolar del potencial por (3z; x;/r° — d;;/r3), puede
verificarse que no todas las componentes de @);; contribuyen a la expansién
multipolar. En efecto, debido a que la contraccion &;; (3z; z; /r® — dij/ r3)
se anula idénticamente, es posible sumar un término proporcional a d;; al
momento cuadrupolar, sin por ello alterar la expansiéon multipolar. En otras
palabras, existe una libertad para redefinir el momento cuadrupolar ya que
Qij = Qi; + Ad;; puede ser considerado como un momento cuadrupolar util
y legitimo.

|
Una posibilidad seria elegir A = —(@Q);;, en cuyo caso obtendriamos

Qi = /(5’%‘%‘ — zpzpdij) p(T) AV, (2.176)

que, salvo un signo global, tiene la misma forma que el conocido tensor
momento de inercia asociado a un cuerpo en rotaciéon. En este sentido, el
momento cuadrupolar eléctrico es el andlogo al tensor momento de inercia
en mecanica.

Sin embargo, es mas comin explotar la libertad para elegir A para de-
finir el momento cuadrupolar libre de traza, definido tal que Q;; = 0. Esto
equivale a considerar A = —Qii/3, es decir, Qij = Qij — Qrk 0ij/3 0, mas
explicitamente:

- 1 B
Qij = /(fcifﬁj - gl’kl’k&j) p(Z) dV. (2.177)

La ventaja de usar este tensor es que, por ser libre de traza, solo tiene 5
componentes linealmente independientes (que calcular, por ejemplo: Q11,

Q12, Q13, @22, Q23, va que Q21 = Q12, Q31 = Q13, Q32 = Q23 y Q33 =
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—Qu1 — Qgg) (pero, por otro lado, la integral que se necesita calcular es algo
més complicada).

Ademés, el momento cuadrupolar (con o sin traza), por ser un tensor
simétrico de segundo rango, puede ser diagonalizado, es decir, es posible
encontrar sus vectores (y valores) propios, que definen direcciones “princi-
pales”, ortogonales entre si. En el sistema coordenado definido por estas tres
direcciones principales el momento cuadrupolar adopta una forma diagonal.

Monopolo ideal

Una carga puntual es un “monopolo ideal", ya que (eligiendo el origen
en la posicién de la carga) el inico momento distinto de cero es el momento
monopolar.

Dipolo ideal

Un “dipolo ideal" (también llamado “dipolo puntual”) es un sistema idea-
lizado cuyo tnico momento multipolar eléctrico no nulo es el momento di-
polar.

El sistema formado por una carga ¢ = —¢q y otra ¢ = +¢, separados
una distancia d tiene momento monopolar nulo, mientras que

pi = ()t + (+9)2?) = () — 2tV) = qa;, (2.178)
Qij = (—Q)m’gl)xg) + (q)mgz)xf), (2.179)
Qijk = (—q):vl(-l)x;l)m,(j) + (q)xEQ)x§-2)x,(f), (2.180)

etc. En el limite d — 0, pero tal que p sea finito (esto, por supuesto, requiere
g — o0), tendremos que Q;; — 0, Qijx — 0, y lo mismo ocurrird para
todo momento multipolar de orden superior (las componentes del momento
multipolar de orden n son en este caso proporcionales a qd" = pd™ ).

1 (m -2y
47‘(’80 |f—f"3

: (2.181)

¢5(%)
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2.7.2. Distribuciones de carga en campos externos

En las secciones anteriores hemos considerado la expansién multipolar
generada por una distribucién compacta de carga p(Z). Ahora discutire-
mos una situacién distinta: consideraremos una (pequenia) distribucién de
cargas en un campo eléctrico externo (es decir, generado por alguna otra
distribucién de carga). En particular, calcularemos la energia potencial de
la distribucién de carga en el campo externo dado, asi como la fuerza y el
torque que el campo externo ejerce.

Energia Potencial

Para evaluar esta integral, consideramos un punto representativo P de la
distribucién con coordenadas ¥ y un punto P’ cualquiera de la distribucién
(con coordenadas ¥ + &' respecto al origen) determinado por el vector &’
respecto al punto representativo P de la distribucién, y expandiremos los
valores ¢(P’) en una serie de Taylor en torno a P:

(P') = ¢(T+7) (2.182)
=1
= iy, (O 0,0)|ag (2.183)
n=0 """
1
1
iy @, (O 0 pg (2.184)
= ¢(7) — 27 E(T) — %xgx;(aiEj)(f)
1
Con esto, podemos escribir (2.114)) como
U= / p(P') ¢(P") dv’ (2.186)
o 1 N / /
=Y | [P V] @Bl (28T

n=0
-y %Q (O, -+~ 05, 8) (&) (2.188)
n=0 """
= Qo(7) — Qi Ey(T) — %Qij(aiEj)(f)
e %Qz‘l---in(@'l O B (@) (2.189)

Por lo tanto, obtenemos que la energia potencial de una distribucién de
carga, caracterizada por sus momentos multipolares, en un campo externo
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es dado por

—

U = Qo) ~ 5 B@) ~ 5 Qu0E;(@) + -+ (2.190)

El primer término de esta expansion, la contribucién monopolar, es equi-
valente a la de una carga puntual en un potencial externo. El término si-
guiente (dipolar) representa la energia potencial de un dipolo ideal en un
campo eléctrico externo. Note que este término es minimo cuando el
momento dipolar es paralelo al campo eléctrico externo (y es, en
general, proporcional al coseno del angulo entre p'y E) El término cuadru-
polar es distinto de cero sélo cuando el campo es no homogéneo. Note que en
esta expresion también es posible usar un momento cuadrupolar redefinido
como se discuti6 en la seccién (2.7.1)). En particular puede usarse el momento
cuadrupolar sin traza. La energia potencial calculada usando distintos mo-
mentos cuadrupolares equivalentes es la misma puesto que un término pro-
porcional a d;; contribuird con un término proporcional a d;;(0;E;) = 0;E;,
que es cero en virtud de la ley de Gauss y el hecho que E describe un campo
eléctrico externo, es decir, un campo generados por fuentes fuera de la region
bajo consideracion.

Fuerza

—

Una carga puntual ¢ experimenta una fuerza F (%) = ¢ E(Z) cuando esté
situada en un punto donde existe un campo externo E (Z). Como conse-
cuencia, la fuerza total sobre una distribucién con densidad p en un campo
externo puede escribirse como

F, = /P’ Ei(P')dV'. (2.191)

Expandimos E;(P’) en serie de Taylor, de forma similar a como lo hicimos
en la seccién anterior con el potencial

1 1

T

Con esto, podemos reescribir como (2192
F, = / p(P) [Ei(f) + 25(0; E) (%) + %x}xz(ajakEi)(f)

+---+i,x;1---x;n(ail-.-ainE)(;f) Jav2.193)

= Q Ei(Z) + pj(0;Ei) (%) + -+ - + Qzl i (Oiy -+ 03, Bi)(T) 4 - -+ . (2.194)

El primer término, QE(Z), es nuevamente la contribucién monopolar corres-
pondiente a la fuerza sobre una carga puntual. La contribucién dipolar es
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ahora proporcional al gradiente del campo eléctrico. Usando el hecho que
el campo electrostético satisface 0;F; = 0jF; podemos expresar el término
dipolar como 0;(p;Ej), es decir.

— -

F(#) = QE(#) -V (—p- E@)) + -+ . (2.195)

Note que el segundo término es el gradiente de la contribucién dipolar a la
energia potencial de la distribucién.

Torque

Andlogamente al caso de la fuerza total, podemos calcular el torque
neto ejercido por el campo externo sobre la distribucién, respecto del punto
representativo que hemos considerado:

7= / p(P) & x E(P')dV'. (2.196)
En componentes, y usando la expansién (2.192)) obtenemos que el componen-

te que depende de 7 que es el de primer orden en la expansién no contribuye
al torque debido a que el producto vectorial de 7 x = 0. Por lo tanto,

F=pxE@)+--. (2.197)

Es posible expresar la primera contribucién (dipolar) al torque como un
“gradiente” del término dipolar de la energia potencial Uy = —p'- E, esta
vez, sin embargo, no respecto a variaciones de la posicion  de la distribucion,
sino con respecto a cambios en la orientacién del momento dipolar respecto
al campo externo. La magnitud del torque es dada por

T = pEsen(0) (2.198)
d
-2 wE
2 (pEcos(t))
dUy
= . 2.1
7 (2.199)
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2.8. Electrostatica macroscoépica

Hasta ahora hemos estudiado las propiedades de los campos electros-
taticos en el vacio y en el interior de conductores ideales. Estamos ahora
interesados en las propiedades el campo eléctrico macroscopico en el interior
de un material aislante. El término macroscépico se refiere al campo pro-
medio en una pequena regién que, sin embargo, es grande comparada con el
tamano de las moléculas que constituyen el material.

Consideraremos entonces materiales aislantes, también llamados dieléc-
tricos, en los que las cargas internas no tienen la libertad de desplazar-
se distancias macroscépicas (conducir) en presencia de un campo eléctrico
aplicado, sino que estan confinadas por la estructura atémica/molecular del
material. La mayoria de los materiales son, en buena aproximacién, dieléc-
tricos.

En presencia de un campo eléctrico los dieléctricos redistribuyen sus car-
gas constituyentes. éstas no pueden desplazarse distancias macroscopicas,
como ocurre en los conductores, sino sélo distancias del orden de magnitud
determinado por su estructura molecular. Estos pequenos desplazamientos
de carga tienen, sin embargo, consecuencias que se acumulan hasta ser per-
ceptibles a escalas macroscépicas. Concretamente, en presencia de un campo
eléctrico, el material se polariza. El campo eléctrico que causa (el cambio
en) la polarizacién puede ser un campo “externo” (producido por “cargas
externas’ﬂ, que no forman parte de la estructura atémica/molecular carac-
teristica del medio).

El campo eléctrico total (“EL” campo eléctrico) es influenciado por la
polarizacién del medio. Modelaremos este campo eléctrico (macroscépico)
E como la suma del campo producido por las cargas externas y el campo
producido por la distribucién de cargas de polarizacién (descrita por el vector
de polarizacién P) del medio.

2.8.1. Vector y cargas de Polarizaciéon

Se define el vector de polarizacién como la densidad de momento dipolar
(momento dipolar por unidad de volumen),

—

5 . Ap
P(z) = A1‘1/1rg() AV (2.200)
donde Ap es el momento dipolar total de las cargas del material contenidas
en el volumen AV. La regiéon con volumen AV se considera centrada en
el punto #, suficientemente pequena desde el punto de vista macroscépico,
pero grande comparada con la escala determinada por la estructura atémi-
ca/molecular del material. Equivalentemente, el vector de polarizacién es

5 .z . .
5 También llamadas “cargas libres” o “cargas no ligadas”.
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definido tal que el momento dlpolar dp en un elemento de volumen (macros-
copico) dV es dado por dj = P(Z)dV .

Como consecuencia de la definicién anterior, el momento dipolar total
de las cargas contenidas en un volumen finito V' es dado por

ﬁV:/Vﬁ(:p)dV. (2.201)

Por otro lado, sabemos que el potencial generado por un dipolo ideal de
momento dipolar p’ ubicado en un punto con coordenadas 7’ es de la forma
. Luego, el potencial generado por una pequena regién de un medio
polarizado con elemento de volumen dV’ y polarizacién P es dada por

1 (aj — ) Pi(a) dV”

47eg |z — 2|3

do(z) = (2.202)

De esta forma, si el sistema contiene ademds cargas libres en dV’ entonces

1 Pext( /) 1 1 P( /)( ]
dreg |& — 7| 47eg ]a:—ac’\3

do(z) = /')dV’. (2.203)

Por lo tanto, el potencial (macroscépico, total), de acuerdo a nuestro modelo,
es dado por

o) = L [ [ B 2200

47eg |7 — & |z — 2|3

Usando la identidad ([2.19)) podemos escribir

=) 2209
_ L (P@)\_ (@P)@)
=X/ (|x—:c) o (2.206)

De esta forma, considerando que la integral sobre los términos que dependen
de la polarizacién estan confinados al volumen V' del material (lo que no
necesariamente es asi para el término conteniendo las cargas libres), podemos
escribir

1 pext( ) / / / / 1 / P( ) /
= dv’ — O0:P,dV' + das;
(@) Areg J |xi — 2] 4reg |z — & " 47r50 ov |T — 2|
(2.207)
1 oxct (T 1 ! 1 !
— IO t(.’I,'/) dVI / pP( ) dvl / UP( ) dsl
dreg J |z — ) dreg Jv |z — o) dmeg Jov | — 2|
(2.208)
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La expresion anterior muestra que el campo (macroscopico) total es equiva-
lente al campo producido por una densidad volumétrica de carga total,

PT = Pext + PP, (2.209)
donde

pp=—V-P, (2.210)

es la densidad (volumétrica) de carga de polarizacion, (definida en cada
punto del material), més una densidad de carga de polarizacién de superficie,

—

op=DP-n, (2.211)

distribuida en la superficie S = 90V del dieléctrico.
Note que la carga total de polarizacién, tal como se espera, es nula:

Qp:/ ppdv-i-% opdS =0, (2.212)
14 ov

en virtud del teorema de Gauss.

2.8.2. Desplazamiento eléctrico

Usando (2.209)) en la ley de Gauss, podemos escribir
1

ﬁ'E: —PT
€0
1 — —

:5<pext—V'P>.

Luego,
S /L 1 4 .
e <E+ P) _ Pext(®) (2.213)
€0 €0

Definimos el vector de desplazamiento eléctrico (también llamado excitacion
eléctrica o induccién eléctrica) como

D(Z) = eoE(Z) + P(), (2.214)

de modo que

VD = pext. (2.215)

Las unidades del vector desplazamiento son de carga por unidad de area:
= 3 S.I.
[D] =[P] = [o] = C/m?. .
La utilidad de usar D en lugar de E en esta “ley de Gauss" (2.215)) es
que esta relacién solo involucra explicitamente a las cargas externas (que son
usualmente conocidas y/o controlables). Por ejemplo, como consecuencia de

(2.215)) tenemos que

j{ 5 ) dg = {ext- (2216)
S
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Ejemplo: Esfera dieléctrica is6tropa y carga central

Consideremos una carga (externa) () situada en el centro de una esfera
dieléctrica is6tropa, podemos encontrar el vector de desplazamiento aplican-
do (2.216]). Debido a la simetria del sistema (ya que asumimos que el dieléc-
trico es isétropo, ver secciones y , tendremos que D(Z) = D(r)?.
Eligiendo una superficie Gaussiana esférica de radio r centrada en la carga
@, encontramos entonces que

D(r) jf dS = D(r)4rr? = Q, (2.217)
S
y por lo tanto
R = Q 1 A
D = ———T. 2.21
@) =7 (2.218)

2.8.3. Relacion Constitutiva, susceptibilidad, permeabilidad

Cada medio se caracteriza por la polarizacién ]3(3_7’) que presenta, dados
los campos/cargas externas. Esta polarizacion P (%) depende entonces de los
campos/cargas externas y de la constitucion atémica/molecular del material
(y en principio de otras propiedades, como la temperatura, presion, etc).

En un elemento de volumen dado del medio éste modificara su distribu-
cién microscédpica de cargas como respuesta al campo eléctrico “total" que ac-
tha sobre este elemento, hasta finalmente adoptar un cierta polarizacion. Po-
demos, por tanto, considerar que P = ]3(5) 0, equivalentemente D = 5(E)
Esta ltima relacion es llamada relacién constitutiva del medio. El problema
es que el campo E(Z) en un punto dado (con vector de polarizacién P(Z)
y por tanto desplazamiento 5(5:’)) depende también de cémo se polariza el
medio en otras regiones, e.d., E(Z) depende en general d P(#). En otras
palabras, en general la polarizacién que se presentard en un medio es fruto
de la respuesta colectiva del material a los campos externos.

Vemos entonces que calcular 13(5:') desde “primeros principios” es en ge-
neral dificil y requiere conocer los detalles de la estructura del material en
estudio.

Existe una gran variedad de medios materiales con propiedades eléctricas
diferentes e interesantes. Existen por ejemplo medios que tienen polariza-
cién no nula atin en ausencia de campos/cargas externas. Estos medios son
conocidos como electretos (andlogos eléctricos de los imanes permanentes),
y ferro-eléctricos (que presentan polarizacién no nula bajo una cierta tem-
peratura critica, de Curie, andlogamente a los ferro-magnetos). Un ejemplo
de material ferro-eléctrico es el BaT'iOs (titanato de bario), que exhibe un
momento dipolar eléctrico no nulo a temperaturas bajo 120° C'. Un ejemplo

1Mateméticamente, esto significa que, en general, E es un funcional, una “funcién de
funciones” o una “funcién no-local” de P.
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de electreto es el cuarzo (Si03, diéxido de Silicio), que presenta propiedades
piezoeléctricas.

Es 1til ademés distinguir entre distintos tipos de polarizacién, depen-
diendo del mecanismo que gobierne dicha propiedad: polarizacién electréni-
ca, p.ej. cuando un atomo se “deforma' en presencia de un campo externo;
polarizacién i6nica, causada por arreglo de iones (p.ej. NaCl); polarizacion
polar que se manifiesta en los gases (cuando la temperatura aumenta, dis-
minuye la polarizacién porque las moléculas se “desordenan").

Maés atn, en algunos materiales (“no-lineales”) la respuesta (polariza-
ci6n) del material puede depender no-linealmente del campo eléctrico.

Sin embargo, existe una gran variedad de materiales que, desde el punto
de vista macroscépico, pueden ser modelados adecuadamente (es decir, con
precisién suficiente en la mayoria de las situaciones) por una relacién lineal
entre D y E. Un material lineal, pero en general no-local, puede describirse
a través de una relacion de la forma

D,E)(#,¢) = / i (@, & 4, 8) By, ) dV'd, (2.219)

donde f;;(Z,&,t,t') es un cierto tensor que describe las propiedades del
medio. Como la polarizaciéon y por tanto el vector desplazamiento en un
punto Z del medio estan influenciadas en forma mas determinante por lo
que le ocurre al material en la inmediata vecindad de ¥ es de esperar que
la funcién f;;(&, &', t,t") sea concentrada en torno a &, es decir, que decaiga
rapidamente para |7’ — Z| > d donde d es la escala caracteristica de la
estructura microscépica del medio.

Por otro lado, existen muchos casos en que es suficiente considerar una
relacion constitutiva local en la que el vector desplazamiento en un punto
dado puede modelarse como dependiendo exclusivamente del valor del cam-
po eléctrico en el mismo punto (macroscopico), es decir D(Z) = D(E(%)) o,
equivalentemente P(¥) = P(E(Z)).

En un material descrito por una relaciéon constitutiva local podemos
considerar la dependencia de P con E a través de una expansion en serie de
la forma:

Pi(z) = P{(Ej(x)) = (P) g_g + Ej(0;P;) g_g + %EjEk(ajakPi) 5.gT

(2.220)
que esperamos sea util para campos eléctricos suficientemente débiles (en el
presente contexto sélo podemos saber a posteriori qué tan débil requiere ser
el campo). Note que en el lado derecho de las derivadas 9; denotan
derivadas respecto a la componente i-ésima del campo eléctrico, es decir
0;P; = OP;/OF;, etc.. Las cantidades () z_g, (0;Fi) 5_g> (90: %) p_g>
son tensores (cartesianos) que asumen diferentes valores para cada mate-
rial y pueden ser considerados como pardmetros (a determinar). Con esto,

etc.
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podemos escribir

Pi(x) = Ay + Aij B + Aiji BB + -+ - . (2.221)

En general, si el material es no homogéneo (por ejemplo, si estd formado por
capas de distintos materiales), los tensores A;, A;j, Ajjk, etc. dependeran
de la posicién. Para materiales no-ferro-eléctricos (la gran mayoria) tenemos
que A; = 0.

Modelo microscépico para la polarizacién

En esta seccion intentaremos motivar el efecto de la polarizacién en me-
dios materiales dieléctricos. Considerando el caso méas simple donde el me-
dio sea un cristal formado por solo un tipo de dtomo (o molécula) podemos
pensar en un arreglo de N (del orden de 10?%) de estos dtomos en una red
periddica.

Partiendo de que el 4tomo es un sistema estable constituido por una
nube de Z electrones, la cual consideraremos continua y un nicleo que con-
sideraremos puntual de carga Ze donde Z es el niimero atémico del medio.
Si queremos hacer un modelo clisico que describa el comportamiento de es-
te sistema bajo la influencia de un campo eléctrico, podemos modelar cada
atomo de la red como un conductor ideal (formado por la nube de electrones).

Como un conductor ideal el potencial de este &tomo debe ser constan-
td""] més aun podemos establecer como ya sabemos esta constante como
cero.

Estableciendo estas hipotesis donde cada atomo del medio lo podemos
considerar como una esfera conductora centrada en el origen de radio R el
cual esta sometido a un campo eléctrico externo, podemos plantear nuestro
modelo de forma matematica usando las ecuaciones 2.63] ver figura [2.3]

Vip=0, Q=0, ¢l|=r=0, (2.222)

a estas ecuaciones falta poner la informacion de que la esfera se encuentra en
un campo (idealizado como infinito) uniforme, para esto es l6gico establecer
que el campo resultante de esta interaccién tiende a ser uniforme (en el eje
z, por ejemplo) cuando la distancia de un punto a la esfera tiende a ser
infinito, es decir

E = (0,0,E,), si r— oo, (2.223)

17Es interesante remarcar que un modelo cudntico més detallado, como por ejemplo el
modelo de Thomas Fermi, predice que la contribucién principal del potencial de un dtomo
(nube electrénica) es constante mas términos de orden O(r'/?)
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donde F, es una constante que determina el campo uniforme, en términos
del potencial equivale a pedir que

¢ ——FE,z, si r— oo (2.224)

|

J
)

{1
i

|

Figura 2.3: Esquema de una esfera conductora en un campo eléctrico uni-
forme.

Resolver este problema podria parecer dificil, pero podemos ver de la fi-
gura|2.3] el sistema se deberia comportar como una superposicién de dipolos,
mas aun sabemos que el potencial dipolar

- =

_ b
Paip = dmegrd’
donde p es la constante de polarizacién la cual por el momento es des-
conocida, satisface la ecuacién de laplace y también sabemos que por se un
dipolo ideal Q = 0. Con esto en efecto casi tenemos cumplidas las condi-
ciones de borde [2.222| y [2.223] para la condicién al infinito podemos
simplemente superponer el término —F,z. Como estamos usando el eje z
como referencia el producto p'- 7 = prcos() en coordenadas esféricas, por lo
que el potencial que proponemos debe ser de la forma
pcos(d)

(ZS = —EzZ + W = —EZT COS(@) +

pcos(f)
—_—, 2.225
4megr? ( )
Del potencia definido por podemos ver que se cumplen las primeras
dos ecuaciones de [2.222]y la condicién solo falta imponer la condicion

de borde

¢ ‘r:R: 07

lo cual nos permitird determinar p. Haciendo esto, lo cual es posible ya que
los dos términos de la ecuacion [2.225( tienen como factor comin el cos(6), se
deduce que

p=A4neoR*E, = aE.. (2.226)
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Podemos ver como primera observaciéon de nuestro modelo, que de la
ecuaciéon la polarizacién es linealmente proporcional al campo
eléctrico externo. Como segunda observacién podemos calcular con este
modelo clasico que la polarizacién de cada dtomo debe ser 4wegR? , donde
R ~ 107 %m, este resultado se compara muy bien a orden de magnitud con
los datos experimentales (para gases).

Modelo de Clausius-Mossotti

Como vimos en la seccién anterior hay muy buenas razones para pen-
sar que en la mayoria de los cuerpos, los 4&tomos (moléculas) se polarizan
pfoporcionalmente al campo externo al que dichos dtomos estan sometidos,
E,, : B

ﬁm = O4<€0E|m

donde py, y Em son el momento dipolar molecular y el campo local en la
molécula, siendo « una constante. Pero en un sélido cristalino el campo Em
no es igual al campo medio que aparece en las ecuaciones macroscépicas E
(porque debemos considerar el campo creado por la propia molécula vecina
que no aparece en E,, ). El campo promedio que "ven'"las moléculas se puede
calcular como la suma de tres campos:

Em = E_ Eesf +Zﬁu
esf

donde E — Eesf es el campo creado en la posiciéon de la molécula por to-
das las cargas exteriores a una esfera de radio suficientemente grande como
para que solo se observen efectos promedio, y > ¢ E; es el campo creado
por las moléculas interiores a la esfera, calculado sumando los efectos de
cada una de ellas.

Ahora procederemos a calcular el campo local E,, del 4&tomo en una red
cristalina. Primero demostraremos que el campo creado por las moléculas
interiores a la esfera . ¢ E; es cero.

Para demostrarlo consideraremos una red cubica de dipolos orientados
segun el eje z (para las orientaciones x 6 y el resultado serd idéntico por
simetria, y para una orientacién arbitraria también, por superposicién ) y
calcularemos el campo eléctrico en el nudo (en una red cubica) (0,0,0) de
la red, debido a los dipolos en los deméas nodos. El campo eléctrico de un
dipolo viene dado por

I R
E (T F—p)
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Es claro que por simetria E, = E, = 0 en el nodo (0,0,0). En cuento a la
componente F,, ésta vendra dada por

B P 3 cos? (Oij) B 1
T Arweg . r3.
i3,k ijk ijk

(]

donde
2 kz
cos™ (i) = 2 oy g

Como cada suma al ser una red cubica tiene los mismo indices de inicio y
de fin, entonces se debe cumplir que

>

Z‘?j7k

2k —i% — 52
RN

otra forma de ver esto es considerando el caso continuo, lo que implicaria
que esta suma se transforme en una integral de volumen sobre la esfera de
radio R arbitrariamente grande,

9222 — 32 42
———dV =0
L ,

que se puede demostrar ficilmente en coordenadas esféricas. Esto de-
muestra que el campo para ) .. E; es cero.

Con este resultado podemos ahora calcular el campo producido por la
esfera el cual segiin la ecuacién [2.226| debe estar dado por

. 1 -

Ep=——0P 2.227

esf 3¢0 ( )

donde P es la densidad dipolar (dipolo entre volumen de la esfera %WR?’),
con lo que llegamos a

— —

1 -
En,=E+—P (2.228)
360
La ecuacién [2.228] permite establecer la relacién entre las propiedades
microscépicas de las moléculas y las propiedades macroscépicas de los ma-
teriales. En efecto, la polarizaciéon del medio vendra dada por [2.226]

P= Npy, = Naoaﬁm

donde N es el nimero de moléculas por unidad de volumen. Sustituyendo
en [2.228] se obtiene:

- N o
P=r=Nam¥
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donde E es el campo macroscopico. Este resultado se conoce como ecuacién
de Clausius-Mossotti, y nos permite estimar la polarizacion de un medio s6-
lido cristalino conociendo su polarizacién individual. Veremos mas adelante
como podemos usar este modelo para estimar los indices de refraccién.

2.8.4. Modelo estadistico basico, para estimar la polarizaciéon

En esta secciéon daremos un razonamiento intuitivo y simple de como
modelar el vector de polarizaciéon considerando las fluctuaciones térmicas
del material. En principio en ausencia de fuerzas térmicas la energia que
polariza el medio sometido a un campo eléctrico E esta dada solo por el di-
polo Uit = —Np- E , donde N es el nimero de atomos en el material.
Cuando consideramos la energia térmica ~ NkT (donde k es la constante
de Boltzman y T la temperatura absoluta) entonces la energia total tiende
a ser mas positiva ; Uy = —Np'- E + NKT.

Ahora como es poco practico considerar todos los movimientos del ma-
terial uno a uno, consideramos en su lugar promedios sobre las variables de
interés; como la energia, velocidad etc. Dadas las consideraciones anteriores
el promedio de la energia total: < Upom > puede ser positiva o negativa, en
el primer caso nos dice que fisicamente el efecto de la polarizacion empieza
a ser despreciable hasta que este ya no pueda mantener una polarizacion
promedio, en el otro caso la polarizacién es lo suficientemente fuerte para
estar sesgada en la direccién del campo eléctrico. Por ende podemos decir
que debe existir una temperatura critica en la cual sin importar el cam-
po eléctrico aplicado la polarizacion es cero, mas en general esperamos que
debajo de esta temperatura la polarizacién disminuya al aumentar la tem-
peratura alcanzando su maximo cuando 7" — 0.

La siguiente pregunta evidente es como considerar los promedios (en
equilibrio termodindmico) sobre la energia, velocidad, etc. Lo matemética-
mente razonable seria considerar una distribucién de probabilidad sobre la
posicién y la velocidad de cada particula en el sistema sometida a ciertas
fuerzas (conservativas). En estas notas no pretendemos dar una respuesta
formal a este problema, ya que es en general un tema mas avanzado y se
aparta demasiado sobre nuestra discusiéon. En lugar de ello consideraremos
el gas ideal (monoténico) y de ahi podemos hacer una inferencia de cual
debe ser esta distribucién.
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Breve y simple introduccién a la estadistica de Maxwell-Boltzman

Consideremos un gas ideal sometido al potencial gravitacional en la su-
perficie de un planeta esférico. En este caso como el gas es compresible
esperamos que la mayor parte del gas este concentrada en la superficie del
planeta. Ademads consideremos que el gas se mueve con una velocidad ar-
bitraria ¢, podemos sobre la presién que ejerce esta gas en un elemento
pequenio de volumen si usamos la ecuacién de Bernoulli

1
AP = —(pgz + va2), (2.229)

donde g es la gravedad del planeta, p es la densidad del gas y z es la altura
medida sobre la superficie. Por tratarse el fluido de un gas ideal podemos
escribir la ecuacién de estado

PV = NkT, P = p(kT/M,) (2.230)

donde M, es la masa atémica molar del gas. De las ecuaciones [2.229]y [2.230
podemos deducir el cambio de presién en funcién de la densidad,

1 1 1
—dP = pgdz + ip@" dv = (§gdz + 517' dv)(PM,/kT),

resolvemos esta ecuacién facilmente lo que resulta

P= Poe*(MagZJF%MaUQ)/(kT)7 (2.231)

donde Py es la presién en la superficie.

Observemos que el término dentro del argumento de la exponencial se
puede interpretar como la energia de cada particula del gas con una velo-
cidad v a una altura z en un potencial gravitatorio lineal, por ende fuerza
constante.

Analicemos ahora el problema desde un punto de vista estadistico. Pode-
mos generalizar la energia por E = ¢+ %mv2, donde ¢ es un potencial cual-
quiera, en nuestro caso es ¢ = mgz y también la velocidad por simplicidad
solo serd unidimensional. Desde un punto de vista estadistico la particula
puede variar su posicién de z a un valor arbitrario 2z’ asimismo su veloci-
dad de v a v’ por lo que la energfa ahora serfa E' = mg(z —2') + gm(v—v')2.

Bajo esta consideraciones podemos proponer como .“nzats que la distri-
bucién de particulas debe ser de la forma

f(Z ) = Ce BT (2.232)

donde C es una constante de normalizacién determinada por
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Figura 2.4: En una unidad infinitesimal de tiempo, todos los 4tomos con ve-
locidad en x (v,) habran atravesado un cilindro de longitud numéricamente
igual Ax.

/ f(Z0)dY  dv' = N
R+ xR

donde N es el ntiimero total de particulas. La ecuacion [2.232] se cono-
ce como distribucién de Maxwell-Boltzman (en una dimensién). En nuestro
caso recordando que [ e~ dy = /7, podemos determinar la constante

1/C = (emgz/kT)(%)(\/@)'

Si la distribucién [2:232] es correcta debe ser capaz de deducir 2:230] y
2.231] Empecemos con un gas ideal en reposo v = 0, por lo que la distribucién
de Maxwell-Boltzmann normalizada es

£ 7) = (N/V) (L yo2e %

donde V es el volumen que ocupa la particula. La presién desde el punto
de vista estadistico se debe a la transferencia de momento de las particulas
del gas a la pared. Asi el momento transferido (en direccién x) a la pa-
red, ver figura cuando la particula rebota es: mv, — (—muv,) = 2mu,.
Considerando que el nimero total de particulas debe ser,

N = / / F(F, 0 dPadb = V / (&, 7)d%, (2.233)
R3xR3

entonces el flujo de particulas, se puede definir como el niimero de particu-
las por unidad de tiempo y area: %. Si consideramos un cilindro dirigido
hacia la pared donde chocan las particulas (v>0) podemos considerar que
la particulas de ese cilindro ocupan un volumen dAdzr donde dA es el area
de la tapa del cilindro.
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Dadas estas consideraciones la presién debe ser el momento transferido
por el flujo de particulas (obsérvese que se tienen las mismas unidades), por
lo que podemos escribir

p= /OOO /Ooo /000(2mvx)(vx)f(f, Do = 2m < v > .

Antes de efectuar la integral debemos notar que los valores esperados de
la velocidad cuadratica media son iguales dada la distribucién de Maxwell-
Boltzman, i.e < v2 >=< UZ >=< v2 >, lo cual es obvio de [2.232, Con esto
podemos expresar < v2 > 1/3 < v? >, lo que implica (haciendo la integral)

00 o0 LOO o 2 2
j /0 /0 /0 (2mua) (v2) (7, D)0 = Sm < v >= Sm(N/2V)(3KT),

ecuaciéon que podemos reescribir como PV = NET que es la ecuacién del
gas ideal!.

Modelo dipolar para la susceptibilidad eléctrica de un material
homogéneo e isétropo

Un gas (o un cristal que estadisticamente esta en equilibrio consiste en
N moléculas con momento dipolar idénticas, que tiene un momento dipolar
individual p. Podemos usar el modelo de Maxwell-Boltzmann para calcular
la dependencia del vector de polarizacién P en un campo eléctrico externo
aplicado E, despreciando como modelo simple la interaccién entre moléculas
y deformacion electrénico-molecular. Primero usaremos la ec para cada
dipolo y evaluamos el promedio de la energia dipolo-campo; < U >= — <
7 E>=—pE < cos(0) >. El efecto total de los N dipolos (por unidad de
mol) del medio debe ser igual a la energia total macroscépica caracterizada
por el vector de polarizacién ]3,

Uit = N < U >= —NpE < cos(0) >= —P - E, (2.234)

es evidente que en este caso el vector de polarizaciéon se determina por
medio del &ngulo promedio de alineacién de los dipolos con el campo externo.
Podemos evaluar en coordenadas esféricas el valor de < cos(f) >, lo que
finalmente da como resultado

Jo cos¥exp[(pE/T) cos ¥] sinddv)

D) 1
P=N =—1 “d 2.235
b Jo exp[(pE/T) cos V] sin 9dv Jda n/_1 ede, )

donde U = —pEcos¥, a = pE/kET y x© = cos(f). La integral en [2.235| se

puede hacer en términos de funciones elementales, lo cual queda

d 2 1
P(T) = Np% In (a sinh a) = Np(cotha — E)’ (2.236)
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a esta ecuacién se le conoce como ecuacién de Langevin. En el caso de
temperaturas o interacciéon dipolar débil @ < 1 y la ecuacion anterior se
puede desarrollar en Taylor como

3
PM)y=Npl -2 4+..), a<1, (2.237)
3 45
Dejando solo el término lineal se encuentra que el vector de polarizaciéon
depende de la temperatura como 1/7T, resultado conocido como Ley de
Curie y ademas el vector de polarizacién es directamente proporcional al
campo eléctrico externo.

2.8.5. Medios lineales anisétropos (Opcional)

Adicionalmente, si la polarizacion de un material es descrita apropiada-
mente por una relaciéon lineal, como ocurre en el caso de campos eléctricos
suficientemente débiles, como vimos en la seccién anterior en la ecuacion

tendremos

Pl($) = onij(l‘,T)Ej(fL'), (2.238)

entonces decimos que el medio es lineal y por Xij(z,T) o« 1/T. El
tensor x;; es llamado tensor de susceptibilidad eléctrica del medio. El factor
€0 es incluido de modo que x;; es un tensor adimensional. En este caso,
usando (2.214]) y (2.238)), tenemos que

Di(x) = e47() E; (x) = o gy () B (2), (2.239)

donde hemos definido el tensor de permitividad del medio ¢;;, por
€ij = 60(5@' + Xij) (2.240)

y, alternativamente, el tensor dieléctrico,
1
Kij = 55“ = 5ij + Xij» (2.241)

que tiene la ventaja de ser una cantidad adimensional.

Es posible probar por argumentos energéticos que si el medio no es disipa-
tivo (no existen mecanismos de transferencia de energia del campo eléctrico
a otras formas de energia) entonces necesariamente Xij (y por tanto €ij ¥
nij) es un tensor simétrico y que posee, por lo tanto, 6 componentes inde-
pendientes. La descripcion de las propiedades de un medio lineal a través
de un tensor de susceptibilidad eléctrica incluye el caso en que el medio sea
anisotropo, es decir, que sus propiedades no sean invariantes bajo rotaciones
0, en otras palabras, que posea ciertas direcciones preferentes. En un medio
anisotropo, la polarizacion no serd en general paralela al campo eléctrico
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(excepto para las direcciones preferentes dadas por las direcciones principa-
les. Ver seccién M), esto como resultado de la estructura microscépica
del material (tipicamente, cristales), que tienen como consecuencia que el
material se polariza en algunas direcciones més facilmente que en otras.

Note que en el caso mas general en que se consideran campos eléctri-
cos dependientes del tiempo (esto es necesario, por ejemplo, en el caso de
propagacion de ondas electromagnéticas), atin cuando un medio pueda con-
siderarse lineal y local respecto a su dependencia con la posicion, la relaciéon
constitutiva es de la forma

Dy(x,t) = / Fii () By, t) dt. (2.242)

En estos casos es conveniente considerar las transformadas de Fourier tem-
poral de los campos, es decir D;(z,w), E;(x,w), etc., ya que permiten escribir
la relacién constitutiva como

Di(z,w) = &ij(z,w)Ej(z,w). (2.243)

Comparando ([2.243)) con ([2.239)) vemos que en el caso mas general, el tensor
€ij(x,w) juega un rol andlogo a ;5 en (2.239)) y también es llamado, por esta

razén, el tensor dieléctrico del medio. Note, sin embargo, que este tensor
asume valores complejos y depende en general de la frecuencia w.

2.8.6. Medios lineales is6tropos

Si el material es is6tropo, es decir, si éste no posee ninguna direccién pre-
ferente, la polarizacion debe necesariamente ser paralela al campo eléctrico,
independientemente de la direcciéon de este tltimo. Esta condicién requiere
que el tensor de susceptibilidad sea proporcional al tensor identidad,

Xij = X(Sij7 (2.244)

de modo que
P =¢goxE. (2.245)

Muchos materiales presentan propiedades de polarizacién independientes de
la direcciéon del campo eléctrico, es decir, son isétropos. Por ejemplo, los
gases, liquidos (excepto los, asi llamados, cristales liquidos), s6lidos amor-
fos (plasticos, vidrio). Los medios no-lineales, pero isétropos, pueden ser
descritos usando P = eox(|E|)E.

En este curso, a menos que se explicite lo contrario, considera-
mos siempre materiales lineales, is6tropos y homogéneos. En este
caso, es suficiente introducir la (“constante de”) permitividad y/o la cons-
tante dieléctrica por

e =eo(l+x), m:€3:1+x. (2.246)
0
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Note que en un medio polarizable es de esperar que x > 0, de modo que
€ > €y o, equivalentemente, k > 1. El vacio puede ser considerado como
un “medio isétropo” con x = 0y K = 1, es decir, no polarizable. Recuer-
de también que el indice de refraccién de la mayoria de los medios (“no-
magnéticos” ) es dado por n ~ \/k.

Material &

Vacio 1
Aire (seco, 0°C, 1 bar) 1,00059
Agua (110°C, 1 bar) 1,0126
Agua (20°C) 80,0
Hielo (—30°C) 99
SrTi03 (cristal, 10K) 12.000

Cuadro 2.1: Algunos materiales isétropos y sus constantes dieléctricas.

2.8.7. Ecuacién de Poisson y su generalizacién

Usando (2.215)) y (2.24) encontramos la generalizacién de la ecuacién de
Poisson para el potencial en un dieléctrico lineal y local:

1
9; (Kij 0;¢) = o Pt (2.247)

Para un material homogéneo e isétropo, esta ecuacién se reduce a

1
Vi = == Pexts (2.248)

que tiene la misma forma (matemdaticamente, es la misma ecuacién) que
en caso del campo en el vacio (¢ = €p). Finalmente, en regiones fuera de
cargas externas (jpero no de cargas de polarizacién!), el potencial satisface
la ecuacion de Laplace. Como consecuencia, es posible usar las técnicas co-
nocidas para solucionar esta ecuacién. Como veremos a continuacion,
una diferencia importante respecto al caso en el vacio sera la im-
plementacién de las condiciones de borde o frontera.

2.8.8. Direcciones principales de un medio anisétropo

Como vimos, en un medio anisétropo, el campo eléctrico no tiene en ge-
neral la misma direccién que el vector desplazamiento. Existen, sin embargo,
direcciones “especiales” a lo largo de las cuales el campo eléctrico si tiene la
misma direccién que la polarizacién. Esto significa que, si 71 es una de estas
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direcciones, conocidas como direcciones principales del material, entonces
E = FEny D = Dn. Insertando estas condiciones en (2.239) obtenemos que

Rij ﬁj = )\ﬁi, D= 60)\E. (2.249)

Vemos de aqui que las direcciones principales corresponden a los vectores
propios de la matriz s;;, mientras que el valor propio A es el valor de la
constante dieléctrica del material a lo largo de aquella direcciéon principal.
Como la matriz k;; es real y simétrica, es posible encontrar tres vectores pro-
pios ortonormales, es decir, una base ortonormal formada por las direcciones
principales del material. Existen distintos casos particulares e interesantes
de materiales anisétropos correspondiendo a si los valores propios son todos
diferentes o iguales. Si todos los valores propios son iguales, el material es
isétropo, puesto que en ese caso k;; = A d;;. Si dos valores propios son iguales
y uno diferente, se dice que el material es uniaxial (puesto que tienen una
direccién distintiva, aquella descrita por el vector propio del valor propio
distinto a los otros dos. Esta direccién es llamada eje 6ptico). Un ejemplo de
material uniaxial natural es la Calcita (CaCOs3). En materiales uniaxiales
la propagacion de la luz presenta el fenémeno llamado birefringencia, en los
que la luz en su interior se propaga, en general, por dos trayectorias diferen-
tes (rayo “ordinario” y “extraordinario”) correspondientes a dos indices de
refraccién diferentes. Ademds, es posible inducir anisotropia (y por tanto, en
general, birefringencia), comprimiendo un material en una direccién dada,
o con un campo eléctrico intenso externo (efecto Kerr). Finalmente, si los
tres valores propios del tensor dieléctrico son diferentes, entonces el material
(tipicamente un cristal) es llamado biaxial.

Mineral Formula quimica n, = /1 ne = /R

Berilo BegAly(Si6018) 1.602 1.557
Calcita CaCO3 1.658 1.486

Hematita FeoO3 2.940 3.220

Hielo H,O 1.309 1.313

Niobiato de litio LiNbO3 2.272 2.187
Fluoruro de magnesio MgFy 1.380 1.385
Quarzo SiO9 1.544 1.553

Rubi Al;035:Cr 1.770 1.762

Zafiro AlsO3 1.768 1.760

Nitrato de sodio NaNO3 1.587 1.336
Circén, high ZrSiO, 1.920 -1.960 1.967-2.015

Cuadro 2.2: Algunos cristales uniaxiales y sus indices de refraccién. Datos
tabulados para A ~ 590 [nm] [?].
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Mineral Férmula quimica \/kz \/Fy /K2

Bérax NayB4O7 - 10H2O 1.447 1.469 1.472

Sulfato de magnesio MgSOy - 7(H20) 1.433 1.455 1.461
Olivina (Mg,Fe)2SiO 1.640 1.660 1.680

Perovskita CaTiO3 2.300 2.340 2.380

Cuadro 2.3: Algunos cristales biaxiales. Datos tabulados para A ~ 590 [nm)]

[7].

2.8.9. Condiciones de frontera para D

El vector desplazamiento eléctrico satisface la ecuacién , que es
de la misma forma que la ley de Gauss , con la diferencia que en
(2.215]) el factor gy estd ausente y que la densidad de carga en el lado de-
recho es s6lo la densidad de cargas externas (no las de polarizacién). Como
consecuencia, podemos aplicar el mismo procedimiento discutido en la sec-
cién para derivar las condiciones que el vector desplazamiento debe
satisfacer en la frontera de dos materiales. Consideramos una superficie que
divide dos dieléctricos de propiedades diferentes, en la que, eventualmente,
existe una densidad de carga externa geyt. Si 71 es el vector unitario normal
a la superficie en un punto dado, que apunta desde el material 1 hasta el 2,
entonces

Dy — D) - = Oex. (2.250)

Por otro lado, el campo eléctrico E sigue satisfaciendo , de modo
que, como consecuencia, su componente tangencial es continua a través de
la superficie, tal como lo expresa la condicién . Recuerde finalmente
que el potencial eléctrico siempre es una funcién continua, de modo que el
campo eléctrico, aunque eventualmente discontinuo, es finito en todo punto.

2.8.10. Caso de un medio lineal e is6tropo

Consideramos aqui el caso particular de medios lineales e isétropos ca-
racterizados por las constantes dieléctricas k1 y ko respectivamente. Consi-
deramos ademas el angulo entre los vectores campo eléctrico a cada lado de
la superficie y el vector normal.

Aqui tendremos que, en ausencia de cargas externas, la componente
normal del vector desplazamiento es continua a través de la superficie,
Dy -h =Dy - 71, que puede escribirse mas explicitamente como:

IilEl COS (x1 = K/QEQ COS (9. (2251)
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Por otro lado, la condicién sobre la componente tangencial a la superficie
implica que
FEisina; = Essinas. (2.252)

Dividiendo ([2.252)) por (2.251) (asumiendo naturalmente que F; y Fs son
no nulos), obtenemos una simple relacién entre los dngulos a; y ag:

tan aq tan ao

2.253
p . (2.253)

2.8.11. Energia electrostatica en un dieléctrico

En la seccién [2.6.2] vimos una expresién para la energia almacenada en un
campo dado o, equivalentemente la energia necesaria para formar el sistema
de cargas correspondientes a un campo. Ahora calcularemos algo analogo,
pero diferente: la energia almacenada en una configuracién de campo en un
sistema que consta de cargas externas y un dieléctrico dado. En otras pala-
bras, no incluiremos la energia necesaria para formar el dieléctrico, sino sélo
la energia necesaria para montar una cierta distribucién de cargas externas
en un dieléctrico preexistente.

El trabajo necesario para aumentar (en general, para cambiar) la densi-
dad de cargas externas en dpext(z) en un medio con potencial ¢(x) es dado
por

5U = /R $(@)5pea(x) dV. (2.254)

Usando ([2.215)) encontramos que el cambio en densidad de cargas externas
esta relacionado con el cambio en el vector desplazamiento por medio de
V - (6D) = 0pext- Usando esto, e integrando por partes, podemos reescribir

(2.254)) como:
sU :74 ¢(x)6D(z) - d§+/3E-55 dv. (2.255)
) R

Asumiendo, como es usual, que los campos se anulan suficientemente rapido
en el infinito, llegamos a

oU = » E(z) - 6D(z) dV. (2.256)

Si las cargas externas estan posicionadas de forma tal que (en cada punto)
su densidad es una fracciéon A de la densidad final, es decir, si es Apext (),
entonces el vector desplazamiento correspondiente serd AD(z) (como con-
secuencia de ) y el campo eléctrico correspondiente lo denotaremos
E(z). Al incrementar ahora la densidad en 6pext () = pext () dA €l cambio
respectivo del vector desplazamiento es 6D(z) = D(z) dA. Entonces, la ener-
gia total requerida para “montar” una distribucién de carga (final) pext () o,

M. en C. Youssef Sarkis Mobarak 110



Electromagnetismo I 2.8. ELECTROSTATICA MACROSCOPICA

equivalentemente, la energia necesaria para que el campo eléctrico sea E ()
y el vector desplazamiento ﬁ(x) puede calcularse “sumando” las energias
necesarias en cada incremento, desde la situacién inicial donde no hay cargas
externas (A = 0) hasta alcanzar el 100 % de las cargas y campos (A = 1):

U= /dA By Dav. (2.257)

Esta expresion es valida en general, para cualquier tipo de dieléctrico.

Para medios lineales las componentes del vector desplazamiento son di-
rectamente proporcionales a las componentes del campo eléctrico, luego
Ex(z) = ME(z). En este caso, la energfa necesaria para obtener, en un
medio dieléctrico lineal preexistente, una cierta configuracién de campos y
cargas es

U=5 | E: Dayv. (2.258)

La respectiva densidad de energia electrostatica asociada es, entonces,

u(z) = = E(z) - D(x). (2.259)

l\D\»—\

En general, para un medio anisétropo tendremos

u(@) = 2 k(@) Bi(2) E; (x). (2.260)

2

Finalmente, para un medio is6tropo

u= %0 K B2, (2.261)

Note ademas que, en términos del potencial y la densidad de carga ex-
terna, la energia (2.258)) puede escribirse como:

U= 6)pe(z)dv. (2.262)
2 JR3

2.8.12. Fuerzas y torques

El conocimiento de la energia electrostitica de sistemas que constan de
cargas, conductores y dieléctricos puede ser usada para calcular (general-
mente en forma simple) fuerzas y torques actuando sobre una parte del
sistema. Para esto, deben considerarse dos subcasos: a) aquellos sistemas
que estan aislados y, por lo tanto, la carga y la energia total del sistema
son constantes, y b) sistemas que no estén aislados, pero en los que, fuentes
(baterias) externas mantienen constante las diferencias de potencial entre
los conductores presentes.
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Sistema aislado

En este caso, el trabajo §W realizado por las fuerzas que actian sobre
una de las partes moéviles del sistema debe producirse a costa de la variacién
de la energia electrostatica del mismo sistema, §U, es decir,

SW + 86U = 0. (2.263)

Si la parte mévil realiza un desplazamiento (real o virtual) dz; a partir de
su posicién inicial x;, y la fuerza sobre ella es F; entonces

Usando (2.263) y (2.264) podemos entonces escribir

[ (‘w) , (2.265)
8l‘i Q

donde el subindice @) indica que al efectuar las derivadas parciales debe
tenerse en cuenta que la carga del sistema se mantiene constante, y la energia
electrostatica debe ser escrita en funcién de la posicién de la parte mévil,
U=U (.TUZ)

En el caso que la parte mévil rota en un angulo 46 respecto a un eje
determinado por el vector 7, tenemos que 0W = 7 - 14, de modo que el
torque sobre la parte maévil puede ser calculado usando

. (U
Fon= <89>Q. (2.266)

Analogamente al caso “traslacional” de la fuerza, la expresién asume
que se ha determinado la dependencia de la energia electrostatica del sistema
en funcién de la posicién angular de la parte mévil, es decir, que se conoce
la funcién U(6).

Sistema con conductores a potencial constante

En este caso, el trabajo realizado por las fuerzas que acttian sobre una de
las partes moéviles del sistema, més la variacién de la energia electrostatica
del sistema, debe ser igual a la energia suministrada por las baterias que
mantienen los conductores a potenciales constantes, §W),, de modo que

SW + 86U = W, (2.267)

Ahora, la variacién de la energia electrostatica de los conductores con po-
tenciales fijos es dada, ver (2.254)), por

1
_ = (a) (a)
oU = 5 (Ea) PN, (2.268)
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donde 6Q(® es el cambio de las cargas en el conductor a-ésimo, necesaria
para mantener su potencial ¢(®) constante. Por otro lado, la energfa sumi-
nistrada por las baterias es igual al trabajo necesario para transportar las
cargas 8Q(® hasta cada conductor, es decir,

W, =Y ¢sQ). (2.269)
(a)

De esta forma encontramos que

SWh = 26U. (2.270)
Con este resultado y (2.267) llegamos a
SU = §W, (2.271)

que, en los casos de desplazamientos y rotaciones, implica

F, = (8U> , (2.272)
8561' 1)
y, para el torque,
8U>
T n=—] . (2.273)
( a0 ) 4

Ejemplo: Fuerza sobre un condensador semi-lleno con un dieléc-
trico

Consideremos el caso en que el sistema esta cargado, con cargas +@Q y
—( respectivamente, y aislado. Debemos determinar los campos en la regién
con dieléctrico (regién 1) y sin él (region 2). Despreciando efectos de borde,
podemos aproximar que todos los campos son verticales, con sus sentidos
hacia abajo. Ya que la componente tangencial del campo eléctrico es continua
en una interfase entre dos dieléctricos, encontramos que el campo eléctrico
E es igual en todo punto entre las placas del condensador, es decir,

FEy = Es. (2.274)
Usando ([2.216|) encontramos directamente que
D1 = €0I€E =01, DQ = €0E = 09, (2.275)

donde o1 y 09 son las densidades de carga en las placas en la regiéon corres-
pondiente. La carga total en cada placa es entonces dada por

Q= 0141 + 0949 (2276)
= gokBwz + e Ew(l — x) (2.277)
=coFEw (kx +1—x), (2.278)
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donde w es la longitud de la otra arista del rectangulo que define cada placa
(es decir, en la direccién perpendicular.
La energia electrostatica del sistema puede ser calculada evaluando ([2.258]):

U= % / D.-Eav (2.279)

= % (D1EVy + Dy EVs) (2.280)

= % [eorzwd + eo(l — z)wd] B> (2.281)
= 150 (kx + 1 — ) wdE>. (2.282)

2

Usando ([2.278]), podemos finalmente expresar la energia electrostatica del
sistema como
Q% 1

Ulw) = 2eqw (kx +1—x)°

(2.283)

Ya que el sistema esté aislado y () es constante, la fuerza sobre el dieléctrico
puede ser calculada a partir de (2.265]). Asi obtenemos

B Q*d  (k—1)

-~ 2e0w (kx + 1 —x)?’

F(x) (2.284)

que es una fuerza que atrae al dieléctrico hacia el interior de las placas.
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2.9. Ejercicios

2.9.1. Ley de Coulomb.

Considere una configuraciéon de cargas fijas g,, n = 0,1,2, 3,4, de mag-

nitud ¢. En términos de coordenadas polares estas cargas estan ubicadas
T

en ¢ (R, Zn), con R > 0 constante. Calcula la fuerza que actiia sobre una

carga () ubicada en el origen.

Solucién: Comencemos por definir ¢, = 7n. Nos interesa calcular la
fuerza sobre () debido a la carga ¢,, Fy,. Para esto consideremos la ley de
Coulomb,

1 (.71(128?e

fo_Lae
dmeg N2

(2.285)

En nuestro caso ® = R. Si realizamos un diagrama, para analizar el
problema con mas detalle, podemos extraer de este las componentes de Fg,

1 Qg
FxQn = 471'6() R2 COS((ZSN)
F, @an sen(¢y,)

yQn = _471'6() R2
Asi que para obtener la fuerza total sobre (), debemos sumar las con-

tribuciones de todas las ¢,’s. Si recordamos que g,, = ¢, entonces la fuerza
total en x es:

4

Fog = nz::O (Fagn) : ;::o {— 47:60 QRan COS(%)] = —47360 % T;)COS(%)
= —47360 % _cos (Z(O)) + cos (Z(l)) + cos (1(2)) + cos (1(3)) + cos <Z(4)>}
= _47360 % ;cos (0) + cos (Z) + cos (;T) + cos (if) + cos (71')):|
— = [0+ (G + O+ 7+ (1] =0

De la misma manera, podemos realizar los célculos correspondientes a
la componente componente y de la fuerza total; lo que nos resulta en:
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4 1 Qq 4
Fyq = Z (Fan) = _471'60 R Z sen(¢n)
n=0

n=0
- _47360 % {sen (0) + sen (1) + sen (g) + sen (3:) + sen (W))}
L Qg (1 + \/5)

- _47T€0 R2

Por lo tanto, la fuerza total sobre ) debido a las 5 cargas ¢, es:

A (1+\/§)@A

Q= dmeg  R2

2.9.2. Distribucién uniforme de carga.

Calcule el campo eléctrico en el punto P el cual se encuentra a un dis-
tancia r sobe uno de los extremos de un segmento de una varilla recta de
longitud L. Esta varilla contiene una densidad lineal de carga uniforme .
Analice el caso cuando r >> L. Ver figura 2.5

L
r|
la

L

Figura 2.5: Varilla con distribucién uniforme de carga .

Solucién: Coloquemos nuestro sistema de referencia de tal forma que
la varilla esté sobre el eje z con los extremos izquierdo y derecho ubicados,
respectivamente, en 0 y L.

Entonces tenemos que, en general, para una distribucién volumétrica de
carga,

_; A
B = / 'Oé;)d#&e (2.286)
1%

41eq

Sin embargo, en el caso de una distribucién lineal de carga, la ecuacién

[2.286] se reduce a:

_; A
B0 = o [ A )ars
L

4dmeg

Ahora analicemos la contribucién de un segmento diferencial de la varilla
dz, centrado en z € (0, L). Notemos que al tener una distribucién uniforme
de carga, entonces la carga de nuestro segmento dz es dg = Adz.
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Consideremos 6 como el angulo entre el segmento de recta que va de z a
P yelejer, que vade 0 a P.

Entonces podemos escribir las componentes z y r del campo eléctrico
(dE), en el punto P, producido por dg = Adz como:

1 dqg
dE, - 0
4dmeg N2 cos(6)
1 dqg
dE, = —— — 0
4meg N2 sen(6)

Y notemos que R? = 72+ 22, cos(f) = /Ry sen(/0) = z/R. Asi que para
encontrar el campo eléctrico total, en P, generado por la varilla; es necesario
“sumar” todas las contribuciones generadas por cada segmento diferencial
en la varilla. Es decir, tenemos que integrar.

L 1 L Nz r 1 L dz
E:/d&: / . - M/
0 dmeg Jo 12 +27 V1?7422 Ameg Joo (r? 4 2%)3/2

1 A[l x ]L 1 A[ L }
= — AT | 7T —/— == -
4meg r2\/r2 + 2 0 dmeg r L V/1r2 + L2

De manera completamente analoga, calculamos la E,,

L 1 L )\ 1 L d
@:/'ﬂ;:_ / ME 2 A/ggjg;i
0 dmeg Jo T2+ 22 \/r2 4 22 dreg” Jo  (r2 + 22)3/2

B 1A[ 1 }L_ 1 A[ 1 T
 dmeg Vr2 4221 Cdmey VP2 L2 7

Finalmente, obtenemos que el campo eléctrico total en el punto P es:

z

- 1 A L ) r
F= 12 Pt ( ~ 1) }
dmeg |:<\/T2+L2 V2 + L?
Considerando el limite r >> L, tenemos que,

z 1
)= —1a1-1=0
(\/r2+L2 > V1+L?/r?

L L1 L
&MHLJ_TMLHHﬂNT

Si definimos @) = AL. El campo eléctrico, cuando r >> L, se reduce a:

L 1 ML, 1 AL 1 Q
——7

~ =

~ = r =
Admeg T 7T 4dmeg 12 47eq r?

que tiene la misma estructura matematica que el campo eléctrico gene-
rado por una carga puntual en el vacio.
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2.9.3. Potencial eléctrico

Calcule el potencial eléctrico en el punto P el cual se encuentra a un
distancia z sobe uno de los extremos de un segmento de una varilla recta de
longitud L. Esta varilla contiene una densidad lineal de carga uniforme A.

Ver figura [2.5]

Solucién: En términos generales, el potencial eléctrico esta definido co-
mo:

V(@) =— /E dl (2.287)

o0

donde dl es el elemento diferencial de linea, esté depende tinicamente de
nuestro sistema de coordenadas.

Dado que hemos calculado el campo eléctrico, de esta varilla en el punto
P, en el ejercicio [2.9.2] entonces podemos proceder a calcular directamente
el potencial eléctrico en coordenadas rectangulares.

P—» —
V(F’):—/ B di

P 1 ) Z/ I

= - — -1z 3| -(da'% A/t + dz' 2
oo 4dmeg 2’ l( ()% + L2 )x—i—( (z’)2—|—L2>Z] (:L‘x—i— yy+ ZZ)
A P 1 1 L .

S Sy T P "
dmeo Joo ()2+12 2 (@) + L2

2G| b (e ()]

o0

Notemos que en la tltima expresién no es muy clara su evaluacién res-
pecto a los limites de integracién. Asi que analicémoslas una a una.

1 1 , 1 1 /
4 -y 1 1 .
[( (z’)2+L2 Z’>$‘|OO x’—lglooy’—lglooz/—lgnoo [( (Z/)2—|-L2 Z’)x]

lim lim

TR [W;ﬁ‘x] -t
{log(z')—log (L( L2+(z’)2—l—L>>LO: lim _ln(z/)—ln (L( L2+(z’)2+L>>}

z/—>o00 |
= lim |In(2') —1In ( L2+ (2)2 + L) - ln(L)]
z/—>o00 |

Z/

= lim |In —1In(L)

#—>o00 | L?+ () + L

=0—1In(L) =—1In(L
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Ahora, teniendo en cuenta que P(0,0, z). Nos encontramos preparados

para terminar de calcular V(7)

"ty (o (yET @R )] }

A 1 1\ |
V(m:_llﬂ'eo{[(\/m_z’):E o
— 2 {0 - O]+ ()~ (L (VI + 2 + L)) = (- ()]}

_471'60
NG
- [ln(\/L2+z2—|—L)—ln(2)}: A In Lr=+L
4mey 4meq z

y este dltimo es el resultado que estdbamos buscando.

2.9.4. Ley de Gauss en el vacio.

Considere un cilindro infinito de radio R contiene una densidad de carga
que es proporcional a la distancia de su eje: p = ks, con £k € Ry s la
coordenada radial. Calcula el campo eléctrico fuera del cilindro usando ley
de Gauss.

Solucién: Comenzamos por enunciar la ley de Gauss, en su forma inte-
gral, para alguna superficie cerrada S:

ﬁ 1
% E-dd= *Qenc (2288)
S €0

Posterior, es necesario elegir la superficie gaussiana adecuada. En este
caso, es evidente que debemos usar un cascarén cilindrico concéntrico de
radio s > R y largo L.

Dado que el problema contiene simetrias cilindricas, consideremos tra-
bajar en coordenadas cilindricas (s, ¢, z). Entonces, gracias a la simetrias de
la configuracién de carga, observemos que E= (E,0,0). Es decir, el campo
eléctrico generado por la distribuciéon de carga tiene tinicamente componen-
te radial. Entonces, si dividimos a nuestra superficie gaussiana cilindrica en
una pared y 2 tapas,

fEdi= [ Fedi+ [ Fodi+ | Feoda
Pared Tapal Tapa?2

:/ Eda+0+0=F da = E(2nsL)
Pared Pared

pues en las tapas F 1 da, asi F - da = 0.
Ahora procedemos a calcular la carga encerrada por nuestra superficie
gaussiana:
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L r27 rR R3

Qene :/ pdt :/ (ks')(s'ds'd¢'dz") = k:/ / / (s")?ds'd¢'dz’ = 2k L —

Vol. Vol. o Jo Jo 3
Finalmente, usando ley de Gauss ([2.288|),

1 3 1
—(QWkLR—) = —Qene
€0

f{ E-di = E(2nsL) =
S €0 3

De esta manera, obtenemos que el campo eléctrico fuera de nuestro ci-
lindro infinito es:

3
Fo kR
3€g S

2.9.5. Energia de una distribucién de carga.

Calcule la energia electrostatica de un cascarén esférico uniformemente
cargado, con una carga total ¢ y radio R.

Solucién: Sabemos que la energia potencial electrostética (trabajo nece-
sario para ensamblar el sistema) para una distribucién de carga volumétrica
p, €s:

1
W=-= / oVdr =< / E2dr (2.289)
2 2 Jgr3

Notemos que es posible resolver este problema de dos maneras.
La primera manera de resolver el problema es considerando que o =

1 qR? y que el potencial de este cascarén esférico en su superficie es: V =
T
1

q
—. Por tanto
dmeg R ’

W=l Vda = > / i / 2W( g )( : q) [R?sen(0)dgdo)]
= — g = — -
2 Super ficie 2Jo Jo 4 R? 47eq R

1 q2 T 2w 1 q2 1 q2
—- T 0)dpdo = L (4r)= L
2 (477)260R/0 /0 sen(f)de 2 (477)260R( ™) 8mep R

Y la segunda manera de resolver el problema es considerando el campo
eléctrico producido por nuestro cascarén esférico

. sir<R 0
= 1
B sir>R

.,
deg 2

Con esta informacién podemos calcular directamente la energia:
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w=2 [ B

2 Jr
SSLL L0 e T )
2 T 2w poo
= m/o /0 /R (7})4 ((7"')2 sen(@')dr'dqﬁ'd@’)
2 1

q o) 1 q2

= am)reg ™) [_P]R = Sre B

que concuerda con el resultado obtenido anteriormente.

2.9.6. Condensador cilindrico.

Calcule la capacitancia por unidad de longitud de dos cilindros metélicos,
coaxiales, de largo L, y radios a y b, figura [2.6

bfl L

Figura 2.6: Cilindros metdlicos coaxiales.

Solucién: Consideremos que la longitud total de los cilindros es mucho
mayor a b, esto con el fin de poder aproximar el campo eléctrico generado por
cada cilindro por el campo generado por un cilindro infinito uniformemente

cargado. Ademads pensemos que el cilindro interior tiene una densidad de
—Qr

carga g, = y el exterior una densidad de carga oy =

L
2mal o o

Entonces, podemos calcular el campo eléctrico entre los dos cilindros
usando ley de Gauss con una superficie gaussiana cilindrica, coaxial a los

dos cilindros metéalicos, de longitud L. Lo que daria como resultado:

—

sir<a 0
— . o1a
E=! sia<r<b —3
€0§

sib<r 0

pues la carga encerrada por nuestra superficie gaussiana seria Qene =
[oda=01(2mal) = Q.
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Entonces, la diferencia de potencial entre los cilindros es:

b, b1
Vo = / E-di=722 [ Zas = 2% In(s))" = 22 {m (b)]
a € Ja S €0 €0 a

Y tenemos que la capacitancia se define como:

_Q
C = v (2.290)

Hechos los pasos anteriores, nos encontramos en condiciones de calcular
la capacitancia en una longitud L de nuestros cilindros:

_ @ Qenc o1(2mal) 2megL

C = =
Vi Ve a1a {ln(b)] In <b)
€0 a a
Por lo tanto, se dividimos este tltimo resultado entre L, obtendremos la

2meg

(7))

Un esfera de radio R porta una polarizacién ﬁ(F‘) = k7, donde k es una
constante y 7 el vector radial.

a) Calcule las cargas inducidas op, y pp.

b) Calcule el campo dentro y fuera de la esfera.

capacitancia por unidad de longitud:

2.9.7. Cargas inducidas.

Solucién: a) Debido a que contamos con la forma explicita de la polari-
zacién, notemos que la carga superficial y volumétrica inducidas las podemos
calcular como:

op=P-n (2.291)

pp=—V-P (2.292)

Como nuestro cuerpo geométrico polarizado es una esfera, entonces el
vector normal a la superficie n = #. Por tanto, la carga inducida en la
superficie es:

op=P(R)-#=kR-7=kR

De manera aniloga, la carga volumétrica inducida es:

pp=—-V-P= —%2@ (T2(k7")) = —%

r

(3k7«2) - 3k
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b) Para calcular e campo eléctrico dentro de la esfera consideremos una
superficie gaussiana esférica concéntrica de radio r < R.

j{E’-d&“:/Eda:E/da:E(ZLM’Q)
S S S

A continuacién procedemos a calcular la carga encerrada:

3

Qﬂwzzjgpmh':tK}—Bk)(Oﬂzsmﬁ¢@dﬂd0d¢o :-—3k<4ni3>::-—kuwr%r

De esta manera usamos la ley de Gauss para calcular la magnitud del
campo eléctrico y gracias a las simetria esférica también le podemos asignar
direccion:

— —
—

Ercr= r
€0
Para el campo eléctrico fuera de la esfera, consideremos primero la carga

encerrada por una superficie gaussiana esférica concéntrica, de radio r > R.

%MZ/WW+/%M=—MMWH%MMWhﬂ
1% S

por lo que el campo eléctrico fuera de la esfera es, a fortiori, ETZ r=0.
Por lo tanto el campo eléctrico producido por la esfera polarizada sera:

—k
E’: Si’f’<R ?QF
siR<r 0

2.9.8. Ley de Gauss en dieléctricos.

Un cascarén esférico de metal y de radio R contiene una carga Q uni-
formemente distribuida. Si en todo el espacio dentro y fuera del cascarén se
encuentra un dieléctrico, calcule el desplazamiento eléctrico.

Solucién: Debido a las simetrias presentadas en este problema, usare-
mos la ley de Gauss en dieléctricos:

fﬁ - dd = Qenc.liv (2293)

donde D es el desplazamiento eléctrico.
Entonces, como primer superficie gaussiana usaremos una esfera concén-
trica de radio r > R. Con esta superficie, tenemos que:

%Jj-dc—i:%Dda:D]{da:D(lerQ)
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ahora, necesitamos calcular la carga libre encerrada:

Quneih = /S oda = o /S da = (47 R?) = ( 47?32 (47rR2)> —Q  (2.204)

Usando la ley de Gauss en dieléctricos, el desplazamiento eléctrico fuera
del cascarén metalico es:

1 Q
4 72
Por otra parte, notemos que si construimos una superficie gaussiana
andloga de radio r < R, entonces Qepciiv = 0. Asi que el desplazamien-
to eléctrico tiene que ser forzosamente:

sir< R

0
1 Q
siR<r ——=%7
- 47 12
Nétese que le hemos dado direccién radial () pues la simetria del pro-
blema nos conduce de manera natural a ello.

2.9.9. Energia en un sistema dieléctrico.

Un cascarén esférico de metal y de radio R contiene una carga Q uni-
formemente distribuida. Si en todo el espacio dentro y fuera del cascarén
se encuentra un dieléctrico con susceptibilidad eléctrica y.. Encuentre la
energia de esta configuracién.

Solucién: Para comenzar, tenemos que en presencia de dieléctricos li-
neales, la energia de la configuracion electrostatica (trabajo necesario para
ensamblar el sistema) estd dada por:

1 -
== D - Edr (2.295)

2 Jgr3

Dado que el dieléctrico tiene una susceptibilidad eléctrica ., entonces
podemos escribir su polarizacién como: P = epx.F. Por lo tanto, el despla-

zamiento dieléctrico sera:

D=ekFE+P=¢FE+ eoer =eo(l+ Xe)ﬁ =¢E

donde definimos € = ¢p(1 + xe).
Dado que ya hemos calculado el desplazamiento eléctrico de esta configu-
racion en el ejercicio 2.9.8, Entonces podemos obtener ficilmente el campo

eléctrico pues el dieléctrico resulta ser un dieléctrico lineal, ¥ = =D.
€
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. {sir<R 0
E= 10
iR < 1 Q.
StasT 47‘(’67’2

Finalmente, con toda la informacién anterior nos encontramos en con-
diciones de calcular el trabajo necesario para ensamblar el sistema y este
resulta ser:

S
I

N = N = N =

/O .
/07r /027r /: 4177(152)20 : (;re(f?)zr) (( "2 sen(¢)dr'de de’)

— 2% (ﬁ) 2m /: (7})4 (( "2 sen(¢)dr'de d9)
. QLE ( % )2 /Ow /Ozw /: (7})2 (sen(¢)dr'd¢'do’)

2 00 2 2
=5 (1) [F05], =5 &) = s m

2.9.10. Condensador placas paralelas.

Considere un condensador de placas paralelas de lado L con densidad de
carga o, figura (2.7)). Considerando L >> (a + b), calcular la capacitancia.

€9 b

€1 a

Figura 2.7: Condensador de placas paralelas.

Solucién: Antes que nada, ubiquemos nuestro sistema de referencia en el
extremo izquierdo de la placa inferior del condensador. Con la placa inferior
contenida en el plano = — y.

Por definicién, la capacitancia C' es % En nuestro caso, Q) = oda =0A=0oL?
Placa
Por otro lado, la diferencia de potencial dentro de un condensador de

placas paralelas uniformemente cargado, el cual contiene un dieléctrico cuya
permitividad es €, entre dos puntos A(aj,az,a3) y B(by,be,bs3) es:

B —

= g
VABEVA_VB:/A E'dl:E(bg—ag):;(bg—ag)
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Por lo que la diferencia de potencial desde z = 0 hasta z = (a + b) es:

g g g g g
= a a a) — — — — b — = — —bzi b
V'=Vou + Vara) = —(a=0) + (b +a) —a) = Za+ —b= — (exa+e1d)

Entonces, la capacitancia es:

C = Q . oL? . 6162[/2
V. 2 (ea+teh)  eaterd

€1€2
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Magnetostatica

Introducciéon

“Hay sintesis cuando, al combinar los juicios que se mos dan

a conocer a partir de relaciones mds simples, uno deduce de ellos

juicios relativos a relaciones mds complicadas. Hay andlisis cuando
de una verdad complicada se deducen verdades mds simples.”

— André-Marie Ampere

Los fenémenos magnéticos fueron conocidos por los antiguos griegos. Se
dice que por primera vez se observaron en la ciudad de Magnesia del Mean-
dro, ciudad antigua situada en el interior de la peninsula turca de la que
apenas quedan hoy algunos restos arqueoldgicos, de ahi el término magne-
tismo. Sabian que ciertas piedras atraian el hierro, y que los trozos de hierro
atraidos atraian a su vez a otros. Estas se denominaron imanes naturales.
El primer fil6sofo que estudié el fenémeno del magnetismo fue Tales de Mi-
leto. Descubrié la propiedad de atraccion de ciertos metales en un mineral
denominado "magnetita"(éxido férrico), que era abundante en la regién de
Magnesia.

También descubrié que frotando el hierro con magnetita, o mantenién-
dola durante un cierto tiempo bajo su influencia, se imantaba, es decir,
adquiria la virtud magnética. Tales atribuye alma, es decir, vida al imén,
porque atrae al hierro, y la nocién de atracciéon magnética era explicada por
él de esta forma. El conocimiento del magnetismo se mantuvo limitado a los
imanes, hasta que en 1820, el fisico y quimico Danés Hans Christian Orsted
(1777 - 1851), descubre que la electricidad y el magnetismo estan relaciona-
dos.
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Segun historiadores, @Orsted llevé a cabo en su lugar de residencia, expe-
rimentos demostrativos dedicados a amigos y estudiantes sobre electricidad
y magnetismo. Con la ayuda de una pila voltaica hizo circular una corriente
eléctrica a través de un alambre. Qrsted noté que cada vez que la corriente
circulaba por el alambre, la aguja de una brijula que habia colocado cerca
se movia, sugiriendo asi, que debia haber una relacién entre la electricidad
y el magnetismo.

A finales del siglo XIX y principios del siglo XX era muy comiin describir
este descubrimiento como resultado de una casualidad. Sin embrago, para
algunos historiadores, Qrsted ya habia sugerido en 1812, que una corriente
eléctrica tenia efectos sobre un material imantado [2]. Pero recién 8 anos
después, el 21 de Julio de 1820, Drsted publica sus observaciones concluyen-
do que la simetria de las fuerzas que actuaban sobre la aguja de la brujula
debia ser circular, es decir circulos concéntricos perpendiculares al alambre
conductor. Este retraso de 8 anos es atribuido al hecho de que repetidamen-
te estaba realizando el experimento equivocado, con lo que nunca llegaba
a una explicacién satisfactoria del fenémeno observado, ya que hasta 1820,
Orsted estaba convencido de que las lineas de fuerza debian ser paralelas al
alambre o que tenian direccién radial.

El 4 de Septiembre de 1820, el matematico y fisico Francés André-Marie
Ampere (1775 - 1836), se entera del descubrimiento de @rsted de que una
corriente eléctrica crea efectos magnéticos en el espacio que la rodea [3].
A pesar de que la mayoria de los cientificos de la época mantenian firme la
creencia de que electricidad y el magnetismo no estaban relacionados, Ampe-
re acepta el descubrimiento de QOrsted y rdpidamente llevé a cabo sus propios
experimentos comenzando por repetir el experimento de Orsted. Dos sema-
nas después publica un trabajo mas completo sobre este fenémeno y otros
fenémenos afines y desarrolla la teoria matematica de la electrodindmica.

Oersted Experimento

El experimento de Oersted sobre la desviaciéon que sufre una aguja mag-
nética situada en las proximidades de un conductor eléctrico, publicado en
Copenhague el 21 de julio de 1820.Oersted para llevar cabo el experimento
dispuso de una aguja imantada que puede girar en torno a un eje que pasa
por su centro. Inicialmente, sobre la aguja solo actiia el campo magnético
terrestre de forma que ésta se orienta en la direccion Norte-Sur.Con la aguja
en equilibrio, colocamos un tramo de conductor recto paralelo a la aguja.
Un amperimetro conectado en serie con el conductor nos indicard cuando
circula corriente por el mismo. En esta situacion, si hacemos circular una
corriente elevada por el conductor, del orden de 6 amperios, observamos que
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la aguja se desvia de su posicién de equilibrio, oscilando en torno a las di-
recciones paralela y perpendicular al conductor. Al eliminar la corriente, la
aguja vuelve a oscilar entorno a la direccién paralela al conductor (Norte-
Sur) hasta que se detiene.Seguidamente se invierte el sentido de la corriente,
observandose que ahora la agujase desvia en sentido contrario.Podemos con-
cluir que cuando circula corriente por el conductor sobre la aguja magnética
actuan dos fuerzas, la fuerza debida al campo magnético terrestre y la fuerza
originada por el campo magnético que el conductor crea en su entorno. A
continuacién se realiza un montaje en el que mediante imanes se contrarres-
ta el campo magnético terrestre en la zona donde se encuentra situada la
aguja magnética. Haciendo pasar nuevamente corriente por el conductor se
observa que la aguja, afectada casi exclusivamente por la fuerza magnética
que origina la corriente, oscila en torno a la direccién perpendicular al con-
ductor.El experimento de Oersted puso por primera vez de manifiesto que
existia una

conexién entre los fendémenos eléctricos y magnéticos. La publicacion de
este trabajo causé inmediatamente sensacién, dando lugar a muchas inte-
rrogantes y estimulando un gran nimero de investigaciones. A partir de esta
experiencia pudo revelarse la verdadera naturaleza del magnetismo, cuyo
origen debe situarse en el movimiento de cargas eléctricas. Tomando co-
mo punto de partida el experimento de Oersted, a fines de 1820 se conocia
las primeras leyes cuantitativas de la electrodindmica y hacia 1826 Ampere
ultimaba una teoria que permanecié durante

3.1. Corriente y densidad de corriente

Cuando existen cargas en movimiento, se define la corriente eléctrica I
como la cantidad de carga neta que pasa por unidad de tiempo a través de
una superficie S en una direcciéon determinada,

o AQ dQ
I = Mim Xy =@ (3:1)

de modo que la carga neta que atraviesa entre los tiempos ¢; y t2 una
superficie por donde circula una corriente I(t) es
to
Q= 1(t) dt. (3.2)
t1

La unidad S.I. para la corriente es el Ampére: 14 = 1C/1s.

3.1.1. Densidad de Corriente

El paso de carga eléctrica hacia un lado de una superficie se llama co-
rriente eléctrica a través de dicha superficie y hacia ese lado. Si hay cargas

F.C UNAM 129



Notas 3. MAGNETOSTATICA

libres en un volumen, puede crearse una corriente eléctrica a través de una
superficie de su interior moviendo las cargas libres con velocidad de direcciéon
adecuada para que atraviesen esa superficie. Eso puede conseguirse aplican-
do fuerzas a las cargas libres del conductor, o sea, creando un campo eléctrico
E en el conductor. Las cargas libres de los conductores reales son electrones
o iones de volumen muy pequeiio, por lo que pueden considerarse, sin error,
cargas puntuales.

Consideremos una superficie sobre la cual inciden cargas con densidad p,
moviéndose con velocidad ¥, cruzando un elemento de superficie (orientado)
ds.

Figura 3.1: Carga con densidad p fluyendo con velocidad ¢ a través de un
elemento de superficie dS.

La carga neta que atraviesa el area dS en un intervalo de tiempo dt es
la que estd contenida en un cilindro oblicuo de base dS y de largo v dt. Ver

figura

Esto permite escribir:
dQ = pdV = pdS (vdt)cos = pv - dS dt. (3.3)

Definimos la densidad de corriente

J(x) = p(a)v(z), (3.4)

de modo que
dQ = J-dSdt. (3.5)

En otras palabras, la densidad de corriente es la carga por unidad de tiempo
y por unidad de superficie que atraviesa un elemento de area normal dado.
Como consecuencia, la corriente, es decir, la carga por unidad de tiempo,
que atraviesa una superficie S es dada por

I:/f-d§. (3.6)
S
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Es importante notar que si p > 0, entonces J y ¥ tienen igual sentido,
mientras que si p < 0, entonces J y ¥ tienen sentidos opuestos.

3.2. Conservacion de la carga eléctrica

La ley (experimental) de conservacion (local) de la carga eléctrica puede
ser escrita en general, como

—

d .
f/ pdv = — [ J.d§ (3.7)
dt Jv Gl

que expresa el hecho que todo cambio en la carga neta contenida en un volu-
men V' dado (pero arbitrario) es debido al flujo neto de carga por la superficie
0V que lo encierra. Usando el teorema de Gauss, podemos transformar la
integral de superficie a una integral de volumen, obteniendo

op = = B
/V(at+V~J> v = 0. (3.9)

Como esta relacién debe ser valida para todo volumen V, es decir, de tamafio
y forma arbitraria, es necesario que

op = 7
5 tV-T=o. (3.9)

Esta relacion es conocida como la ecuacion de continuidad.

3.2.1. Corrientes Estacionarias

Corriente eléctrica que se produce en un conductor de forma que la
densidad de carga de cada punto del conductor es constante, es decir, en
las que tanto p como J no dependen del tiempo. Bajo estas condiciones,
la ecuacién de continuidad requiere que la divergencia de la densidad de
corriente sea nula:

V-J=0. (3.10)

Este sera el caso de estudio en este capitulo, consideraremos que las co-
rrientes son independientes del tiempo y por ende los campos que producen
(magnéticos) lo seran también.

3.3. Campo magnético y fuerza magnética

Se ha encontrado experimentalmente que la fuerza que actia sobre una
pequena carga ¢, moviéndose con velocidad ¢ en un campo magnético dado
es proporcional a ¢, a la rapidez v, y que tiene direccién perpendicular a .
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—

Esto permite definir la intensidad de campo magnético B como un vector
tal que (en el sistema internacional de unidades)

Fo=q0xB. (3.11)
Por lo tanto, la fuerza total que actiia sobre una carga ¢ en un punto del
espacio con campo eléctrico £ y magnético B es dada por la fuerza de

Lorentzm

—

F=q(E+vxB). (3.12)

La unidad de medida de la intensidad de campo magnético B es entonces
[B] = Ns/Cm = Vs/m? , que se define como un Tesla: 1T = Vs/m?.
Alternativamente se define un Gauss como 1G = 10747 [

Como consecuencia directa del hecho que la fuerza magnética es perpen-
dicular a la velocidad de las cargas, el campo magnético no realiza trabajo
sobre ellas. Esto tiene como consecuencia que el campo magnético sélo puede
cambiar la direccién de la velocidad de una carga y no su médulo (energia
cinética).

Si las cargas estan distribuidas continuamente, entonces la fuerza mag-
nética total sobre una regiéon V' con densidad p y velocidad ¢ seréd

ﬁm:/pﬁx édvz/ Jx Bav. (3.13)
1% 1%

Podemos describir esta situacion usando la densidad de fuerza magné-
tica fi,, definida como la fuerza por unidad de volumen, dada por

fm=J x B, (3.14)
de modo que
Fo :/ fmdV. (3.15)
1%
En resumen:

= La fuerza es perpendicular a ambas, a la velocidad v de la carga y al
campo magnético B.

» La magnitud de la fuerza es F' = quBsen(6) donde 6 es el angulo entre
la velocidad y el campo magnético. Esto implica que la fuerza magné-
tica sobre una carga estacionaria o una carga moviéndose paralela al
campo magnético es cero.

'En honor a Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928): fisico y matematico holandés. Ga-
nador del Premio Nobel de Fisica en 1902.

2Por ejemplo, la magnitud campo magnético interestelar oscila entre 0,1 y 10 nT, el
campo magnético de la Tierra es de orden ~ 0,5G, mientras que un iman de Neodimio
(Nd2Fe14B) produce un campo del orden de 1,257. Un magneto de un sistema de reso-
nancia magnética produce campos entre 1,57 y 37T. Los campos magnéticos méas intensos
producidos en un laboratorio son del orden de 100 7. El campo magnético en una estrella
de neutrones puede oscilar entre 1 MT y 100 MT.
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= La direccién de la fuerza estd dada por la regla de la mano derecha.
La férmula de la fuerza de arriba esta en forma de producto vectorial.

= Una implicacién importante sobre las fuerzas magnéticas es que no
trabajan, ya que B, -d% = F,, - 5dt = 0. Esto explica porque existen
imanes permanentes y no existe algo asi en el caso electrostatico (cuer-
pos electrizados), ya que los imanes no desgastan su magnetizaciéon en

energia.

Acoplamiento minimo

Si nosotros nos preguntamos si existe un potencial magnético que de-
duzca la ley de Lorentz ﬁm, no encontraremos una respuesta afirmativa, ya
que de ser asi la fuerza magnética podria hacer un trabajo no nulo sobre
una curva no cerrada, siendo esto contradictorio con ﬁm -dr = 0. Una forma
heuristica de deducir la fuerza de Lorentz consiste en definir un potencial
dependiente de la velocidad que pueda ser incluido en la definicién de fuerza
de modo que esta nueva fuerza tenga la propiedad deseada de no inducir
trabajo. Pensemos en las unidades que tiene el potencial vectorial magnéti-
co eff, estas son unidades de Kg por velocidad, es decir, momento. Se puede
pensar que al encender el campo magnético se crea un momento (electro-
magnético) en todo el espacio, a partir del cual se mueve la particula con
referencia a el.

Definamos el "potencial"magnético como el potencial que sea minimo
cuando la particula sea paralela a A (momento electromagnético), es de-
cir, que este momento electromagnético tienda a empujar a la particula,
¢m = —q(¥ - A). Si usamos la identidad (considerando el vector velocidad
constante) V(7 - A) = 7 x (V x A) + (7- V) A. Podemos reescribir la fuerza
de Lorentz como:

F=—Von =qi x (V x A)+q(7- V)A. (3.16)
—
B

Por ende podemos concluir que la segunda ley de Newton se ve modifica-
da debido al potencial ¢,,, en donde se define el momento de acoplamiento
minimo p' = p— gA, es decir:

—— = F' = (¥ x B). (3.17)
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3.3.1. Particula cargada en el seno de un campo magnético
uniforme

Consideraremos el acaso de una particula puntual cargada que se mueve
en un campo magnético uniforme (tomaremos la direcciéon de este campo
en direccién z). Escribimos las ecuaciones dindmicas usando la fuerza de
Lorentz (dada una velocidad y posicién dadas):

Fp =mi =qyB,, F,=mj=—qiB,, F,=0. (3.18)

Usaremos el método matricial para resolver esta ecuacién diferencial. Esto
consiste en primero definir la exponencial de una matriz de la siguiente
forma:s:

> (At
et = Z ( |) , A es una matriz cuadrada y t es un escalar.  (3.19)
n!
n=0

Dado esto podemos darnos cuenta que la derivada de esta exponencial
con respecto a t es Aet| es decir , se cumple la ecuacién § = Ay, donde
y = e, Esto nos demuestra que la exponencial de una matriz se comporta
de modo semejante a una exponencial de una variable.

Entonces reescribimos [3.18 en forma matricial como:

m_wl—ol é] m £=0 (3.20)

donde w = %. Definiendo la matriz A = _01 é} podemos reescribir

la ecuacién anterior (solo las variables x e y) en forma vectorial
i=wAz, Z=(z,y). (3.21)

Notase que la ecuacién para z es trivial. Primero podemos hacer el cambio de
variable & — @. Lo que sigue es fijarnos en el hecho de que la exponencial
de una matriz satisface una ecuacion del tipo y = Ay, entonces la solucion
a la ecuacion anterior debe ser:

@ = ey, (3.22)
lo cual se puede comprobar ficilmente si se sustituye en la ecuacion [3.20 El
siguiente paso es notar que A2 = —1I, lo cual implica que A?® = (—1)"1 y

AFl = (—1)"A. Esto simplifica el calculo para et 1o cual resulta:

i ) + A Z M = Icos(wt) + Asen(wt)
(2n+ 1)! ’

B (3.23)
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con este resultado podemos reescribir nuestra solucién de la forma

L i 21

Ahora solo falta deshacer el cambio de variable # —» 0 integrando entrada
a entrada la matriz con respecto a t, lo que resulta

1 |sen(wt) —cos(wt)

(t) = w [cos(wt) sen(wt) wWo + o,  2(t) = vost + 20, (3.25)

donde Wy y Ty son constantes iniciales determinadas por la velocidad y la
posicién inicial. En general la ecuacién [3.25] es una ecuacién que corresponde
a una hélice circular.

Supodngase que vg, = 0 entonces el movimiento solo se da en un plano,
el cual segtn la ecuacion satisface (Z(t) — Zo) - (Z(t) — o) = (wo/w)?,
lo que demuestra que la curva es una circunferencia de radio wg y centro
en Iy.

Veamos un ejemplo concreto: Supdéngase que la posicién inicial de la
particula es el origen, y solo tiene una velocidad inicial en = () = (voq, 0, 0)).
Obtengamos las constantes Wy y o de la ecuacién [3.25| (es obvio que z(t) = 0
en este caso).

Entonces se debe satisfacer primero que: Z(t = 0) = 0= % [(1] _01

T, es decir, wo, = —WYo y Woy = WTo-
Ahora para la velocidad inicial tomamos la derivada y evaluamos en

t=0:9(t=0)=(vps,0) = lé (1)] wWo, es decir, wo, = vor ¥ woy = 0.

Esto nos determina el radio y centro de la circunferencia que sigue esta
particula: (F(t) — (0, —vo,/w)) - (F(t) — (0, —voz/w)) = (voz/w)?. De aqui
concluimos que el radio de curvatura debe ser:

R = vp; /w = muo, /qB.. (3.26)

En el caso general es facil comprobar que la velocidad inicial es igual al
vector wy. Y tendriamos que el radio de curvatura es en general (p = mv);

Lo [l _ Il
R="— el (3.27)

F.C UNAM 135



Notas 3. MAGNETOSTATICA

ciclotron

EL ciclotrén es un tipo de acelerador de particulas ideado en 1931 por
Ernest O. Lawrence y M. Stanley Livingstone, en la Universidad de Berkley
(California), como acelerador de particulas cargadas.

Un ciclotrén es béasicamente una camara cilindrica de alto vacio en la
que mediante un campo magnético uniforme paralelo al eje del cilindro y
un sistema de radiofrecuencia para generar un campo eléctrico alternante,
es posible acelerar a energias muy elevadas ( 10 MeV) particulas elementa-
les (como protones y deuterones) producidas mediante una fuente de iones
situada en el centro de la cavidad. Estas particulas se hacen chocar con los
blancos, en los que tienen lugar reacciones nucleares.

La parte interna del ciclotrén es como lo muestra la figura (izquierda),

e e B
A SN %1
Lon '-’“-..
Dt [
s Vz &.:.
u.‘— ..... et
D, D,

Figura 3.2: Izquierda: Estructura interna de un ciclotrén. Derecha: Movi-
miento de una particula dentro de un ciclotréon

D1 y D2 son dos camaras metdlicas de forma semicilindrica huecas llamadas
“dees”,por su similitud con la letra D. El punto S es dénde se encuentra
la fuente de iones situada en el centro de la des. Las dos des se hallan se-
paradas una de la otra y las dos estan en el seno de un campo magnético
uniforme y perpendicular (normal) al plano de las “dees”. Las dos des estén
conectadas a los bornes de un circuito eléctrico que crea una diferencia de
potencial alterna de frecuencia w. En la figura[3.2] (derecha) se detalla el fun-
cionamiento del ciclotrén, inicialmente la particula cargada q entra en D2
con velocidad v1 debido a la aceleracién que le produce al campo eléctrico
existente entre las dos des. Bajo la accién de el campo magnético describe
una circunferencia de radio r; y frecuencia w;. Cuando g sale de D2 se ha
invertido al campo eléctrico siendo la particula acelerada entre las dos des,
por lo cual entra en D1 con una velocidad ps > p; describiendo una circun-
ferencia segin la ecuacién 3.27)de radio rg > 1. Siendo R el radio de las des,
la velocidad méaxima con que sale la particula esta dada por la ecuacion(3.2
(sustituyendo R). Asi su energia cinética final serd tantas veces mayor que
la que corresponde al voltaje aplicado a los electrodos multiplicado por el
nimero de veces que el ion ha pasado por la regiéon intermedia entre las
“dees” .
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3.4. Leyes fundamentales de la magnetostatica

Hasta ahora sabemos que el campo magnético debe ser producido por
cargas en movimiento, o sea, corrientes eléctricas. También podria ser el caso
que el campo magnético fuese producido por cargas magnéticas (monopolos)
en analogia con el campo eléctrico.

Un monopolo magnético sélo tendria una “carga’, ya que es una carga
magnética aislada. Y aunque en la naturaleza no hay ninguna ley que prohi-
ba la existencia de un monopolo magnético, lo cierto es que hasta ahora
no se ha encontrado y tampoco sus efectos han sido observados. Hasta la
fecha este tema sigue siendo controversia y los defensores de la existencia de
los monopolos magnéticos argumentan: que es probable que ain no se haya
descubierto la manera en cémo observar este fenémeno.

Hasta la fecha no se ha logrado observar un campo que sélo tenga una
carga magnética en lugar de dos tal y como lo dictan los experimentos con
imanes, que al dividirlos, las partes siguen teniendo dos polos. En conclu-
sién la teoria electromagnética no considera hoy en dia que existan
monopolos magnéticos.

Entonces solo nos queda el ingrediente de las corrientes estacionarias para
producir campos magnéticos. Como vimos en electrostatica, esperamos que
los campos magnéticos estén definidos por las ecuaciones de Helmholtz, es
decir, una divergencia y un rotacional. Ademés se debe cumplir V-J=0.La
forma tnica de hacer esto es poniendo al rotacional del campo magnético
proporcional a la densidad de corriente y el divergente igual a cero (que
implica ausencia de monopolos), esto quedaria:

V-B=0, VxB=upul. (3.28)

Donde pp es una constante llamada permeabilidad magnética del
vacio que vale 47 x 10~ 7 . Estas son las ecuaciones bésicas de la magne-
tostatica y podemos de ellas inferir cualquier fenémeno magnético-estatico.
La segunda de estas ecuaciones es conocida como ley de Ampere

De las ecuaciones podemos deducir (ﬁ B = 0) que B =V x A4,
donde A se le conoce como potencial vectorial magnético. Notando que
existe la simetria que deja invariante los campos magnéticos A — A+ 61/1,
donde 9 es una funcién escalar cualquiera. Esto como vimos en la seccion
2.2.6, nos permite imponer una constriccién cualquiera sobre el potencial

vectorial, en este caso conviene imponer V. -A= 0, que llamaremos norma
de Coulomb.
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Introduciendo el potencial vectorial y la norma de Coulomb, en la ley de
Ampere resulta :

— — —, —

VxB=Vx(VxA)=V(V-A) -V2A=|-V2A=pJ.| (329

Esta ecuacién vuelve a ser del tipo Poisson, solo que ahora es de caracter
vectorial. Como vimos en electrostatica esta ecuacién tiene una solucién que
ya es conocida, solo que ahora es necesario extenderla al régimen vectorial.
Asi por la ecuacién la solucién de la ecuacién anterior debe ser:

T/ = Ko j(f/) /
A = — ——=dV". .
() 47 /v |Z — & d (3:30)

Apliquemos a esta ecuacién el rotacional para obtener el campo magnéti-
co (observando que el rotacional no actta sobre las coordenadas primadas).

Lo . J(&
B:VxA:@/ (VXW)dV, (3.31)
Ar Jy |& — 2|
ahora usaremos la identidad vectorial V x (|f:0£/|) = ﬁ(lfflf/l) X dy =
_lg_fi;,"g X dp. donde dy es un vector constante,

>3 Ho ! z— f, /
B:—/Jx X | ——= | dV’, 3.32
i jy 7 <|f—f'|3> 552

esta ecuacion es conocida como ley de Biot-Savart. En honor a los cien-
tificos Biotﬂ y Savartﬂ, ellos encontraron (~ 1820) que el campo magnético
dB que un pequeno segmento dx’ orientado en la direccién de flujo de la
corriente I y ubicado en la posicién & produce en un punto de posicién F
es proporcional a la intensidad de corriente, al largo del pequeno segmento,
e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre el segmento y
el punto de observacién, es decir,

’dé‘ x (I, da, 1) , (3.33)

|z — 2|

Lo cual es comprobado directamente en la ecuacién sustituyendo
la densidad de corriente por una corriente en un hilo infinitesimal a lo largo
de una trayectoria en lugar de un volumen.

3Jean Baptiste Biot: Fisico, Astrénomo y Matematico francés (1774-1862).
“Félix Savart: Fisico, Médico y Profesor francés (1791-1841).
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3.4.1. Ejemplo: Campo magnético producido por una linea
infinita de corriente

Tomando el hilo de corriente como el eje z y usando coordenadas cilin-
dricas (7,0, z)podemos observar que la ecuacién el potencial vectorial
magnético no depende de 6 ni de z, es decir, A= A(r)é,. De aqui es facil
deducir que el campo magnético debe der de la forma B=-B (r)ég. Lo que
demuestra que el campo magnético debe ser de forma circular alrededor del
alambre.

Ahora aplicando la ley de Ampeére a la circunferencia de radio r encontra-
mos que (note que solo nos interesa la parte éy del diferencial de trayectoria
que es rdféy, ver seccién 1.3 )

f B-dZ = (27r)B = pol, (3.34)
Ccirculo
de modo que
5 pol €g
B(r) = ——. 3.35
(r)=E2 (3.5)

Un potencial vectorial posible para describir este campo es

. I
Ay = B0 "e,. (3.36)

2 To

3.4.2. Ley de fuerza de Ampeére

En esta seccion deduciremos la ley de accién a distancia, para describir
la fuerza entre dos hilos de corriente. Esto nos permitira ver la similitud del
formalismo de la magnetostatica con el formalismo de la electrostatica.

Sustituimos en la ecuacién la ecuacién de Biot-Savart [3.32] obtene-
mos:

1512:/ JixBav = [ Jix @/ Tox (2222 v, ) ana.
Vi 1% a7 Jvy T — @

(3.37)
Considerando ahora en lugar de densidades de corriente hilos de corriente

la ecuacion anterior se transforma en :

ﬁlgz legdf:%
(ol C1JC2

Ldly x (Z?(Igdfg) X (W» . (3.38)

|1 — o

utilizamos ahora la identidad del triple producto vectorial, y nos queda:
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Fio = f ]{ Ldly(Idhy - | 2222 )y (S22 ) (1l - Ldl) |
oy Jos | T — o T — @
(3.39)

aplicamos ahora el teorema de Stokes al Ultimo termino de la ecuacion
anterior, es decir, Iodly fcl(( T — leg)) -Ldl = fsz(ll)v X (%1:;22‘3) -dSy -

(Igdlg) = 0, con esto podemos Slmpliﬁcar la ecuaciéon

g :f _f - —
Flp = — 7{ f K%) (Ipdl; - Izdlg)] : (3.40)
Cy JCy ’331 - -TQ‘

De la ecuacién [3.40] podemos hacer las siguientes observaciones, las cuales
fueron comprobadas por Ampere experimentalmente;

1. La fuerza entre dos hilos conductores sigue una ley de inverso al cua-
drado.

2. Dos hilos conductores en el mismo plano sienten una fuerza que es
invariante ante una deformacién de estos, es decir, si los alambres de
alimentacién se retuercen uno alrededor del otro, entonces se cancelan
mutuamente de manera efectiva y tampoco influyen en el resultado del
experimento. Esto se debe a que en la ecuacion [3.40] esta en términos
de integrales de linea.

3. La fuerza entre dos hilos conductores es proporcional al producto de
las intensidades de corriente y esta fuerza es repulsiva si las corrientes
fluyen en la misma direccién y es atractiva en el caso contrario.

4. La ecuacién es una ley de fuerza a distancia y cumple con la
tercera ley de Newton F12 + F21 = 0. Esto se debe a la simetria del
producto escalar (Ildll Izdlg).

aqui hemos partido del formalismo de la magnetostatica hasta la ecuacion
de fuerza de Ampere. Cabe sefialar que estas observaciones por si mismas
permiten derivar la ley de Boit-Savart, y fueron expuestas originalmente por
Ampere en el afio 1820.

3.5. Expansion multipolar magnética

Anélogamente al caso electrostatico, deseamos calcular el campo magné-
tico B lejos de una distribucion de corrientes, descritas por una densidad de
corriente f, localizada en una regién pequefia comparada con la distancia a
la cual se calculara el campo.
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Situando el origen en un punto representativo de la distribuciéon de co-
rrientes, tendremos que para distancias grandes comparadas con el tamafio
de la distribucién se satisface |Z| > |Z’|. Con esto, podemos usar la expan-
sién y reescribir la expresién como una expansiéon multipolar

magnética:

- Ko d.f, 7 ’Fl =
Alz) = — — dl’' + ... 41

(z) 47 j{C l r + r2 + (3.41)
donde solo hemos considerado hasta el orden dipolar. Claramente la primer

. . I’ . .
integral no contribuye ¢, % = 0. Esto es de esperarse si consideramos que
no existen monopolos magnéticos.

Para el término dipolar usamos la identidad P| § 7 #dl = —7 x § dS". Lo
cual nos permite definir el momento magnético dipolar como:

i =1dS, (3.42)
7 po i X T
AW (z) = i (3.43)

Maés importante que el potencial, que sabemos no es inico, es el campo
magnético. La contribucién dipolar al campo generado por una corriente es:

=
|

B o 40 _ Mo [37“(/3?“)—/3}

z
47 r3 r

(3.44)

3.5.1. Relacion entre momento magnético y momento angu-
lar

En algunos sistemas se tiene que la densidad de carga eléctrica (en cada
punto) es proporcional a la densidad de masa, de modo que

o) = L (). (3.45)

donde @ es la carga total y M la masa total del sistema. Esto ocurre, en
general, en sistemas constituidos por un sélo tipo de particulas, masivas y
cargadas. En este caso, si cada elemento del sistema se mueve con velocidad
U(x), entonces

= Q

J = p()i(z) = 4 rpm(@)0(2) (3.46)

5Use en el teorema de Stokes fﬁs V x7-dS = fﬁ dl' v = cT', donde ¢ es un vector

constante y T es una funcién escalar cualquiera. Esto implica f VT xdS = — f Tdl. Ahora
sustituya en esta tultima identidad T' = ¢- ¥y obtendrd la identidad deseada.
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y entonces el momento magnético puede escribirse como

R R QL
M—Q/VxdeV—QM/Vxxpm(x)v(x)dV—QM/V:nxdp, (3.47)

donde dp’ := py(2)v(x) dV denota el momento lineal de la masa en el ele-
mento de volumen dV'. De esta forma dL := Z x dp' es el momento angular
del pequeno elemento de masa (respecto al origen elegido) y, finalmente,

L Q=
- “I 4
F=om (3.48)

3.6. Fuerza y torque sobre una distribuciéon com-
pacta de corriente

Consideramos ahora el caso en que una pequena distribucién de corriente
se ubica en una regién donde existe un campo magnético externo B (x).

La fuerza total que la distribucién de corrientes experimenta, debido
al campo externo (es decir, sin tomar en cuenta la auto-interaccion de la
distribucién), es dada por . Empecemos por calcular la torca que siente
un dipolo magnético en el seno de un campo magnético. No obstante, dado
que el dipolo tiene un tamano pequeno, a la hora de calcular la integral que
aparece en , podemos aproximar B por el primer término del desarrollo
en serie de Taylor que aparece en la ecuacion , es decir B = B,.

?:ﬂxﬁzfx/pﬁxgod‘/:/ J x BydV. (3.49)
1% |4

Considerando en este caso que el dipolo consiste en una espira de co-
rriente cerrada, cambiamos la integral de volumen por una integral de li-
nea.Consideremos la identidad del doble producto vectorial para desarrollar
la ecuacién anterior:

7= § 7 x (17 x Bo) = § 17 B~ flar-*)Bo, (350

la dltima integral es una integral conservativa ya que (di” - ') = Sd(i" -
.

) = %dr’ 2. Por lo tanto este término no contribuye. Como el campo magné-
tico es una constante en la ecuacién anterior, como siguiente paso podemos
usar las siguientes identidades bésicas:

—

(7 - Bo)# = (dF - Bo)F + (7 - Bo)dr, (3.51)

—

(7 x di) x By = (7' - By)di® — 7 (d - By). (3.52)
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Sumando las ecuaciones y obtenemos;
(di") (7 - By) = 3(7 x di") x By + 3d((7" - By)7"). Sustituimos este resultado

en [3.50}
F:I;f(f’xdf’)xﬁo—l—;j{[d(éorl'?#)}v (3.53)

donde la ultima integral nuevamente es conservativa,

1 B -
?:Iif(def’)xBO:ﬁxB. (3.54)

En la ecuacién anterior usamos la férmula de érea de Green @ = § §(7x di).
La cual puede ser demostrada geométricamente, por medio de una suma de
tridngulos infinitesimales que pueden ser formador en la curva, ver figura

B3

"—'—m 0

dr

Figura 3.3: Representacion gréafica de la formula de area de Green.

Ahora a partir de esta relaciéon calculamos la energia de interacciéon de
un campo magnético y un dipolo. Considerando que estas fuerzas son con-
servativas, entonces podemos relacionar la fuerza con un gradiente de un
potencial energético (coordenadas esféricas):

- ou 1,0U 1 oU
F = = 7/\7,. —(—é — —¢ 9 .
vU G ¢ +r(89€9+sen(9) 8¢€¢) (3.55)
ahora considérese en estar mismas coordenadas la torca,
~ ou 1 oU
T=(ré) X F=(—¢é— ————¢6). .
7= (ré,) x (80 €p sen(0) 96 ép) (3.56)

Considere que el dipolo magnético tiene simetria azimutal, es decir,

?Tg = 0 y por ende podemos concluir que la magnitud de la torca debe
ser (alienando el dipolo en el eje z);
ou

T= g = uBsen(0), (3.57)

integrando la ecuacién anterior implica,

U = —puBcos(f) = —fi - B. (3.58)
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Donde hemos tomado el cero de la energia magnética en 8 = 0. Puede veri-
ficarse usando y que un dipolo magnético situado en un campo
(homogéneo) externo experimentard un torque que tendera a alinear el mo-
mento magnético de la distribucién con el del campo externo. La posicion
de equilibrio corresponde al caso en que [ es paralelo a E, que es ademas
un equilibrio estable ya que la energia de interacciéon es minima. Mas gene-
ralmente, el momento magnético puede realizar un movimiento de precesiéon
en torno al campo magnético.

3.7. Campos magnéticos en la materia

Anélogamente al caso electrostatico, en el que un medio se polariza en
presencia de un campo externo, éste puede ademés magnetizarse. Esto signi-
fica que en cada pequeno elemento de volumen (macroscépico) puede existir
un momento magnético no nulo. Este momento magnético puede ser pro-
ducto de los pequenos “loops” de corrientes inducidas por el campo aplicado
sobre los electrones atémicos. Este tipo de dipolos se inducen en direccién
contraria al campo aplicado, por lo que tienden a reducir el valor de la in-
duccién magnética al interior del material. Los materiales diamagnéticos
son aquellos en que este tipo de magnetizacién es dominante. El hecho que
las particulas subatémicas, y en particular los electrones, posean momentos
magnéticos intrinsecos (permanentes), hace posible que un material presente
magnetizacion no nula, de origen distinto a la generada por las corrientes
inducidas. En general, un campo magnético aplicado tenderd a alinear, en
mayor o menor medida, los momentos magnéticos permanentes del mate-
rial con el campo aplicado, pudiendo compensar y revertir la magnetizacion
debida a las corrientes inducidas. Los materiales paramagnéticos presentan
momentos magnéticos netos en la misma direccién del campo aplicado. En
los ferro-magnetos, por otro lado, la alineacién de los momentos magnéticos
permanentes es tal que el momento magnético total es no nulo en ausencia
de un campo aplicado, y puede asumir valores varios ordenes de magnitud
mayor que el caso de los paramagnétos.

3.7.1. Magnetizaciéon

En resumen, consideraremos que en el interior de un medio, existen mo-
mentos magnéticos distribuidos en su interior. Modelaremos esta distribu-
ci6n definiendo el (pseudo-)vector de magnetizacién como la densidad
de momento magnético, es decir, como el momento magnético por unidad
de volumen en una pequeiia regién (AV — 0, desde el punto de vista ma-
croscopico) del material:

M(z) = A

= i . 3.59
A\I/Igo AV ( )
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Como consecuencia, la magnetizacion tiene unidades de corriente por unidad
de longitud: [M] = [7]/L* = IL2/L3 = I/L. Con esta definicién, tenemos
que el momento magnético dfi(x) contenido en un elemento de volumen
(macroscopico) dV centrado en un punto con posicién & es

dii(z) = M(z)dV. (3.60)
Entonces, a partir de (3.43) podemos calcular al campo (potencial vectorial)
producido por la distribucién de momentos dipolares como la superposicion
del campo correspondiente al momento dipolar magnético contenido en cada
elemento de volumen:

—

dji(a’) x (x), — x})

™M Mo
Mgy = E/v EaTe (3.61)
_ @/ M (o) x (o = 2}) 111 (3.62)
Ar Jv 17— a|?

Usando la identidad (2.19) podemos escribir este potencial vectorial produ-
cido por la magnetizacién del material comoﬁ

Ho

. . 1
D) = 80 [N <9 () v .
(z) i ) (") x V o7 \% (3.63)
- M (z' V' x M(z'
_ _@/ V' x q_(xj _{ - ff“)) av'  (3.64)
4 Jv |Z — 2| |Z — 2|
M / o =/ M /
= @% _»_(x_’)/ % d§" + @/ (V! x M(z')) i(_ _Sx ))dV/ (3.65)
A Jov |Z — & dr Jy |7 — &
M / =/ M /
_ @f M) 4 ds’+@/ VX MUE) 4y 66
A Jov \ |2 — &| Ar Jy |7 — &
o @% jgﬁperﬁcie(x,)dsl+lm/ ﬂd(x/) av’ (3 67)
A Jay  |E -7 A Jv |2 — 2| '
En resumen
TM(a') po [ Jouperticie(7')
AM _ @/ av’ .+ Ho superficie ds’ 3.68
=l by o (3.68)

donde hemos definido la densidad de corriente de magnetizacion JM

y la densidad de corriente superficial de magnetizacién 5M por

JM(2) =V x M(z),  ™M(z):=M(x) x a(z).

(3.69)

6Usamos el teorema de divergencia f V- 9dV = f 7+ dS con ¥ =¥ x & donde & es un
vector constante. Se deduce fﬁ X vdV = — fﬂ' x dS
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Estas definiciones de densidades de corriente, que pueden ser reales o ficticias
dependiendo del origen de la magnetizacién M , son de utilidad puesto que,
de acuerdo a , el campo producido por la magnetizacion es equivalente
al campo producido (a través de la ley de Biot-Savart) por las corrientes
descritas por JM en el interior del material y por ]_M en su superficie.

3.7.2. Excitacion magnética

Esta vez consideraremos los efectos de la magnetizacién en las leyes fun-
damentales de la magnetostéatica. Para ello introducimos ahora en la ley de
Ampere la corriente magnética inducida,

V x B = pgvecex + poJ ™, (3.70)
en donde se sustituye la ecuacién [3.69
V x B = g Jux + 1oV x M. (3.71)

De aqui, podemos escribir

= 1 - - =
V x (B —M) = Joxt- (3.72)
Ho

Esto motiva definir la excitacién magnética (también llamada intensi-
dad de campo magnético):

M@:iﬁm—ﬂm, (3.73)

que satisface entonces la ley de Ampere generalizada,

—

V x H = Joy (3.74)

0, en su versioén integral,

fiﬁwdfz;gm. (3.75)
C

Anélogamente al caso del vector de desplazamiento eléctrico ﬁ, la intensidad
de campo magnético H es una cantidad 1til puesto que esté relacionada, a
través de la ecuacién , con las corrientes externas del sistema, que son
las corrientes que (en principio) pueden ser manipuladas.
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Region 2

Region 1

Figura 3.4: Condiciones de continuidad para H en una interfase de dos me-
dios magnéticos.

3.7.3. Condiciones de continuidad en interfaces

Al aplicar la ley de Ampere (3.75)) al circuito de la figura y conside-
rando que

Iext:/fext-dﬁz/th-(ﬁxf)dszjext-(ﬁxmz(jextxﬁ)-fe, (3.76)
S S

encontramos
(Hy— Hy) 1= Goa x7) - (3.77)
0, equivalentemente
x (Hy — Hy) = Jost (3.78)

Note que en (|3.76|) el lado derecho contiene a la densidad de corrlente su-
perficial externa jext En este caso puede considerarse que Jext = jeXt5 (2),
donde la superficie que limita las dos regiones esté determinada por la con-
dicién z = 0, siendo z una coordenada normal a la superficie.

Si no hay corrientes externas de superficie, entonces la compo-
nente tangencial de la excitaciéon magnética cruza continuamen-
te la interfase. En general, si existen corrientes externas de superficie, la
componente de la intensidad de campo magnético paralela a fext = Jext ]
cruzard continuamente la interfase, mientras que la componente ortogonal
tendrd una discontinuidad de magnitud jext. Esto puede verse directamen-
te de eligiendo ¢ en la direccién y sentido de fext, es decir, £ = j,
obteniendo

gl =H!.  H.=H.; (3.79)
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mientras que, eligiendo ¢ = 7 x 7, encontramos
Hy — Hi" = jouy,  HY:=H-(jxn). (3.80)
Estas relaciones se complementan con aquella que se desprende del hecho

que el campo magnético tiene siempre divergencia nula (independientemente
del medio considerado). Anélogamente al caso eléctrico, ver por ejemplo

, la ecuacién implica
(B.—B)) - =0,

(3.81)

es decir, la componente de B normal a la superficie es continua en la interfase.

3.7.4. Relaciéon constitutiva, susceptibilidad magnética

Anéalogamente al caso electrostatico, se llama relacién constitutiva a la
relacién entre la magnetizacion de un material (la “respuesta” de éste) con
el campo magnético existente, por ejemplo:

M = M[H]. (3.82)

Esta relacion puede ser no-local, no-lineal, anisétropa e inhomogénea, y es
usualmente inferida a partir de experimentos. Sin embargo, muchos mate-
riales pueden ser descritos por relaciones locales. En este caso puede para-
metrizarse la dependencia de la magnetizacién con la intensidad magnética
por medio de una serie de la forma

Mi(z) = M;(Hj(z)) = Mi|g_g + xi;(®)H;(2) + xiji () Hj () He () + - - -
(3.83)
Para medios locales, lineales y sin magnetizacion permanente ( M;|;_g = 0),
la relacién se reduce a

My(2) = (@) Hy (x), (3.84)

donde xj; es el tensor de susceptibilidad magnética del material. En
este caso, la induccién magnética adopta la forma

Bi(z) = paj(x)Hj(x) = po kij (x) Hj(x), (3.85)
con el tensor de permeabilidad magnética p;; y el tensor de permeabi-

lidad relativa rjj, definidos por

Hij 2= [o (%‘ + X?}) = [l0Ky;- (3.86)

Finalmente, en el caso de medios locales, lineales e isétropos, las expresiones
anteriores para la relacién constitutiva se reducen a

M (2) = xm(x) H (), (3.87)
Ba) = () H(z) = po s () H (1), (3.89)
= po (1 4 Xm) = Hokim. (3.89)
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Ecuaciéon de Laplace para el potencial escalar de magnetizaciéon

Como vimos en la seccién en regiones libres de corrientes externas
la excitacién magnética H es proporcional al gradiente del potencial escalar
de magnetizacion (ﬁgzﬁ*M). Si ademas el medio es lineal e isétropo, entonces
B = ,uﬁ = —uﬁgbf/[. Finalmente, si ademas el medio es homogéneo, encon-
tramos, usandd3.28|, que el potencial escalar de magnetizacion satisface la
ecuacién de Laplace,

V23 = 0. (3.90)

3.7.5. Paramagnetismo, diamagnetismo, ferromagnetismo
Diamagnetismo

En este tipo de materiales M tiene direccién opuesta a I;T, por lo
que xm < 0y Ky < 1y la induccién magnética B es debilitada (respecto
al valor que asumiria en el vacio, dada la misma distribuciéon de corrien-
tes externas). Este tipo de materiales requiere que no existan momentos
magnéticos permanentes significativos, de modo que la magnetizacion se de-
ba principalmente a corrientes inducidas. Estas corrientes inducidas
generan momentos dipolares en sentido contrario al campo que
las induce, por lo que la induccion magnética disminuye en el in-
terior de un diamagnéto. En la mayoria de los casos de diamagnetismo
la susceptibilidad magnética es independiente de la temperatura y posee un
valor muy pequefio: x, < 1075, El diamagnetismo es una propiedad gene-
ral, es decir, que se presenta en todos los materiales (siempre se producen
pequenas corrientes inducidas), pero se dice que un material es diamagné-
tico si este efecto es el dominante, es decir, cuando no existen otras fuentes
de magnetizacién que reviertan la contribucién diamagnética. Ejemplos de
materiales diamagnéticos: casi todas las substancias organicas, metales no-
bles (oro, plata, cobre, mercurio, ...). Un caso extremo de diamagnetismo es
un superconductor, en el que la induccién magnética es anulada en su
interior, x; = —1 y km = 0 (“diamagnéto ideal”).

Paramagnetismo

En este tipo de materiales la magnetizacion M tiene la misma direccién y
sentido que H. Equivalentemente M tiene la misma direccién y sentido que
B , de modo que xm > 0, kK, > 1. Por esto, en un material paramagnético la
induccién magnética B es reforzada. Este caso requiere que el material po-
sea momentos magnéticos permanentes, que puedan alinearse con el campo
magnético. A la tendencia de los momentos magnéticos a alinearse se con-
trapone el “desorden” relacionado con las agitaciones térmicas del material.
Por esto, en un material paramagnético xy disminuye a medida que
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la temperatura aumenta. Muchos materiales paramagnéticos satisfacen
la ley de Curie: x o 1/T.

Material Xm

Aluminio 2,1 x10°°
Cobre —0,98 x 107°

Oro —3,5x107°

Magnesio 1,2 x 107°
Mercurio —2,8x107°
Plata —2,4%x107°

Sodio 0,84 x 107
Titanio 18,0 x 107°

Tungsteno 7,6 x 107°
Hidrégeno (1 atm) | —0,22 x 1078
Nitrégeno (1 atm) | —0,67 x 1078
Oxfgeno (1 atm) | 193,5 x 1078

Cuadro 3.1: Algunos materiales y sus susceptibilidades magnéticas, a tem-
peratura ambiente (Reitz-Milford).

Ferromagnetismo

En este tipo de materiales (tipicamente materiales que contienen Hierro,
Cobalto o Niquel) la magnetizacién no es proporcional a la excitacién
magnética. Esto es algunas veces expresado diciendo que la susceptibili-
dad magnética efectiva yy, := M/H depende del valor del campo (y de
otras variables, como por ejemplo de la temperatura), xm = xm(7, H ). El
ferromagnetismo requiere también que el material posea dipolos magnéticos
permanentes. Debido a interacciones cuanticas, los momentos magnéticos
de un ferro-magneto se ordenan espontdneamente (es decir, sin necesidad de
campo magnético externo), cuando la temperatura baja de un cierto valor
critico, llamada temperatura de Curie, T. En el cero absoluto de tempe-
ratura, todos los momentos magnéticos estarian alineados. A medida que
la temperatura aumenta, el desorden inducido por las vibraciones térmicas
tiende a disminuir la alineacién, pero sin conseguir anular la magnetizacion
total. Cuando la temperatura cruza la temperatura de Curie, el sistema ex-
perimenta una transicién de fase, y a partir de ese momento se comporta
como un paramagneto usual.

Tipicamente, los ferro-magnetos poseen susceptibilidades magnéticas muy
altas y la magnetizacién que presentan depende de su historia, es
decir, de como hayan sido expuestos a campos externos. En otras palabras,
dado un valor de la excitacién H el valor de M no es tnico, sino
que depende de cémo se haya alcanzado el valor H. Este fenémeno
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Material H Fe ‘ Co ‘ Ni ‘ Gd ‘ EuO ‘ CrBrs
Tc [K] || 1043 | 1393 | 631 [ 290 | 69 | 37

Cuadro 3.2: Algunos materiales ferromagnéticos y sus temperaturas de Curie

[7].

es conocido como histéresis. El comportamiento de histéresis tipico de un
ferro-magneto es ilustrado en la figura ?7.

Un material ferromagnético sin magnetizacién previa sometido a un cam-
po H se magnetiza siguiendo la curva I, llegando a una magnetizacién méaxi-
ma Mg (“magnetizacién de saturaciéon"). Si luego se disminuye la intensidad
de campo magnético el sistema se comienza a desmagnetizar, pero siguiendo
la curva II, de modo que, incluso cuando el campo H es cero, el material
conserva una magnetizacién no nula (magneto permanente), llamada “mag-
netizacion remanente”. Esta magnetizacién puede ser anulada aplicando un
campo en sentido inverso (intensidad de campo “coercitivo”). La propiedad
de histéresis esta relacionada con la existencia de dominios magnéticos,
que poseen un momento magnético macroscopico no nulo y que requieren
de energia para reorientarse. La histéresis de los ferro-magnetos es usada en
la fabricaciéon de dispositivos de memoria, en los que la informacién es
codificada en la orientacién del momento magnético de los dominios, que
permanece indefinidamente hasta que campos externos sean usados para
cambiar su estado.
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3.8. Ejercicios

3.8.1. Fuerza magnética.

Una particula de carga ¢ entra a una regién de campo magnético unifor-
me B (apuntando hacia dentro de la pdgina). El campo desvia la particula
una distancia d encima de la linea original de movimiento, cémo se muestra
en la figura (3.5

a) En términos de a, d, B y ¢, calcula el momento de la particula.

b) Calcula la distancia de deflexién d.

Field region

Figura 3.5: Particula de carga g entrando a una regién con un campo magnético
uniforme, B. [1]

Solucién: Primero, notemos la direcciéon del campo magnético, la direc-
ciéon de movimiento y la direccion de deflexién, las podemos obtener facil-
mente de la figura [3.5] Y mediante la ley de fuerza de Lorentz:

F, = q(¥ x B) (3.91)

podemos deducir inmediatamente que ¢ > 0.

a) La particula, al entrar a la regiéon de campo magnético uniforme, sigue
una trayectoria de ciclotrén. Considerando R como el radio de curvatura,
entonces podemos aplicar algebra para obtener que:

RP=d>+(R—d)?=a*>+R>+d*>-2Rd
Resolviendo para R, resulta de que
a’ + d?
2d

finalmente, dado que en el caso del ciclotréon, podemos calcular el mo-
mento de la particula como: p = mv = ¢BR. Entonces, en nuestro caso,

R=

B(a2 + d?)

P=a2"5

2 2 .z
b) Como R = ¢ 2+dd entonces podemos resolver la ecuacion para d. Lo
que resulta en:
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d=R+VR?>—a?

es decir, tenemos dos posibles soluciones para d. Sin embargo, mediante
un anélisis a nuestro diagrama podemos convencernos rapidamente de que
la solucién d = R++/ R? — a? es valida inicamente si campo magnético tiene
un ancho mayor o igual a R; tal que la particula pueda retornar y este d
indicaria la deflexién de la particula, al regresar, a una longitud a. Anéloga-
mente, la solucién d = R — v R? — a? indica la distancia de deflexién de la
particula a una longitud a (sin haber retornado). Dado que planteamiento
del problema nos indica que la particula no retorna, es decir, la regién del
campo magnético a es menor a R, entonces concluimos que:

d=R—-VR?—a?

3.8.2. Corriente y fuerza magnética.

Un circuito rectangular, el cual carga una masa m, cuelga verticalmente
con el segmento de alambre superior dentro de una regién de campo mag-
nético uniforme. El campo magnético apunta hacia adentro de la hoja, ver
figura[3.6] ;Para que magnitud de corriente I, en el circuito, podria la fuerza
magnética equilibrar la fuerza gravitacional?

(1), (3)

Figura 3.6: Circuito cuadrado semi-contenido en una regién de campo magnético
uniforme, B. [1]

Solucién: Recordemos que la fuerza magnética sobre un segmento de
alambre que lleva corriente es:

E, = /I(dfx B) (3.92)

Entonces, en este caso, tenemos 3 segmentos de alambre a evaluar. Evi-
dentemente estos segmentos son Iss que se encuentran contenidas dentro del
campo magnético: (1), (2), y (3) de la figura [3.6]
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Situemos nuestro sistema coordenado tal que el alambre se encuentra
contenido en el plano y-z, el campo magnético solo tiene componente en la
direccién (B = —B2) y la vertical corresponde a la direccién z.

Supongamos que de los segmentos (1) y (3), unicamente estd dentro del
campo magnético un pedazo de longitud h, h < a. Por tanto:

Fo = /I(dl}xé) = /I((dzé)x(—Ba?)) = /{:h [Bdz(—9) = —IB[2)*_, 9 = —IBhj

Frg = /I(dz;xé) = /I((dyg)x(—ch)) = /Oa [Bdy(2) = IB[y)% 2 = [Ba?

a—

Fruz = /I(dl}xé) = /I((dzs)x(—ch)) :/ hIde(—@) = —IB[2]_, 9 =IBhj

a

Por lo que la fuerza magnética total sobre nuestro alambre cuadrado es:

—

F = Fp1 + Epp1 + Fy = —IBhi + IBa2 + IBhj = [ Ba?

Como vemos, la fuerza magnética total apunta en direccién 2. Y como
la fuerza gravitacional es F,, = —mgZz. Entonces tenemos que el balance de
fuerzas se da si:

ﬁ:ﬁm+ﬁg:IBa2—m92:0
Por lo que la magnitud de la corriente que equilibra la fuerza magnética
con la gravitacional es:
_mg
" Ba
En este caso, el alambre se encontraria suspendido en el aire sin necesidad
de ningiin soporte.

3.8.3. Ley de Biot-Savart.

Calcula el campo magnético en el punto P para la configuracién de la
para la configuracién de corriente mostrada en la figura suponga que [
es constante.

Solucién: En este caso usaremos ley de Biot-Savart:

= Ho Idfx?f-ﬁ
B=—
47 R2

(3.93)
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Figura 3.7: Circuito por el cual circula una corriente I.

Debido a la simetria del problema, es conveniente evaluar el problema
en coordenadas cilindricas (s,0,z) con el origen en el punto P y el eje z
saliendo de la pagina.

Notemos que la configuracién de la corriente nos lleva a tener que evaluar
en 4 segmentos distintos la ley de Biot-Savart, a saber, (1), (2), (3) y (4).

Entonces, notemos que para los segmentos (1) y (3), ® || R, por lo que
B, =0=Bs.

Por lo que para (2), tenemos que dl’ = bdqqu@ y R = —bs, por tanto,

5 ol /O (bdpd) x (=8) _ pol /0 bdg . poll o . pol,

By = — ~ TN 7= - _ 2=
27 un /2 (—b3)? AT Jrp2 2 (%) = 47 b[¢]”/2z 8 bz
De manera anéloga con (4), dl’ = ad¢q§ y ! = —aéb. Por lo que el campo

By es:

= Mof/“/2d¢ po I,
B, =H £C
YT 4 a2( ?) = 8a

De esta manera, el campo magnético total en el Punto P es:

B=Bi+Bo+By+ Bi="1

(a-3)e =51 (57
8 a b 2_8 ab i

Calcule el potencial magnético de:

3.8.4. Potencial magnético.

)B B()Z
b)B = e V3.
Solucién: El potencial magnético se define como A tal que VxA= é Y,
adicionalmente, se le pide que cumpla con la norma de Coulomb V - A =

a) Usando la definicién de potencial magnético

—

B = Boz = (0,A, — 0,4,)% + (0, A — 0, A.) + (0, A, — 0,A,)2 =V x A
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Si ahora evaluamos por componentes,

(0yA, — 0.A,) =0
(0;Az — 0,A,) =0

(0.4, — 0yAz) = By

Para no complicarnos, consideremos A, = a1 y A, = as con ay, ag € R.
De esta manera reducimos nuestro sistema de ecuaciones.

~9.4, =0

0. Ay = By

Lo que nos lleva a que A, = Ay(z,y). Y ademads, por simple integracién
A, = Box + c donde ¢ € R. Resultando en que el potencial es:

A = (a1, Box + c,a3) + Vf

con f es una funcién escalar. Finalmente, aplicando la norma de Coulomb,
obtenemos que la condicién que debe cumplir la funcién escalar f es V2f =
0. Es decir, f debe de cumplir la ecuacién de Laplace.

b) Andlogamente,

2

V x A= (9,4, — 0, A))E + (045 — . A) G + (0, Ay — 0y A)2 =e ¥V 2 =8B
Por lo que, igualando componente a componente,

(ayAz - 83‘431) = ein
(0,A, — 0, A,) =0

(DxAy — By Ay) =0

Notemos que, podemos tomar A, = a1 y A, = as con ay, ag € R.
Reduciendo asi, la dificultad de nuestras ecuaciones.

2

-0, Ay =¢e"

9z Ay =0
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De esta manera, en principio, A, = A,(y,2). Y ademads, por simple
integracion A, = —z2e7 ¥ + ¢ donde ¢ € R. Quedando el potencial como:

—

A= (aq, —ze V' 4 c,a3) + \i

en donde f es una funcién escalar. Y aplicando la norma de Coulomb,
obtenemos la condicién que debe cumplir la funcién escalar f, a saber, V2 f =
—2yze*y2.

3.8.5. Ley de Ampere.

Por un cable cilindrico infinito, de radio R, fluye una corriente eléctrica
I uniformemente distribuida por todo el cable. Calcular el campo magnético
generado en todo el espacio.

Solucién: La ley de Ampere nos dice que:

7{ B-dl = polene (3.94)

En nuestro caso, consideremos dos casos: s < Ry s > R.
Para s < R. Consideremos un circuito amperiano, de radio s, circular
concéntrico al eje del cilindro. Entonces, por la simetria del problema.

5 N 27
j{B-dl:Bj{dl:stdgb:Bs dé = 27 Bs (3.95)
0

2r rR
Por otra parte, como la carga total es [ = /Jda = / / jsdsdp = jmR?,
o Jo

donde J = j es constante por ser la corriente uniforme por todo el cable.
Entonces la carga encerrada es:

2 s 82
Iene = /Jda = / / jsdsdp = jms? = I— (3.96)
o Jo R
2
De esta forma, usamos ley de Ampére y obtenemos que 27 Bs = gl 2k
Resolviendo para B, obtenemos que B = Ho 5 Is. Finalmente, gracias a la

simetria del problema podemos darle direccion al campo magnético. Que-
dando asi:

— /"LO A~
B = I
2 R? 59

Para s > R. El procedimiento es el mismo con la salvedad de que ahora
la corriente encerrada es I. De esta manera.
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= I -~
5okl

21 s
Por lo que el campo magnético en todo el espacio es:

3 /;; gf) sis< R
5—07 sis>R
s

3.8.6. Momento dipolar magnético.

Considere una superficie circular plana de radio R, la cual contiene una
densidad de carga superficial o = ks. Esta superficie gira, respecto a su
centro, con velocidad angular constante, W = wZ. Calcular:

a) el momento dipolar magnético.

b) el campo magnético B usando la aproximacion multipolar.

Solucién: Sabemos que, en general, el momento dipolar magnético es:

i—1 / da (3.97)

sin embargo, si el circuito es plano, [ dd es simplemente vector de area
encerrada a. Por lo tanto [ = Id.

Consideremos coordenadas cilindricas (s, ¢, z). Como el momento dipo-
lar magnético esta definido inicamente para espiras cerradas con corriente.
Procedemos a considerar un aro de grosor ds y radio s dentro de nues-
tra superficie circular. Entonces, este aro generara una corriente [, tal que

s = v(ods) donde T = @ x § = ws¢, por lo que Iy = ws(k:sds) = wks?ds.
Y dado que el vector area de nuestro aro es A = ws2%. Entonces este aro
contribuiria con el momento dipolar una cantidad:

diis = I, A, = wkrs*ds?

Por tanto, para obtener el campo magnético total, es necesario sumar
las contribuciones de todos los aros de nuestra superficie:

R 2
ﬁ:/ dij, = & WRL’“
0

b) La aproximacién multipolar del campo magnético es:
(1 Ho 1 O
B = TS [3(i - 7)7 — ] (3.98)

Para mayor claridad, cambiemos a coordenadas cartesianas, en donde
¥ = x& + yy + zZ. Entonces,
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=1) Mo 1 wkmR® A

B()_47rr3[ 3 (32 — 2)
B wkpoR®? | 223 + yzg + 222 _ 3
20 (22 +y2 +22)2 (22 +y2 + 22)3/2

3.8.7. El campo magnético de un objeto magnetizado.

Tenemos un cilindro infinitamente largo, de radio R. Este cilindro tiene
una magnetizacién permanente M= msé. Ademés de esta magnetizacion,
no hay corrientes libres. Calcule las corrientes inducidas. Calcular:

a) las corrientes inducidas.

b) el campo magnético en todo el espacio.

Solucién: Dado un objeto magnetizado, tenemos que las corrientes in-
ducidas son:

Jy =V x M (3.99)

Ky=M xn (3.100)

Dada la geometria del problema, usaremos coordenadas cilindricas (s, ¢, z).
a) En este caso, al tener M tnicamente componente z, la corriente vo-
lumétrica se reduce a :

Jy =V x M = —8,(ms)p = —mo
Por otra parte, para la corriente superficial inducida, notemos que la

superficie se define para s = R. Y en este caso el vector normal es 7 = 3.
Por tanto,

K, =M x N|s=r = ms(Z X §)|s=r = mRo

b) Recordemos que la ley de Ampere, en su forma integral, para mate-
riales magnetizados es:

jf H-dl = Iy ene (3.101)
donde H el campo auxiliar (o de intensidad magnética) se define como
L1 - o
H=—B-M
Ho
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Notemos que en este problema Ij;; cne = 0 pues se tiene por hipdtesis que
no existen corrientes libres. Esto nos conduce, gracias a la ley de Ampere, a
que H =0. Sin embargo, es de suma importancia notar que esto no implica
que el campo magnético B sea nulo.

Para s < R:

H=—-B-M=10 pero M = ms2. Entonces, B= MOJ\Z = poemsz.
Para /sm> R:

Mloé — M= 0 y ademas, M = 0. Por lo que, B =0.

Entonces, el campo magnético en todo el espacio es:

5 pomsz sis < R
N 0 sis>R

3.8.8. Medios lineales.

Un cable coaxial consiste en dos cascarones cilindricos (coaxiales) muy
largos, separados por un material aislante con susceptibilidad magnética x,.
Una corriente I (en direccién 2) fluye por el cilindro interior,de radio a, y
regresa por el cilindro exterior de radio b. En cada cilindro la corriente se
distribuye uniformemente sobre la superficie.

a) Calcula el campo magnético entre los dos cilindros.

b) Como prueba, calcula las corrientes inducidas y la magnetizacién y
confirma (usando, ademds, las corrientes libres) que juntas generan el campo
magnético esperado.

Solucién: a) Si a < s < b. La corriente libre encerrada, por el circuito
amperiano, es I en direccién 2. Entonces, dada la simetria del problema,

fﬁ-di:Hfdl :H/()Qﬂ(sd@ = H(27s)

- 11~
Por tanto, el campo auxiliar es H = 2—7¢. Al tener, en esta zona, un
TS

material aislante con susceptibilidad magnética x.,, entonces M = Xmﬁ .
Por lo que B = po(1 + xm)H. De manera que el campo magnético en a <
s < b resulta ser:

_ 1 A
B:HO( +Xm)7¢

2T s

b) Ahora calculemos las corrientes inducidas, evidente, nos encontramos
trabajando en coordenadas cartesianas (s, ¢, z).
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s 2w s
I X—m£2 ens=a
I?b:]\?xﬁ:<xm¢§>x§: 2>zra
2m s —2—m Z ens=b
™

Con esto consideremos la lay de Ampeére normal con un circuito ampe-
riano circular, de radio s (a < s < b), centrado en el eje de los cilindros.

fé-df:dez:B/o%(sdgb) _ B(2rs)

Por otra parte, notemos que la corriente encerrada por nuestro circuito
amperiano es:

1
Iene =1+ %5(27@ = (14 xm)I
1 I
Juntando ambas partes de la ley de Ampere resulta que B = ,U(](;‘Xm) -
T
y por la geometria del problema,

. 1 I A
27 s
Recuperando asi el resultado del inciso anterior.
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Electrodinamica y Teoria de conductividad

“sNos educaremos a nosotros mismos en lo que se conoce, y
luego, desechando todo lo que hemos adquirido, recurriremos a la
ignorancia en busca de ayuda para guiarnos entre lo desconocido?

2

— Michael Faraday

Hasta ahora hemos estudiado el caso independiente del tiempo en los fe-
noémenos eléctricos y magnéticos, sabiendo de antemano que no es evidente
como introducir esta variable en las ecuaciones. Antes que eso empezare-
mos por la teoria de conduccion eléctrica que hasta la fecha tiene una gran
importancia practica e incluso de investigacion.

4.0.1. Ley de Child-Langmuir

Empezaremos por estudiar el caso fisicamente més sencillo, el de un haz
de electrones en el vacié impulsado entre dos terminales conductoras con
diferencia de potencial fijo. Este fenémeno fue estudiado por Child en 1911
y fue Langmuir quien en 1913 descubrié que esta ley se puede aplicar co-
mo un dispositivo electrénico. Estos dispositivos son el diodo de vacid y el
termistor, los cuales sirvieron como base para la electrénica moderna. El
diodo de vacio es un dispositivo que permite la conduccién eléctrica solo en
un sentido de polarizacién. El termistor por otro lado es un dispositivo que
permite regular una corriente alta por medio de una corriente pequena, es
decir un amplificador de potencia.

aqui estudiaremos de forma tedrica este proceso de conduccion.Considérese
asi el siguiente sistema: sean dos placas conductoras, una aterrizada llamada
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catodo y la otra a potencial V llamada anodo. Entre estas placas solo hay
vacio. Ahora para obtener electrones libres entre estas dos placas debemos
idear un proceso para liberarlos del conductor en el que estan contenidos. Pa-
ra ello supondremos que estos siguen una estadistica de Maxwell-Boltzman
(esto es un supuesto ya que en realidad los electrones son fermiones y siguen
la estadistica de Fermi-Dirac). De ser asi sabemos que si aumentamos la
temperatura aumenta la energia promedio del electrén, la cual puede llegar
a superar la barrera energética de confinamiento del conductor.

Para que este efecto, que es llamado termidénico, sea considerable de-
bemos de elevar la temperatura del conductor cerca de 1500K, donde la
mayoria de los conductores se funden cerca de estas temperaturas excepto
el Osmio y el Tungsteno los cuales tienen un punto de fusion de 3500K
aproximadamente. Fue Thomas Alva Edison quien pudo idear un proceso
para malear el Osmio y estudio cual era la corriente de saturacién en el
efecto termionico, y concluyo que la corriente maxima que puede extraerse
depende de la forma Jgar = CT2?e~ /%7 donde C es una constante que
depende de la geometria de las placas, k es la constante de Boltzman, y e¢
es el potencial de trabajo (potencial para que un electrén pueda escapar del
conductor). Esta ley esta deducida en el apéndic .

Considerando esto podemos anadir un filamento incandescente, ver fi-
gura cerca del catodo, de tal manera que en este filamento tengamos
electrones "libres"disponibles para acelerar. Hay que considerar que estas
cargas pueden afectar el potencial entre las placas (ver seccién , de no
ser asi podriamos modelar el sistema como una ecuacién con fuerza cons-
tante sobre las cargas (movimiento uniformemente acelerado). Asumiremos
que la energia inicial de los electrones es despreciable en comparacién con la
energia final de aceleracién, ademds supondremos que la distancia entre las
placas es mucho menor que la longitud de estas (aproximacién unidimensio-
nal).Puestas estas hipdtesis en ecuaciones (en una dimensién)

%mvg = eV (z), (4.1)
Ju = p(x)vg,
V() p(x)
VAV (&) = i
2V (z) Jo(2e/m)~Y2 1 Iz
dz? €0 Vi) V) (4.2)

Debemos anadir a esto las condiciones de frontera V(0) = 0, V(d) = V' y

%xzo = 0, ‘%z: 4 = b Para resolver esta ecuacion multiplicamos por
ambos lados %g(f) v usamos la identidad basica %! i) = 2f(x )df @) Esto

M. en C. Youssef Sarkis Mobarak 164



Electromagnetismo I
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El de_h :-E'

<

Figura 4.1: Diagrama de un diodo de vacio.

resulta,

PV(@)dV(e) _1d(T57) o Je dV(@) 43)
dz2  dx 2 dx V(zr) dx ’ '

integramos esta ecuacién (entre 0 y d) y usamos las condiciones de borde,

)2 =2C T/ V(z) (4.4)

de aqui es facil volver a integral y obtenemos la relacién entre corriente
y potencial conocida como ley de Child-Lnagmuir

J = KV?3?| donde K es una constante. (4.5)

Esta ecuacién solo es valida hasta que la corriente se acerca a la corriente
de saturacién Jgar, lo cual depende de la temperatura.

4.0.2. Ley de Ohm

El siguiente paso para entender la conduccion eléctrica, es estudiar el
caso donde se aplica una diferencia de potencial en un medio conductor
directamente. En la ley de Child-Langmuir una hipotesis fundamental fue
considerar que el sistema estaba en un vacio perfecto. Ahora consideraremos
un conductor por el cual se aplica en sus extremos una diferencia de poten-
cial.
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En este caso consideraremos el siguiente modelo: asumiremos que en un
conductor las cargas se mueven de forma cuasi-libre. Ademéas supondremos
que los electrones colacionan de forma elastica con los &tomos del medio y no
consideraremos interacciones entre estos. Con este modelo podemos estudiar
la energia de un electrén en un conductor debida a la energia cinética de
este y la energia que pierde por la fuerza eléctrica. Esta energia de pérdida
la modelaremos como E’ = F Az, donde la fuerza en este caso es F = qF
y el desplazamiento esta dado por v,7 donde v, es la velocidad de arrastre
del electrén en direccién = y 7 es el tiempo promedio entre coaliciones (es-
ta velocidad se diferencia de la velocidad instantinea en el hecho que esta
ultima es la velocidad que tiene un electrén en el medio, mientras que la ve-
locidad de arrastre es una velocidad promedio con respecto a las coaliciones
del electrén con los dtomos). Por ejemplo en el caso donde no se aplica un
campo eléctrico se espera que la velocidad de arrastre sea cero (es decir el
electrén en promedio no se desplaza).

Deduccion 1

Ya que tenemos este modelo, vamos a suponer que los electrones siguen
una distribucién uniforme (debido a que son fermiones y la estadistica de
Fermi-Dirac predice que la distribucién debe ser asi temperatura cero) y de-
limitada por un momento maximo Pr, de ahi podemos calcular el momento
promedio debido a la aplicacién del campo eléctrico, consideramos primero
que en el campo eléctrico ejerce un movimiento de arrastre del electrén in-
crementando por una cantidad pequenia el momento maximo Pr a Pr+ Ap,
por lo que el valor promedio del electrén (en una dimensioén) resulta

PF+A;7
_ Pzdps 1
<py>=Tp ST o 500 (4.6)
J by dpe

Esto implica que la fuerza debe ser F, = A < p, > /71 =2 < p, > /T =
Ap, /T, que en equilibrio debe ser iguala ¢E. De aqui se deduce que velo-
cidad de arrastre es linealmente proporcional al campo eléctrico aplicado.
A la cantidad %~ se le conoce como movilidad eléctrica p.Reescribimos esta

relacién en general como v = pkF.

Obsérvese que en este modelo hemos supuesto que los electrones colisio-
nan eldsticamente con los iones (dtomos) del material, ver ﬁgura Ademas
hemos supuesto que el tiempo de relajacién o de colisién de los electrones
no depende del angulo de dispersién ni de la energia.
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electron dispersado elasticamente Ipil=1p:l

x = Pi—Pr

centro dispersor

-t

Pi Pi

electron incidente

(a) (b)

Figura 4.2: (a): Bosquejo conceptual en el espacio que muestra un electron
con impulso inicial p; incidente en un centro de dispersor y, posteriormente,
se dispersa elasticamente por un angulo # en un estado final con momento
pr. (b): Ilustracion de espacio-momento de un electrén involucrado en una
colisién elastica en la cual el momento es intercambiado

Deduccién 2

Sea p(t) el momento promedio de los electrones en un medio homogéneo.
Vamos a calcular el momento a primer orden en un tiempo ¢+ dt en presen-
cia de un campo eléctrico E. Teniendo en cuenta que la probabilidad de un
la colisién con un ion es dt/7 y la probabilidad de no colisién es (1 — dt/7),
donde el promedio del tiempo entre colisiones experimentado por un elec-
trém es 7.

Sino hay colision, entonces en el tiempo dt el electron gana un momento
—eFdt del campo eléctrico. A primer orden, el momento en el tiempo t + dt
es

Pt +dt) = 1—) p(t) — eBdt + O (dr2))
(4.7)

B(t) — %a( t) = eBdt + O (dt?) .

La contribucién de los electrones que tuvieron una colisién es de segundo
orden y, por lo tanto, se desprecia en este andlisis. Esto se debe a que la
fraccién de electrones que sufren una colisién es dt/7 y cuando se multiplica
por el impulso ganado, eso es como maximo —eFdt, reordenando la ecuacién

resulta

pt+dt) —p(t) _  p(t)
dt T

donde finalmente tomamos el limite cuando dt — 0,

%ﬁ(t) — _pf) —eE(t). (4.9)
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Como nos interesa el caso estacionario, por tratarse de un campo estéatico
en el tiempo, podemos igualar la ecuaciéon a cero, lo que resulta

er - _
v=——F = ukE. (4.10)

m
Finalmente consideramos que como los electrones no interacttian entre
si, se mueven libremente de forma que la densidad de corriente debe seguir
la relacién J = p(x)vU. Y de la ecuacion 6 sustituida en{m

resulta,

J = up(x)E = oE. (4.11)

Esta ecuaciéon se le conoce como ley de Ohm, donde o es llamada la con-
ductividad eléctrica medida en Siemens [[] y es una constante caracteristica
de cada conductor. El inverso multiplicativo de la conductividad es la re-
sistividad medida en ohms. Una consecuencia importante de la ley de Ohm
es el hecho de que la densidad de corriente independiente del tiempo en un
conductor es uniforme. Esto se deduce de V - J = 0 de la conservacién de
carga en el caso estacionario y de VxE= %ﬁ x J = 0, de aqui se deduce

que J debe ser uniforme por el teorema de Helmholtz.

Considérese un conductor de seccién transversal A y longitud L, en donde
se aplica un potencial constante V' en uno de los extremos y en el otro el
potencial se mantiene a tierra (V(0) = 0y V(L) = V). De la ecuacién de
continuidad y la ley de Ohm se deduce que no hay carga libre en el conductor
(V- E =0) y se debe cumplir V2V = ‘(1127‘2/ = 0, donde x es la coordenada
de extensién del conductor. De aqui deducimos que V(z) = %w, y por
ende E = Y. Ademés como la densidad de corriente es uniforme podemos
escribirla como J = %. Ahora solo usamos la ley de Ohm para relacionar I

y V, lo que resulta,

S =0T (4.12)
wv-Li_gr (4.13)
 Ae '

Esta ultima ecuaciéon también se conoce como ley de Ohm, aunque como ya

lo advirtié el lector esta ecuacién no es la ley de Ohm en general, en esta

expresion R = % es llamada la resistencia eléctrica.

'Para un dispositivo con una conductancia de un Siemens, la corriente eléctrica a
través del dispositivo se incrementara en un amperio por cada aumento de un voltio de la
diferencia de potencial eléctrico a través del dispositivo.
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4.1. Leyes de Kirchhoff

En 1845 Kirchhoff enunci6 las leyes que describen el comportamiento de
las corrientes y las diferencias de potencial a lo largo de un circuito. Para
describir estas leyes daremos unas definiciones de apoyo:

Una rama de un circuito, consiste en una linea de circuito sobre la que
esta colocado un elemento.

Un nodo es un punto de la red al cual estdn conectadas una o mas ramas
del circuito.

Un lazo es un conjunto de elementos de red que forman un camino cerra-
do, de tal manera que los nodos que aparecen en el camino estan incluidos
una sola vez. No todos los nodos tienen que estar incluidos, pero ninguno
puede estar repetido.

Una malla es un lazo dentro del cual no hay ningin otro elemento de
circuito. El nimero de mallas de un circuito siempre es menor al nimero de
lazos.

4.1.1. Ley de las corrientes

Segun lo expresado por la ley de la conservacion de la carga (ﬁf =
0), en todo momento, la carga de un punto del circuito debe permanecer
constante, es decir que no se debe acumular carga en ninguno de los nodos.
Toda la carga que ingresa debe salir por algin camino.

De aqui se deduce la ley de Kirchhoff de las corrientes: la suma alge-
braica de las corrientes de rama en cualquier nodo, debe ser cero,
en cualquier instante de tiempo.

> It)=0 (4.14)

En general, se aceptan como positivas las corrientes que ingresan al nodo,
y negativas las que salen.

Otra forma de enunciar la misma ley serd: la suma de las corrientes que
ingresan a un nodo, debe ser igual a la suma de las corrientes que egresan
de él.

En la figura la ecuacién para el nodo 1 serd: i1(t) +i2(t) +i3(t) = i.

Es importante recalcar que esta ley debe cumplirse en todo momento,
sin tener en cuenta si la corriente es constante o varia en el tiempo.

4.1.2. Ley de las diferencias de potencial

La ley de la conservacién de la energia nos indica que toda carga que
recorre un circuito, al volver al punto original debe tener la misma energia
que tenia anteriormente en ese punto. otra forma de decir esto es que en el
caso estatico el campo eléctrico es conservativo.
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Figura 4.3: Nodo de corriente.

De aqui se deduce la ley de Kirchhoff para las diferencias de potencial:
La suma algebraica de las diferencias de potencial en las ramas, a
lo largo de cualquier lazo, debe ser cero.

S vt = fﬁ Al =0 (4.15)

Los sentidos de referencia que se apliquen a las diferencias de potencial
deben ser los mismos que se asociaron a las corrientes asignadas a los nodos.

La ley nos dice que a lo largo de cualquier lazo, la suma de las subidas
de potencial debe ser igual a la suma de las caidas de potencial.

Como se dijo anteriormente, se consideran positivas las caidas de po-
tencial, y negativas las elevaciones de potencial. Al hablar de elevaciones o
caidas de potencial, siempre se debe tomar el potencial de algiin nodo como
el potencial de referencia para nuestro circuito. A este valor de referencia se
lo denomina tierra.

4.1.3. Conexiones
Conexién Serie

Dos elementos de un circuito estdn conectados en serie, ver figura [£.4]
cuando tienen tnicamente un nodo comun, al que no llega ningtn otro ele-
mento del circuito.

Teniendo en cuenta la ecuacion (4.14)), la corriente i1 debe ser igual a la
corriente i9. Por lo que si tenemos dispositivos ohmicos la resistencia total
serd la suma de las resistencias.
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Conexién Paralelo

Dos elementos estan conectados en paralelo, ver figura cuando tienen
sus dos nodos en comun.

De esta manera, dado que el potencial en el nodo A y el potencial en
el nodo B son iguales para los dos elementos, también lo sera la diferencia
de potencial vap. Por lo cual, la diferencia de potencial v; debe ser igual
a la diferencia de potencial vo. Para dispositivos ohmicos esto implica que
11R1 = ioRs = v y por ley de nodos i = 71 + 42. De esto se puede deducir

i _ntip 1 1 , 1 —
que ;= _R_R1+R2_R1HR2

J: R1 J_
Y b : R1Z R2
' > o
e B2 b2 e v
CIRCUITO SERIE CIRCUITO PARALELO

Figura 4.4: Circuitos ohmicos en serie y paralelo.

4.1.4. Puente de Wheatstone

En la técnica de medidas eléctricas se presenta a menudo el problema
de la medida de resistencias. Para estas medidas existen diversos métodos,
entre los que se puede elegir el méas adecuado en funcién de la magnitud
de la resistencia a determinar. Segtin sus valores las resistencias se pueden
clasificar en bajas (inferiores a 1 Q), medias (entre 1 Q y 1 M) y grandes
(superiores a 1 MQ). El puente de Wheatstone es el primer tipo de puente de
medida que se utilizo y es también el de uso mas frecuente. Es un puente de
corriente continua que se utiliza para medir resistencias de valor medio y que
fue ideado por S. H. Christie el afio 1833 e introducido por C. Wheatstone
en 1843. El esquema de conexién se puede ver en la figura [4.5)

Siguiendo las leyes de Kirchhoff, tomando las dos mallas izquierdas y
derecha del circuito que se debe satisfacer las ecuaciones:

RiLy — Ryly =0, Ryl — RsI, = 0. (4.16)

Este sistema lineal de ecuaciones no puede tener como solucién fisica I1 =
Iy = 0, por ende para que el sistema no tenga solucién trivial el determinante
debe ser cero. Lo cual implica la siguiente relacién entre resistencias:

RiR3 = RyRy. (4.17)

Asi, esta relacién permite determinar el valor de una de las resistencias,
dados los valores de las otras.
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Figura 4.5: Esquema de un puente de Wheatstone equilibrado.En esta si-
tuacion, el galvanémetro indica el paso de una corriente nula.

4.2. Métodos de analisis

En un circuito con sélo fuentes y resistencias, la combinaciéon de la ca-
racteristica voltaje-corriente de todos los elementos junto con las leyes de
Kirchhoff, da paso a un sistema de ecuaciones linealesﬂ Los siguientes son
los dos métodos usados comtinmente para encontrar estas ecuaciones.

El Método de Corrientes de Malla (MCM) aplica la LVK en cada malla
del circuito. Para cada malla se define una corriente que completa un lazo
cerrado. Aunque no es estrictamente necesario, es conveniente definir todas
las corrientes de malla en el sentido de las agujas del reloj. Cuando una
rama del circuito es compartida por dos mallas, la corriente a través de esa
rama es la suma considerando el signo de las corrientes de malla respectivas.
Una vez que se definen las corrientes, se aplica la LVK para cada rama,
obteniéndose un sistema de n ecuaciones lineales, donde n es el nimero de
mallas en el circuito.

Método de corriente de malla Para el circuito que sigue y usando MCM,
encontrar las ecuaciones necesarias para encontrar todas las corrientes de
malla.

2Este método se puede generalizar cuando aparecen otros componentes como inducto-
res, capacitores, etc.

M. en C. Youssef Sarkis Mobarak 172



Electromagnetismo I 4.2. METODOS DE ANALISIS

Aplicando LVK y ley de Ohm en cada malla se obtiene

’UA—URl—URQIOZ>UA—R1i1—R2(i1—i2)20
URQ—URg—UB:0:>R2(Z'1—Z'2)—R31'2—1)B=0.

El Método de Voltaje de Nodos (MVN) aplica la LCK en los nodo del
circuitos. En forma arbitraria se define uno de los nodos del circuito como
nodo de referencia. Luego, para cada uno de los nodos restantes se define
un voltaje entre el nodo y el nodo de referencia. Usando estos voltajes, se
aplica la LCK en cada nodo, obteniéndose un sistema de n — 1 ecuaciones
lineales, donde n es el niimero de nodos en el circuito.

Método de voltaje de nodo Para el circuito que sigue y usando MVN,
encontrar las ecuaciones necesarias para encontrar todos los voltajes de nodo.

Aplicando LCK y ley de Ohm en cada nodo, y LVK en los casos parti-
culares de v1 y v4 se obtiene

V2 — U1 V2 Vg — U3

Ry Ry R3

V3 — Vg U3 V3 — V4
R3 Ry Rs
v = VA

=0

=0

Vg4 = VB-

4.2.1. Equivalente Thévenin

El equivalente Thévenin permite representar una red de multiples
elementos por tan sélo una fuente de voltaje en serie con una resistencia.
Dado un circuito, esta red equivalente se encuentra realizando los siguientes
paso. Primero se definen dos subredes A y B, tal que estas subredes estan
conectadas a través de un par de terminales. Defina el voltaje de termina-
les abiertos v, como el voltaje que apareceria entre estos dos terminales
de la red A si la red B se desconectara. Luego “apague” todas la fuentes
independientes—es decir, reemplace todas la fuentes independientes de vol-
taje por un cortocircuito, y todas las fuentes independientes de corriente
por un circuito abierto—y calcule la resistencia equivalente entre los dos
terminales de la red A bajo estas condiciones. Llame a esta resistencia equi-
valente Ryj. La red Thévenin equivalente esta dada por una fuente de voltaje
de valor V;;, en serie con una resistencia de valor Ry,.

Equivalente Thévenin Encuentre el equivalente Thévenin de la red co-
nectada a la izquierda de los terminales 77 y T5.

Si se desconecta Ra, el voltaje entre los terminales T y Ts esta dado por
el divisor de voltaje

Ry

=2y,
R+ Ry A

Vth
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Al apagar la fuente de voltaje V4, la resistencia equivalente de la red conec-
tada a la izquierda de los terminales esta dada por la conexién en paralelo
de R1 y Ra:

Rip, = R1 || Ra.

4.3. Ley de induccién de Faraday

Faradayﬂ encontré experimentalmente (1831) que si el flujo magnético
a través de una espira cerrada varia en el tiempo, se induce una
corriente sobre una espira. Si el flujo es constante, se observa que la
corriente desaparece. La ley de Faraday se escribe como

d¢

— 4.18
=4 (418)

€ind = -K

donde ejpq es la fuerza electromotriz (f.e.m.) inducida en la espira. El signo
menos describe la direccién de la corriente inducida, dada por la ley de
Lenz. Aqui K es una constante que depende del sistema de unidades usado.
En el Sistema Internacional es una cantidad adimensional, que determina-
remos mas adelante.

En términos de campos, se genera un campo eléctrico E que es el que
hace mover las cargas en la espira, es decir,

]f B -dl = ena. (4.19)
oS

Con esto, podemos escribir (4.18) como

7{ B.di= —Kd/é-dg. (4.20)
oS dt Js

En general, la superficie puede variar en el tiempo. Si éste no es el caso, y
S es constante, entonces podemos deducir que

VxE=-K—. 4.21
5 (4.21)
Considere ahora el caso en que la espira se mueve rigidamente, es decir,

que la velocidad de los puntos de la espira es independiente de la posicién
(puede, sin embargo, depender del tiempo). Entonces el cambio del flujo por

3Michael Faraday (1791-1867): fisico y quimico britdnico.
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la superficie, entre los tiempos t y t + dt, puede calcularse como sigue:

A = B(t+dt) — () (4.22)

= / Bl(f + vdt, t + dt)dSZ — / Bz(f, t)dSl (4.23)
S(t+dt) S(t)

_ / [Bi(Z, 1) + dt v; 9, Bi(Z,t) + dt 8,By(7,1)] dS; — / Bi(7(#)28)
S(t+dt) S(t)
— / [BA(Z,) + dtv; 9;Bi(T,t) + dt 0, Bi(%, 1)] dS; — / Bi(Z,1)dS; (4.25)
S S
— dt / [v; ;By(7, 1) + 8,By(7, 1)) dS;. (4.26)
S

En la pentltima igualdad usamos el hecho que el elemento de superficie d.S;
sobre la superficie S(t) y S(t+ dt) son iguales, ya que la superficie se mueve
rigidamente (es decir, con igual velocidad en cada punto). Asi obtenemos
que

dd S S

& = /S [0; 0;Bi(7, 1) + 8.By(7. 1)) dS;. (4.27)
Usamos ahora la identidad (asumiendo que la velocidad es un vector cons-
tante)

Vx (§xB)=9V-B—(¢-V)B, (4.28)

y laley (V- B = 0) (que suponemos vélida incluso en el caso dinamico) para

reescribir (4.27)) comcﬁ

dd
% = ,/S [atBZ + Eijkaj (EklmBlvk)] dSZ (430)
= / 0:B; dS; —l—]{ EijkBjUk dz; (4.31)
S oS
0, en notacioén vectorial,
do OB - N o
— = — -dS — Uvx B)-dL. 4.32
dt s Ot 99 (U x ) ( )

Apliquemos estos resultados para comparar la descripcién, respecto a
dos sistemas de referencia inerciales (SRI’s), del fenémeno de induccién de
corriente en una espira debido a la variaciéon de flujo magnético. Primero, en

*Vamos a usar indefinidamente para ahorrar notacién el tensor de Levi-Chivita (ver
capitulo 1), el cual se define como ¢;;; = 1 si (ijk) es una permutacién par y —1 si
(ijk) es una permutacién impar en otros casos el tensor es cero. Esto permite escribir
axb= gijkajbréi. Y el rotacional como V x (Z) = £;;10;(2z1)é1.Algunas propiedades
bésicas son las siguientes:

imn mge n nem imn i ijk
EijkE = (5j 5k —5j 6k 5 EjmnE = 2(53' 5 €¢jk€J = 6. (429)
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el SRI K en el que la espira estd en reposo y el magneto se mueve tenemos
que en cada punto del espacio el campo magnético B dependeré del tiempo,
por lo que se inducird un campo electrlco de acuerdo a . Este campo
eléctrico ejercera una fuerza F = qE sobre una carga ¢ en la espira, que
consideraremos inicialmente en reposo.

Por otro lado, en un SRI K’ con velocidad relativa ¢ respecto a K (de
modo que en K’ el magneto estd en reposo) la corriente inducida es debido
al movimiento de la espira. Si en este SRI el campo magnético es B’ (z),
no existe campo eléctrico inducido puesto que OB’ /ot = 0. En este SRI la
corriente inducida se describe integramente debido a la fuerza de Lorentz
ejercida por el campo magnético sobre las cargas en la espira, que ahora
se mueven con velocidad —v. La fuerza que actia sobre la carga es ahora
Fz = —qU X B Ademas, la f.e.m. estd dada, usando el resultado
aplicado a este caso, asi como la ley de Faraday , por

Cha =K § (7% B')-dl. (4.33)

Ya que K y K’ son SRI’s, la aceleracion, y por tanto la fuerza que actia
sobre la carga (1n101almente en reposo en K ), son necesariamente iguales.
De lo anterior, es decir F Fq, vemos que esto solo es posible si el campo
inducido es dado por

E=-0xB. (4.34)

Ademas, la f.e.m. debe ser la misma, ya que la corriente inducida lo es, por
lo que

Eind = Elnas (4.35)
E-dl=-K¢ (txB)-dl. (4.36)
oS

Usando ahora (4.34]) en el lado izquierdo obtenemos

_fas (7 B) - df = K 3 (7 B) - df. (4.37)

Esta relaciéon implica que la constante K debe tener, en el Sistema Interna-
cional de Unidades, el valor K = 1.
De esta forma, la ley de Faraday adopta la forma

L . d [ - .
?{ E.-dl=—-—— | B-dS (4.38)
aS dt Js
o, en forma diferencial:
- . 0B
VXE=——. 4.39
x T (4.39)
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Acoplamiento minimo

Otra forma de deducir la ley de Faraday, es por medio de extender el
acoplamiento minimo por medio del potencial vectorial A(Z,t) que ahora
dependerd también del tiempo. De esta forma tenemos que para un sistema
electromagnético la fuerza debe ser,

A+ A Lo
= PR Gy, 95, (4.40)

desarrollando la derivada dA(Zt)

4> y usando las mismas identidades que en la
ecuacion [3.17] se llega

. L oA L
F:qﬁxB—qque—qE:qﬁxB—i-qE. (4.41)

Asi podemos identificar que ahora el campo eléctrico tiene la forma

. .. 04

E = —nge - E, (442)
lo cual implica que al sacar el rotacional de este campo ya no es cero, sino que
resulta: V x E = _8(V8:A) = —%—?. Donde en el dltimo paso hemos supuesto

V - B = 0. De esta manera vemos que el acoplamiento minimo sigue siendo
consistente con la electrodinamica de los campos eléctricos y magnéticos.

4.3.1. Energia del campo magnético

Consideremos ahora una espira por la que circula una corriente I y el
campo magnético que ella misma produce. Si I no varia en el tiempo, no exis-
te fem inducida ya que el flujo magnético por la espira permanece constante
(suponemos una espira fija, en reposo). Calcularemos la energia necesaria
para cambiar la corriente I y el correspondiente campo magnético B en
una pequena cantidad. Durante el intervalo de tiempo dt en que la corriente
cambia en dI y el campo magnético en dé, se genera un campo eléctrico
inducido y su correspondiente fem ¢ (que en general se superponen al campo
y fem que mantenian la corriente I fluyendo originalmente). Este campo in-
ducido intenta reducir el cambio de la corriente. Para esto, el campo realiza
trabajo sobre las cargas en movimiento en la espira.

Dividiremos la curva en elementos de longitud dl = dv t, en los que existe
una carga dq = A\d¢. El vector unitario f est4 definido de modo que dl tiene la
orientacién estandar respecto al vector normal 7 a la superficie que encierra
la espira. El campo eléctrico E ejerce trabajo sobre las cargas dg. En un
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intervalo de tiempo dt el trabajo realizado sobre las cargas dq es entonces

dgE - dl = (AdO)E - (Tdt) (4.43)
= (AO)E - (vi)dt (4.44)
= (\W)E - (de?) dt (4.45)
= I(E - d0) dt (4.46)

Aqui hemos identificado la corriente I = Av sobre la espira, y tomado en
cuenta que ¥ = vt. Por lo tanto, el trabajo total realizado por el campo sobre
las cargas de la espira, en el intervalo de tiempo dt, es dado por

aw j'{ dq B - di (4.47)
C

.y jf (B - di) dt (4.48)
C

— Iedt (4.49)
dd

L 4
y (4.50)

— _1do. (4.51)

A partir de este resultado vemos que la energia (proveniente de fuentes
externas) necesaria para cambiar el flujo magnético en una cantidad d®, en
un sistema con una corriente I es dada por

(4.52)

En otras palabras, un cambio en el valor de la intensidad de campo B
requiere invertir energia. En cierto sentido, la ley de Faraday establece
una cierta “inercia” en el campo magnético, ya que un sistema de cargas
y campos tiende a “resistirse” al cambio del valor del campo (y su flujo).
Esto implica ademés que es necesario asociar una energia a una cierta
configuracién de campos y corrientes, puesto que es necesario invertir
energia para establecer estas corrientes y sus campos asociados. Para evaluar
esta energ1a reescribiremos (4.52)) Yy usaremos el teorema de Stokes para
o= [ B-dS = |, S VxA-dS= $c A dI: 1a energia 6U necesaria para variar
el potencial vectorial A( ) de un sistema de corrientes y campo magnético
en 0A(z) es dada por

SU =T f A dl (4.53)
C
= 7{ SA-1dl (4.54)
C
= / §A - Juxt dV. (4.55)
.
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En el dltimo paso hemos usado la relacion I = [g J-dS para reescribir la
energia en términos de una integral de volumen de la densidad de corriente.
Note que la corriente inducida es en general corriente “externa” o de “con-
ducciéon”, por lo que hemos explicitado en el tltimo término la densidad de
corrientes externas th. Ademas, usando la ley de Ampeére para la excitacion
magnética , podemos escribir

oU :/ (SAZ €ijk (8]Hk) dVv (4.56)
V/
= i [ 10(H6A) — Hi(03049)] dV (457
V/
= 5ijk% Hk(SAl de - Eijk:/ Hk(ajéAz) av (4.58)
6V/ V/
— 0+ / Hy ei(0;6 A1) AV (4.59)
V/
- / H,, 6B, dV. (4.60)
V/

Aqui hemos extendido el dominio de integracién a un volumen V' — Rj3,
es decir, a todo el espacio, usado el teorema de Gauss y considerado que la
integral de superficie se anula en el infinito. Con esto, obtenemos la siguiente
expresién para la energia requerida para cambiar la induccion magnética de
un sistema en 6B (z):

—

oU = . H(z)-6B(x)dV. (4.61)

Note la similitud entre las expresiones y con los resultados
(2.254) y (2.256) para la energia almacenada por un campo eléctrico, res-
pectivamente.

Similarmente a lo discutido en el caso eléctrico, la energia total re-
querida para aumentar el campo magnético de un sistema desde
cero hasta un valor final B es

1 — —
U= / N(x) 8By (x) AV, (4.62)
0 JR:

donde B}(x) es el valor de la induccién magnética correspondiente al caso
en que la excitacién magnética tiene un valor H A(z) igual a una fraccién A
de la excitacién magnética final, es decir, Hy(z) = AH,(x) .

En el caso de un medio magnético lineal, tendremos que EA(x) =
A B(z) y por lo tanto 6By (z) = d\ B(z), y entonces

U=21[ A@) Ba)av (4.63)
2 Jp3
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o0, alternativamente,

1 — —
U A Jav. (4.64)

:§R3

Usando (4.63) podemos escribir la energia almacenada en un sistema
de campo magnético (y corrientes) como la integral de una densidad de
energia magnética

U= [ up(z)dV, wup(z)==H(z) Bz). (4.65)

1
R3 2

En el caso particular de medio lineales e isétropos la densidad de energia
magnética se reduce a

un(e) = B A () = 21/?2(3”)' (4.66)

4.4. Circuitos de corriente alterna

Las senales de corriente alterna se caracterizan por ser sefiales depen-
dientes en el tiempo. Esto nos permite anadir la ley de Faraday al anélisis de
circuitos, ya que si tenemos una corriente que depende del tiempo entonces
existird un flujo magnético sobre un elemento del circuito de tal modo que
este flujo exija una energia magnética dada y por ende contribuya a la caida
del potencial del circuito.

A este fenémeno se le conoce como auto inductancia de un circuito y
esta determinado por la ley de Faraday:

) ®dI I
do _ _dvdl__,d (4.67)

V=—w~"aa- Ta

Al término L se le conoce como la inductancia del circuito y depende de
la geometria de este y de sus propiedades constitutivas.

4.4.1. Circuito RL

Si se conecta una resistencia en serie con un inductor cargado, se obtiene
un circuito RL de primer orden, como el ilustrado en la Figura [£.6] En este
caso, para poder encontrar la ecuacién diferencial del circuito (sin fuentes),
se utiliza la Ley de las tensiones de Kirchhoff, dada por la ecuacién , la
Ley de Ohm, dada por la ecuaciéon , y la ecuacion de la tensién

en el inductor.

M. en C. Youssef Sarkis Mobarak 180



Electromagnetismo I 4.4. CIRCUITOS DE CORRIENTE ALTERNA

R L

Figura 4.6: Esquema de un circuito RL.

UR(t) + vL(t) 0 (4.68)
vR(t) = —UL(?) (4.69)
iR — —Ld;(tt) (4.70)

De modo que se obtiene la ecuacién diferencial (4.71)), muy similar a la
ecuacion (4.99) estudiada anteriormente.

di(t) R
—i(t) =0 4.71
2+ Zilt) (471)
En este caso, se utilizard otro método posible para resolver la ecuacion
diferencial. Se trata de la técnica de proponer una solucién posible, de acuer-
do a la forma de la ecuacién.
Se propone una solucién de la forma i(t) = Aest, de modo que la derivada

de la funcién sera dil(tt) = Ase’’. Reemplazando en la ecuacién 1) se
obtiene el polinomio caracteristico de la funcién, dado por la ecuacion (4.73]).

Ase’t + %Ae“ =0 (4.72)
R
Aet <s + L) =0 (4.73)

La igualdad debe cumplirse para cualquier valor de ¢, de modo que no
tiene sentido que Ae®® = 0 y obligatoriamente s+ % = 0, de donde se obtiene
—_R
que s = — .
Ademas, resulta evidente que s = %, de modo que en este caso el coefi-
ciente 7 del circuito es 7 = %. Finalmente la solucién sera la expresada en

la ecuacién (77).

i(t) = (Loe™"% ) u(t) (4.74)
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A medida que la resistencia aumenta, el decrecimiento de la corriente
se hace mas lento, de modo que su comportamiento se aproxima al de una
fuente de corriente.

Si consideramos un circuito de corriente directa a potencial constante
Vg que se conecta a un circuito con una inductancia L y una resistencia R,
aplicando las leyes de Kirchhoff se obtiene la siguiente ecuacién,

dl
LE—FIR:VO, I1(0)=0 (4.75)
cuya solucién es I(t) = %(1 — e /L) Esto demuestra que un inductor
se comporta como una resistencia que depende del tiempo, la cual es infinita
en t = 0 y tiene el valor asintético a R.

4.4.2. Circuito RLC serie sin fuentes

Recorriendo la malla del circuito planteado por la Figura [£.7] es posi-
ble obtener la ecuacién (4.76)), que es la ecuacién integro-diferencial que
caracteriza a la corriente del circuito.

R L C

|1
1r

Vs

Figura 4.7: Esquema de un circuito RLC.

di(t)
dt
Para poder resolver esta ecuacién, se derivan ambos miembros, de ma-
nera que se obtiene una ecuacién diferencial ordinaria, lineal, de coeficientes
constantes y de segundo orden.

oty =LY 4 é /0 Li(r)dr 4+ vo(07) + Ri(t) (4.76)

2
o(t) = 1.2 dqtgt) + éq(t) + Rd‘il(:) (4.77)

4.4.3. Respuesta a las condiciones iniciales

Si no hay excitacion de fuentes (v(t) = 0) la ecuacién diferencial (4.77))
pasa a ser la ecuacion homogénea (|4.78]).

d?q(t Rdq(t 1
dtg ! I d(t) + i =0 (4.78)
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Para resolver esta ecuacién, se propone una solucién de la forma ¢(t) =

. , t . 7

Ke*t, de modo que la derivada sera dzl—(t) = Kse®! y la segunda derivada seré
Cq(t) _ fr2pst
az ‘

Reemplazando estos valores en la ecuacién homogénea, se obtiene la
ecuacion (4.79), a partir de la cual se puede obtener el polinomio carac-
teristico de la funcién, dado por la ecuacién (4.80)).

1
szKeSt—i-%sKe“—i—ﬁKeSt = 0 (4.79)
R 1
Ke'' (*+—s+— ) = 4,
e (s —i—Ls—i-LC) 0 (4.80)

El polinomio caracteristico tiene que anularse para cualquier valor de .
Es necesario, entonces, encontrar las raices del polinomio.

R R\? 1
31,2 = —ﬁ + (M) — ﬁ (481)

La solucion del circuito dependeréd de los valores que tomen R, L y C.
Las diferentes combinaciones de valores dentro del discriminante determinan
tres posibles casos, que se estudian a continuacién.

2
¢ . (B 1
[Caso 1] Raices reales: (2L) > 1o
Cuando el valor del discriminante es positivo, se obtienen dos raices reales
y negativas. De modo que la solucién serd de la forma q(t) = Ae®'! + Be2t.
Son dos exponenciales negativas, tienden a cero cuando t — oo.
Teniendo en cuenta las condiciones iniciales para ¢(t) y d'zi—(tt), se pueden

obtener los valores para A y B.

i(0) = A+B (4.82)
—2(0) = As;+ Bsy (4.83)

2
[Caso 2] Raiz doble: (%) = 7

Cuando el discriminante es nulo, se obtiene una raiz doble y negativa,
de valor 51 = s9 = —%. En esta situacién, una solucién de la forma g(t) =
Aef1l + Btes! satisface la ecuacién diferencial.

Del mismo modo que en el caso anterior, serd necesario conocer los valo-
res de las condiciones iniciales para la funcién y su derivada para encontrar
los valores de A y B.
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i(0) = A (4.84)

df;tt)(()) = As +B (4.85)

. . RY? _ 1
[Caso 3] Raices complejas: (i) < 1o

Cuando el valor del discriminante es negativo, las raices obtenidas son
complejas conjugadas. La parte real de las raices serd negativa.
_ R 2 _ 1 . i
Se define 0 = 57 v wj = 75- De forma que se puede escribir la ecuacion

(4.81)) como la ecuacién (4.86)).

81,2 = —0 + \/02 — w% (4.86)

Se define W?z = 02 — w2, con lo que se tiene que las raices conjugadas son
$1=—0+jwqy S2 = —0 — jwq.

Si se propone una solucién de la forma q(t) = Aes! + Be®2!, se puede
operar con los coeficiente definidos.

q(t) _ Ae(—0'+jUJd)t +B€(_U_jwd)t (487)
a(t) = et (Aett 4 Beieat) (4.88)

El valor de la corriente no puede ser complejo, de modo que los coefi-
cientes A y B deben ser nimeros complejos conjugados que permitan que
una vez realizada la operacién ¢(t) € R. Se define, entonces, A = Kr + jK;
y B = KR - ]Kz

t

q —ot ((KR +jK;)e’ ! + (Kg — jKi)e_jwdt)

(4.89)

q(t —9t (K (et + e_]“’dt) + j K e/t — e_j‘“dt)) (4.90)
(4.91)

(4.92)

—ot

(
(
(t KR2cos(wgt) + K;2sin(wqt))
q(t) = e_"t K cos(wgt) + Ko sin(wqt))

Se trata de una funcién exponencial que modula la suma de dos funciones
sinusoidales. Siempre que se trate de un caso de raices conjugadas se puede
proponer como una solucién de la forma de la ecuacién , o bien una
solucién de la forma de la ecuacién .

(
(

q(t) = e 7" A cos(wgt + ) (4.93)

Ko
Para pasar de la primera expresién a la segunda, se toma v = arctan e

y A=K+ K32.
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Al igual que en los casos anteriores, es posible encontrar los valores pa-
ra K1y Ko (0o K1y 7y si se prefiere la segunda expresion), utilizando las
condiciones iniciales de la funcién y su derivada.

i(0) = K (4.94)
%(0) = —0K;+wiks (4.95)

4.5. Circuitos con condiciones iniciales no nulas

Se trata de circuitos que no tienen fuentes interiores (con excitacién nula)
excitados tinicamente por las condiciones iniciales de los elementos.

Estos circuitos tendran ecuaciones diferenciales homogéneas.

4.5.1. Circuito RC

Si se conecta una resistencia en paralelo con un capacitor cargado, se
obtiene un circuito RC. En este caso, utilizando la Ley de Kirchhoff de
las corrientes, dada por la ecuacion , la Ley de Ohm, y la ecuacion
de la corriente del capacitor, se puede llegar a la ecuacién diferencial que
caracteriza al circuito.

ir(t)+ic(t) = 0 (4.96)
in(t) = —io(t) (4.97)
o(t) du(t)

La ecuacién caracteristica de este circuito RC, entonces, estara dada por

la ecuacién ((4.99)).

+—=5=0 (4.99)

Una. vez obtenida la ecuacién diferencial, es necesario encontrar la solu-
cién de la ecuacion por los métodos estudiados en Anélisis Matemético para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.

A continuacién, se resuelve esta ecuacion ((4.99) paso a paso.
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d‘;it) _ _7;_{(2 (4.100)
Civ(gt)) - —% (4.101)
/‘i”(it)) = —Rlc/dt (4.102)
no(t) = —%+K (4.103)
v(t) = e retE = ¢Kemre (4.104)
v(t) = Ae me (4.105)

Para poder determinar el valor de la constante A es necesario utilizar
las condiciones iniciales del circuito. Si, por ejemplo, la carga inicial del
capacitor es Vp, se tiene que v(0) = Ae® = A = V{, de modo que la solucién
del circuito sera la expresada por la ecuacién .

o(t) = (Voe™ 7 ) u(t) (4.106)

A medida que la resistencia aumenta, el decrecimiento de la tensién se
hace mas lento, de modo que el comportamiento del circuito se acerca al de
una fuente de tensién.

En este caso, RC' es la constante de tiempo del circuito, usualmente
denominada 7. Esta constante de tiempo representa el instante para el cual
la diferencia de potencial del circuito se reduce un 36,8 % del total. Ademas,
se considera que una vez transcurridos 57, el circuito llega a su condicién de
estabilidad,en este caso v(t) = 0, toda la energia almacenada en el capacitor
se ha perdido en forma de calor.

4.5.2. Generalizaciones

Si el circuito tuviera mas de un resistor, el procedimiento para encontrar
la funcién de la tensién o de la corriente seria idéntico. La tnica diferencia
seria que en lugar de utilizar el valor R de la resistencia, se utilizaria el valor
Ry de la resistencia equivalente del circuito.

Teniendo en cuenta la constante 7, toda funciéon cuya ecuacién dife-

rencial tenga la forma: dfd—(f) + @ = 0, tendra una solucién de la forma:

f(t) = Foe™ .

Siempre que un circuito tenga un solo capacitor o un solo inductor,
tendrd el comportamiento de un circuito de primer orden. Si el circuito
tiene mas de un capacitor o inductor, pero pueden simplificarse mediante el
equivalente serie o paralelo, también serd un circuito de primer orden.
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4.6. Circuitos con condiciones iniciales nulas

Se trata de circuitos en los cuales no hay carga en los inductores ni
capacitores, sino que estan excitados por fuentes.

En estos circuitos la ecuacién diferencial de una determinada funcién
no es homogénea. Para poder resolver la ecuacién, entonces, serd necesario
resolver la ecuacién homogénea, luego la particular y finalmente sumarlas
para obtener la total.

El Cuadro indica las soluciones particulares que deben proponerse
ante una determinada excitacion.

Excitacion Solucién Particular
A K
At Kit+ Ky
(At + B) Kit + Ko
At2 K1t2—|—K2t—|-K3
Asin(wt) | Kjsin(wt) + Ka cos(wt)
Acos(wt) | Kjsin(wt) + Ka cos(wt)

Cuadro 4.1: Soluciones particulares para proponer.

En nuestro caso usaremos las funciones sinusoidales, ya que estas pue-
den servir como base para aproximar (series de Fourier) cualquier funcién
continua.

4.6.1. Circuito RLC

Si al circuito RC estudiado anteriormente se conecta una fuente de vol-
taje, se obtiene un circuito como el ilustrado en la Figura [4.7

Proponemos como fuente una funcién periddica V(t) = Vcos(wt), lo
que lleva a proponer como solucién de la ecuacién inhomogenea ¢(t) =
K sin(wt) + Ko cos(wt).

Al reemplazar en la ecuacién diferencial y agrupando las constantes que
multiplican a los senos y cosenos, se obtienen las relaciones:

Rw 9 1
Klf + Ko (—w” + ﬁ) =W/L, (4.107)
Rw 2 1
Ko = K="+ 75) = 0.

Elevando al cuadrado y sumando las dos ecuaciones anteriores se obtiene:

V2/L2 V2
K} + K2 = 0 = 0 . (4.108
TR = T Ly (@ (e o Ry (10
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Esto nos invita a definir K = rsen(vy) y Ko = rcos(7y), esto permite
determinar ficilmente las variables r y v encontrando asi la solucion.

. Vo
wy/((Lw = 1/(w0))? + R?)’

Usando la identidad de suma de dangulos del coseno y este tltimo resul-
tado obtenemos como solucién para la corriente

Lw—1/(wC)

7 (4.109)

tan(7) =

o dg —Vo
)= dt  /(Lw—1/(wC))? + R?)
Notase que la corriente y el voltaje de entrada estan desfasados por 7,
lo cual se vera reflejado en la potencia del circuito. Calculamos los voltajes
en el inductor, en la resistencia y en el capacitor, usando las respectivas
férmulas L%, IR, %. Ponemos los resultados en la siguiente ecuaciéon

sen(wt — 7). (4.110)

- b cos(wt —
et l\/((Lw—l/(wC))2+R2) (wt ’Y)[, (4.111)
_ Vo
VR——R [\/((Lw—1/(wC))2+R2)COS(wt—7_7T/2)|"

_ L [ Vo
- wC | /((Lw — 1/(w0))? + R?)

Notase que el voltaje Vi esta desfasado 7/2, lo que nos lleva a asociar
este voltaje junto con los otros voltajes en un plano cartesiano'que gira. A
esto se le conoce como método de fasores de Fresnell. Podemos asociar este
plano al plano complejo y asi definir la impedancia como: Z = R + i(Lw —
1/(w)C).Esto nos puede simplificar el manejo de nuestras ecuaciones, como

Ve

cos(wt — ) l,

i(t) = H ? HIm(e‘“‘”), (4.112)

donde Im representa la parte imaginaria del numero complejo. Esto nos
permite generalizar facilmente nuestro circuito por medio de una ley de
ohm en el caso de dos o mas inductores, capacitores y resistores podemos
definir la impedancia como

.
Z=Ri+ R+ +i((Li+ Lot )= 1/[(Cr4+Cat ) =] Z | € = =
(4.113)

Calculemos ahora la potencia del circuito, usando la relacién P = IV, lo
que nos lleva a

V2
P=27I = ZWsenQ(wt -), (4.114)

M. en C. Youssef Sarkis Mobarak 188




Electromagnetdstho CIRCUITOS CON CONDICIONES INICIALES NULAS

VO(~) 71 Vf

Figura 4.8: Filtro de senal.

tomando en cuenta que el promedio de sen?(z) = 1/2, podemos tomar la
potencia media definiendo un voltaje y por ende una corriente cuadratica
media Vs = % V Lrms = % Estos valores son en efecto los que se miden
directamente (por ejemplo en un multimetro). En términos generales esta
potencia la podemos escribir como

o < cos(wt—7)cos(wt) > o < cos(wt)? > cos()

B/ (e oo e R (e VT e

_ < cos(y) > _ 2 R .
V(Lo = 1/(0O)2+ R T ((Lw = 1/ (wC))? + R?)

Notase que la potencia es minima cuando w? = %, que se conoce como
frecuencia de resonancia del circuito.

Filtros

Como aplicaciéon de lo anterior veremos el concepto de filtro de senal,
el cual se basa en un dispositivo electrénico que nos permita discriminar
ciertas frecuencias. Considérese el circuito de la figura [4.8] y apliquese las
leyes de Kirchhoff considerando I3 = 0 (corriente de salida), resulta

V;znt'rada = I(Zl + 22)7
Visalida = 122, (4.116)

Ventrada _ Z2
Vialida 21+ Z2

Consideremos que Z; = —i/wC'y Z3 = iLw, definamos también w} = 1/LC.
Sustituyendo en la ecuaciéon [4.116] resulta,

F.C UNAM 189



Notas 4. ELECTRODINAMICA Y TEORIA DE CONDUCTIVIDAD

2
Ventrada o w

= 35
Vsalida w? — Wy

(4.117)

notemos que si w — oo el voltaje de salida es igual al voltaje de entrada,
por lo que este dispositivo se llama filtro pasa altas. Ya que permite pasar
frecuencias altas en comparacién con wy. En el caso contrario en donde

Zy = —i/wC'y Z1 = iLw se tiene una ecuacién
2
Ventrada _ Wo (4 118)
Vsalida W(Q) — w? ’ .

lo cual permite pasar solo frecuencias bajas en comparacion con la frecuencia
de resonancia. Consecuentemente a este dispositivo se le conoce como pasa
bajas. También se puede construir un filtro pasa banda o pasa media, si se
ponen los dos filtros en serie, con lo cual la relacién entre voltaje de entrada

y salida es
Vventrada W% w2
= ) 4.119
Vialida W% — w? w? — W(% ( )

La capacidad de filtrado se puede mejorar si se ponen varios filtros en
serie con lo cual la reduccion se vuelve exponencial en funcién del niimero
de filtros colocados. La principal aplicacién de filtros en la industria esta en
la construccion de bocinas en donde se filtran los sonidos agudos, medios
y bajos en tres parlantes distintas. Otra aplicacién del filtro pasa media es
el sintonizador de radio el cual nos permite seleccionar una sola frecuencia
para que esta sea procesada.

4.6.2. Oscilador RC

Un oscilador eléctrico es un circuito capaz de mantener una sefial de
corriente que varia en el tiempo con un periodo caracteristico, por lo general
la senal que se espera es sinusoidal. Por lo general estdn compuestos por redes
de resistencias y condensadores que aprovechan el desfase introducido por la
red, realimentan una sefial en fase con la entrada y provocan de esta manera
la oscilacion de un amplificador que es la realimentacion positiva, de no ser
asi la sefial se amortiguaria. En este apartado estudiaremos con detalle el
oscilador de desplazamiento de fase o oscilador RC.

Analicemos usando las leyes de Kirchhof la malla de la figura[£.9] de don-
de nos interesa saber la relacién entre el voltaje de entrada V; y de salida V,
de forma tal que podamos encontrar la frecuencia de resonancia haciendo
la parte imaginaria igual a cero, con lo que finalmente nos va a llevar a sa-
ber cuanta ganancia de voltaje necesita el oscilador para mantenerse estable
(esta ganancia la suministraria en principio un amplificador).
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I3 12 11
<V, <
Vv, EH

Figura 4.9: Malla elemental de un oscilador RC.

Primero nos fijamos en la malla que solo incluye el voltaje V; y el resistor
R, de donde es obvio que I1 = V;/R. Ahora nos fijamos en la primera malla
que incluye los nodos V; y Vi, por la ley de nodos tenemos I = I; + I’
y por ley de mallas se cumple RI' =V} = V; + xolh = V; — (i/wC)]; =
Vi(1—(i/wRC)). Ahora podemos calcular I5, ya que las corrientes I’ = Vi /R
e I) = V;/R estdn determinadas, Iy = %(2 —i/wRC).

De manera similar podemos calcular V5, usando ley de mallas resulta
RI" =V, =Vi — (i/wC) L = V;(1 — m — —31). Usamos ley de nodos
para calcular Iy = I, +1" = I+ Vo /R = (3 m (W%C)) Finalmente
calculamos V, usando ley de mallas,

| 5 1 6
VO:VQ—(z/wC)Ig:V;(l— CroE oo (wRC)D. (4.120)

De la ecuacioén podemos obtener la frecuencia de resonancia imponien-
do la condicién Im(V,) = 0, lo que resulta en

2 1
6RC

Si ahora introducimos este valor en la ecuacién [4.120] nos dard la condi-
ciéon de ganancia de voltaje requerida para mantener la senal de oscilacion,
que en este caso es % = —29.

K
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4.7. Ejercicios

4.7.1. Reglas de Kirchhoff

Resuelva el circuito mostrado en la figura considerando Vj cons-
tante, Ry = Ro = R3 = R4 =R,y Rs = 2R.

QVX

Figura 4.10: Circuito “puente”.

Solucién: Lo primero a tener en cuenta es que necesitamos tantas ecua-
ciones linealmente independientes como incégnitas en el problema. En este
caso nos pide “resolver el circuito”, esto significa que debemos obtener TO-
DAS las corrientes que circulan a través de él. A saber, tenemos que encon-
trar un total de 6 corrientes: una por cada resistencia y otra que pasa por
.

Para plantear estas ecuaciones utilizaremos las reglas de Kirchhoff:

. Z[ = 0: Para cualquier unién (nodo), la suma de las corrientes en-
trantes y salientes es cero.

. Z V = 0: Para cualquier espira cerrada (lazo) la suma de las diferen-
cias de potencial es cero.

Existen diferentes convenciones para utilizar las reglas de Kirchhoff, por
lo que es conveniente mencionar las que utilizaremos aqui. Para los nodos
se considera que la corriente saliente es positiva, mientras que la entrante
es negativa. En el caso de los lazos tomaremos como positiva una fuente de
voltaje si el sentido del recorrido va de - a + y serd negativa en caso contrario.
Por otra parte, la diferencia de voltaje IR serd negativa si el recorrido del
lazo va en el mismo sentido que la corriente I y sera positiva si van en sentido
contrario.

Dicho lo anterior propondremos el sentido de las corrientes, los lazos y
los nodos mostrados en la figura De los tres primeros lazos obtenemos
las siguientes ecuaciones:

1) Vo — IyRy — I;R5 = 0
2) Vo— LRy — LRy =0
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Figura 4.11: Corrientes, nodos y lazos propuestos para el circuito “puente”.

3) IRy — bRy + I3R3 =0

De manera andloga, tenemos las siguientes ecuaciones para los tres pri-
meros nodos:

a) —Iy+L1+1,=0
b) —Ih—I34+1;=0
C) %—11R1—14R4:0

Notemos que hora tenemos un total de 6 ecuaciones linealmente indepen-
dientes (no se demostrard la independencia lineal) con 6 incognitas, ya que se
considera que R = Ry = R3 = R4 = R, y R5 = 2R. En otras palabras, bas-
ta con resolver el sistema para obtener los valores de I; | j € {0,1,2,3,4,5}

Resolviendo para las corrientes obtenemos que la solucién para este

sistema es I HVOI 6VOI 5VOI 1 Vo TV
1 1. = — = —— _ — _ —_
T BR YT BR TR P BR YT 1BRY
_ 4N
T 13 R’

Es de resaltar que el resultado para I3 es negativo. La razén es que esta
corriente tiene va en sentido contrario al que propusimos.

Finalmente, una manera de comprobar este resultado es mediante un
lazo o un nodo que no haya sido utilizado para resolver el sistema y sustituir
los valores recién encontrados. Para ejemplificar, utilizaremos el lazo 4) de
la figura [4.11] este lazo da la siguiente ecuacién:
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o

’ R
e e LN

Figura 4.12: Ley de Faraday.

I3Rs — 4Ry + IsRs =0

Si hemos encontrado los valores adecuados para las corrientes, entonces
esta ultima ecuacién se debe de satisfacer.

LN g - 7‘/0) (4%) _ Ty By
( 13R><R) (13R B (g )= —gh-ghrgh=0

Con esta ecuacion satisfecha podemos asegurar que hemos resuelto co-
rrectamente el circuito.

4.7.2. Ley de Faraday

Considere un alambre infinito con corriente Iy y un circuito rectangular,
ambos co-planares (figura. El circuito rectangular se aleja en direccion
radial al alambre a una velocidad constante tal su posicién al tiempo t es
r(t) =vot + k | vo, k € RT.

a) Calcule el flujo magnético en la espira rectangular a un tiempo ¢.

b) Calcule la magnitud y la direccién de la corriente en la espira.

Solucién: a) El flujo magnético dentro de una espira cerrada se define
como:

@:/ B-dA (4.121)
A

Para calcular el flujo magnético a través de la espira al tiempo ¢, pri-
mero debemos conocer el campo magnético que la atraviesa en cada punto
al tiempo ¢. Considerando el sistema coordenado como en la figura
HoTo g
2 ’

Suponiendo que alrtiempo t el circuito se encuentra a una distancia r de
la varilla infinita. Sean 7’ € 7,7 + by dr’ un elemento diferencial del circuito
centrado en el punto 7’. Entonces, una diferencial de drea para el circuito es
dA = dr’ dqu. De tal modo que un diferencial de flujo magnético a través del

tenemos que B =
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Figura 4.13: Variables del problema.

o Lo
2w !

r+a
o = /d<I> // OIO —'MOIObln<r+a)
2 r

b) Para calcular la magnitud y la direccién de la corriente en la espira,
usaremos la Ley de Faraday:

circuito es d® = B - dA =
es:

dr'dz Por lo tanto, el flujo magnético total

E-di=-—=¢ (4.122)

Dado que en el inciso anterior fue calculado ® y como r = r(t) = vot +k,
esto resulta en que

d®  polob =z dr  polob —a (v0) = Ho ablyvg
07 Tor (vot + k) (vot + k + a)

dt 27 7"—4"7 dt 27 r(r+a)
T

La Ley de Faraday nos dice que la fem en el circuito es € = T y dado

que la fem no es mas que una diferencia de potencial entonces tenemos que
la corriente a través del circuito es:

9 Ho I() abvo
IE = — = — —
R 27w R (vot + k)(vot + k + a)

Finalmente, para conocer el sentido en el que esta corriente se desplaza,
aplicamos la Ley de Lenz: La fem (o la corriente) inducida siempre tiende
a oponerse o cancelar el cambio que la genera. En nuestro caso, el cambio
se refiere al cambio en el flujo magnético en el circuito a medida que este de
desplaza. Por tanto, para contrarrestar este cambio I. debe de ir en sentido
anti-horario, justo como se ilustra en la figura
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4.7.3. Circuito RCL

Resuelva el circuito de la figura considerando la frecuencia de en-
trada sinusoidal w y la amplitud del voltaje V. Encuentre la corriente total
I, las corrientes I; e I, sus respectivas faces ¢, ¢1 y ¢o, la frecuencia de
resonancia wg y la amplitud de ganancia de voltaje.

|
Vin :: C R @ Vout
|

Figura 4.14: Circuito RCL de corriente alterna.

Solucién: Este circuito se resolverd utilizando el concepto de impedan-
cia. Para conocer I, es necesario conocer la impedancia total del circuito
Z7. Entonces, tenemos 3 elementos en el circuito cuyas impedancias son:

1
Z1 =R, Zy = el y Z3 = jwL, donde j = y/—1. Lo primero que notamos
Jw

es que Z1 y Zo estan en paralelo por lo que podemos obtener la impedancia
equivalente Zj.
1 1 1 ) 1 1+ jwRC
R
(1+ w?R2C?)
Z3 vy Z4 se encuentran en serie por lo que la impedancia total es:

Por lo que Z4 = (1 — jwRC(). Por otra parte, tenemos que

1

Zp = Zs+Z4 = jwL+ m

R .
0 T w2rece) 1 IwRC) =

por lo tanto, su inverso multiplicativo es

1 (14 w2R2C?)”

Zr R+ (L - R°C + W RCLY R+ jw (R0~ L-o*RC°L)|

vs
Por ley de Ohm tenemos que I = %, donde, al ser v, sinusoidal, de
T

frecuencia w y amplitud Vp, tenemos que v;, = Vj cos(wt). De este modo

(1+ w2R202)2 Vo cos(wt) {
[R? + w2 (L — R2C + w?R2C2L)’|

I= R+ jw (RQC L uﬂRQCQLH
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Imol1/71)] _

(mwm%%¢=mmﬁ=mg(1)=M“”[Rdu%0

Zr
i. e.,

R?C — L — w?R*C%L
¢ = arctan | w

R

Si consideramos la norma de Z7 podemos obtener el valor de la corriente
en funcién del tiempo (i(t)) que circularia por todo el circuito.

VR? +w? (L — R2C 4 w?R2C2L)?
(1+ w?2R2C?)

Vs
De tal manera que i(t) = ; Zm|4¢. Notase que al se v;, un valor real,
T

entonces |vj,| = vy,. Por lo tanto,

B (1+w?R2C*HV,
R 4w (L - R2C + w2R2C2L)
_ (1+ R
R 4w (L - R2C +w2R2C2L)

i(t) cos (wt + ¢)

COS

R

( R2C—L— w2R202L>]
wt + arctan [ w

Ahora para calcular la frecuencia de resonancia (wp), recordemos que la
resonancia ocurre cuando el voltaje y la corriente se encuentran en fase. Es
decir, debemos considerar w tal que ¢ = 0, y la Unica forma en que ¢ sea
igual a 0 es que Img(1/Zp) = —Img(Z7) = 0. Entonces,

1
Img (ZT) = wp (320 -L- w§R202L) =0

Por lo que si resolvemos para wg, obtenemos que existen 2 frecuencias
de resonancia y son:

wo1 =0

 [ro-1L
w2 =\ "pecp

Ahora, para obtener la amplitud de ganancia de voltaje necesitamos
calcular primero vy,+ con ley de Ohm, V = IZ. En este caso I se refiere a la
corriente total que acabamos de calcular por lo que I = V{cos(wt)/Z7 y la
impedancia que nos interesa es justamente la debida al pedazo en paralelo,
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es decir, Z4. Por lo tanto, la diferencia de potencial entre la parte en paralelo
es:

t Z

Ve =124 =
z4 4 77 »

R+ w?R?C?)V; cos(wt)
T R2 wQ(L — R2C + WQRQCQL)Q
R = w?RC(R*C - L - R*C?L) + jw(2R*C - L — w* R*C?L)]

De manera andloga que para i(t), podemos encontrar vy (t), siendo esta
Z
Vout (t) = |Vz4| £ P4, es decir, ahora la fase serd ¢4 = arg (Vz4) = arg <Z4) = arg (Z4) —arg (Zr)
T

Es de resaltar que ya hemos calculado todo excepto |Z4| y ¢4, cuyos valores
resultan ser |Z4] = RV1+ w?R?C? y arg (Z4) = arctan(wRC). Por ende,

_ R(1 + w?R*C?)%2V,
VR +w? (L — R2C + w?R2C2L)?

Vout (t)

COS

R

200 _ T, — W2R202
wt + arctan(wRC) + arctan (wRC L wRC’L)]

Consecuentemente, tenemos que la ganancia es:

— Vin Zr| B2+ w2 (L — R2C + w2 R2C2L)?
|Vl winlZa/Zr| | Za] R(1 + w?R2C?)3/?

Es de recalcar que se obtenido el mismo resultado dividiendo la amplitud
de v;, entre la amplitud de voy;.

Por ultimo, procedemos a calcular I; e Iy y sus respectivas faces ¢; y
¢9. Entonces, por ley de Ohm,

[ =Yz _ Vo
A R
Vv, .
12:%:‘/24(]&}0)
2

En consecuencia, las faces son:

¢1 =arg (1) = arg (Vzy) —arg(R) = ¢4 — 0
R2C - L — w2R2C2L>

= arctan(wRC') + arctan <w 7
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¢1 = arg (I2) = arg (Vz4) + arg (iwC) = ¢4 + %

R2C - L — w2R202L>

= g + arctan(wRC') + arctan (w 7

Finalmente, tenemos que las corrientes i (t) e ia(t) son:

(1+w?R2C*)3?V)
VR? +? (L — R2C + w?R2C2L)?
R:C — L — w2R26‘2L>]

i1(t) = |I1|Z¢1 =

COS

R

wt + arctan(wRC') 4 arctan <w

WRC(1 + w?R2C?)3/2V},
VR? +u? (L — R2C + w?R2C2L)?
R?C — L —w?R?C*L
R

ia(t) = |l2| Lo =

COS

wt + g + arctan(wRC) + arctan (w

Propiedades ttiles

Algebra de nimeros complejos
Sean z1 y zo dos ntmeros complejos, tal que, z1 = 21+ jy1, 20 = Ta+jys
donde j =+/—~1y x1, 22, 1y y2 € R.

w2y 20 = (1 £ w2) + j(y1 = y2)
» 2122 = (2172 — Y1y2) + j(@2y1 + T1Y2)
= i =21 =71 — ju
o =zt = a3
o [z122] = |21]]22]

Z1 1

. = —w—— [(T122 + y1y2) + j(T2y1 — T1Y2
S il )+ )

*
1 z]
o« —

Z1 - ’21‘

» arg(z;) = arctan (yl)
x1

o arg(z122) = arg(z1) + arg(z2)
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Arcotangente
Sea z € R.

» arctan(—z) = — arctan(x)

tan(z) + arct (1> m
m agrctan(x arctan { — = —
€T 2
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Ecuaciones de Maxwell

“La ignorancia consciente es el preludio de todo avance real en
la ciencia. ”

— James Clerk Maxwell

Hasta el momento,

V-D=p, (5.1
V-B=0, (5.2
VxH=J, (5.3
. - 0B

E=-2", 4
V x B (5.4)

Note que aqui hemos suprimido, para no recargar la notacién, la designaciéon
“ext” en la densidad de carga y corriente externa.

Vemos que 1) implica V-J= 0, que es una condicién que no es valida
en general, sino que sélo en los casos, de acuerdo a (3.9), en que dp/9dt = 0.
Esto lleva a pensar que (al menos) la ecuacién (5.3)) no es vilida en el caso

dindmico mas general en el que las densidades de carga y corriente, y por lo
tanto los campos eléctricos y magnéticos, varian en el tiempo.

Maxwel]ﬂ (1861) generaliz6 la ecuacién (5.3 de modo que sea compatible
con (5.1) y la ley de conservacion de la carga eléctrica, es decir, con la
ecuacién de continuidad (3.9)). Usando ((5.1]), que suponemos por tanto valida

! James Clerk Maxwell (1831-1879): Fisico escocés.
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en el caso general, podemos escribir (3.9) como

_ O s 7
0 = 5 +V-J (5.5)
0 /o o\ = -
= a(v-D)+v-J (5.6)
= V. 8—?+f (5.7)

De aqui vemos que en el caso de corrientes generales (no-estaticas), J tiene
divergencia no nula, pero la combinacion J+0D /Ot siempre tiene divergencia
nula. A partir de esta observacién, Maxwell postulé que el lado derecho de la
ecuacién debia ser reemplazada por la combinacion J+0D /Ot. En otras
palabras, Maxwell postulé que a la densidad de corriente deberia agregarse
el término 9D /0t, llamado corriente de desplazamiento.

Con esto, las ecuaciones de Maxwell adoptan la forma:

VD =p, 5.8
V-B=0,
. - - 9D

H=J+>2> 1
V x J 5 (5.10)
. . 9B

E=-= 5.11
V x Fy ( )

Estas ecuaciones son completadas con las relaciones constitutivas entre
Ey D,y entre By H, asi como con la expresién de la (densidad de) fuerza
de Lorentz:

—

f=pE+JxB. (5.12)

5.0.1. Paridad

La paridad la podemos definir por medio de una reflexion ¥ — —& sobre
las coordenadas cartesianas de una magnitud fisica. Sea ¢(Z) la magnitud
fisica de interés, entonces podemos definir el operador de paridad como:

P(g(Z) = g(—1). (5.13)

Es claro que este operador cumple con la propiedad p? = 1, es decir es

un operador idempotente. Podemos entonces clasificar a los elementos de un

espacio vectorial por medio de este operador, es decir, impondremos que los
elementos de una base lineal tengan los valores propios de P.

Es facil ver que los valores propios del operador paridad son 1. Esto
nos dice que podemos clasificar los elementos de un espacio vectorial de dos
formas: vectores y pseudo-vectores. Los primeros les asignamos el valor
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propio —1 y a los segundos el 1. En otro forma de decirlo si el operador
P actiia sobre un campo vectorial F(Z) y resulta PbarF (&) = —barF (),
entonces decimos que el campo vectorial se comporta como un vector. De
forma analoga para el pseudo-vector.

En fisica tenemos varios ejemplos de vectores tales como: el vector po-
sicion, velocidad, fuerza etc . También los pseudo-vectores tales como: la
torca, la velocidad angular, etc. También podemos clasificar a los operado-
res vectoriales, como el rotacional y el gradiente como vectores.

También podemos hacer una clasificacién semejante para funciones esca-
lares. Como por ejemplo el producto escalar es un pseudo-escalar y el triple
producto vectorial es escalar. Ahora es claro que para conservar la simetria
de paridad, solo podemos sumar vectores con vectores y pseudo-vectores con
pseudo-vectores. Ya que si combinamos una suma de vectores y pseudo vec-
tores, es facil demostrar que esta suma no es compatible con ningin valor
propio del operador paridad.

Con esto en mente podemos ahora ver si podemos anadir esta clasi-
ficaciéon al electromagnetismo. Es decir preguntarnos si las ecuaciones de
Maxwell respetan paridad.

Analicemos el caso del campo eléctrico el cual lo definimos a partir de
la ley fundamental de coulomb, de ahi nos extendimos hasta la ley general
de Gauss. Es claro que la ley de Coulomb es un vector, es decir, PE =—E.
Para los campos magnéticos tenemos lo contrario, ya que por ley de lorentz
la fuerza es un vector, al igual que la velocidad, esto implica que el campo
magnético debe ser un pseudo-vector.

Obsérvese que las ecuaciones de Maxwell respetan el operador paridad
(donde la corriente J es un vector). De aqui podemos afirmar que el elec-
tromagnetismo es invariante bajo paridad, lo que nos indica que la electro-
dindmica debe ser la misma detras de el espejo. Si quisiéramos anadir un
monopolo magnético, deberiamos anadir a la ley de Faraday una corriente
magnética Jo, la cual por definicién debe ser un vector. Al hace esto ob-
sérvese que se estaria sumando un vector a un pseudo-vector en la ley de
Faraday, lo cual viola paridad. es decir, la existencia del monopolo magnético
esta vinculada con la violacién de paridad en electromagnetismo.
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Vector de Poynting

Notas 5. ECUACIONES DE MAXWELL

5.1. Conservacion de la energia y Vector de Poyn-
ting

Calculamos el producto escalar de E con la ecuacién 1) Usando
notacién tensorial, obtenemos:

0D;

Bt
ot

—F; €ijkaij + E;J; = 0. (5.14)

Anélogamente, el producto escalar entre H con la ecuacién 1' implica,

0B;
HZW + HiEijkajEk =0. (5.15)

Sumando estas ecuaciones, obtenemos

0= i8£i+Ha£ — Bieiju0;Hy + EiJi + Higij10; Ex (5.16)
= E a;? + H; a£ + EiJi + eijp (H:i0; Ey, — E;0;Hy,) (5.17)
Eaéz +HaaB + EiJi + ein (H:i0; Ey, + B0, H,) (5.18)

_ 5 aaD +H, 6@ B, + 0,(e u ERHy). (5.19)

En resumen, las ecuaciones de Maxwell ((5.10)) y (5.11]) implican que

- 8D b 83 hd — — — -
E-ZZ4H 4V (ExH+E-J=0. (5.20)

Es ttil definir el vector de Poynting?| como

S:=ExH. (5.21)

En un pequeno intervalo de tiempo dt los campos cambian (en cada punto
fijo del espacio) en las pequenias cantidades dadas por dD = dt (0D/0t) y
dB = dt (0B/0t). Entonces podemos escribir

E-dD+H-dB+V-Sdt+E-Jdt =0, (5.22)

que, integrado en un volumen V' conduce a

/[E-dﬁ+ﬁ-d§}dv+ §.d§dt+/ﬁ-fdvczt:0. (5.23)
1% ov 1%

2John Henry Poynting (1852-1914): fisico inglés. Ver http://es.wikipedia.org/wiki/
John_Henry_Poynting < Esta pagina podria ser mejorada considerablemente,
traduciendo la correspondiente en inglés!. ;voluntarios?
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EkdiroGONSERVACION DE LA ENERGIA Y VECTOR DE POYNTING

Identificamos el dltimo término como el trabajo realizado por el campo
eléctrico sobre las corrientes, es decir, la energia transferida del campo
a las cargas (o viceversa, dependiendo del signo). Ademads, de acuerdo a los
resultados previos (2.256) y la primera integral puede interpretarse
como el cambio total de la energia almacenada en forma de campo
eléctrico y magnético, en el volumen V. Finalmente, interpretamos la
integral de superficie como la energia electromagnética neta que fluye
a través de la superficie V. En otras palabras, interpretamos el vector de
Poynting como la densidad de flujo de energia electromagnética (la energia
electromagnética transportada por unidad de superficie y unidad de tiempo).
De esta forma, es una ecuacién de balance (o conservacién) de la
energia.

En el caso particular de medios lineales, no disipativos, y con suscepti-
bilidades independientes del tiempo, es decir, tales que

Di = €ijEj, 8t5ij = 0, Eij = Eji, (5.24)
Bi = pijHj, O =0, pij = pji, (5.25)
podemos reescribir:
o 0D 10 ;5 = . OB 10 ;. =
EFE-—=-—|(E-D H —=-—|(H-B). 5.26
ot 28t( ) ot 2815( ) (5.26)
Con esto, (5.20) es equivalente a
ou = = = -
E—FV'S—FE'J:O, (5.27)

donde hemos definido la densidad de energia del campo electromagnético:

u::%(ﬁEJrﬁ-é). (5.28)

La version integral de (5.27)) es

d LS
1. (Eem + Emec) + ]{ S : dS - 0, (529)
dt oV

donde

Eom — / wdV (5.30)
14

es la energia electromagnética y, de acuerdo al teorema de trabajo-
energia en el caso que no existan otras fuerzas que realicen trabajo sobre las
cargas,

dEmec - T
:/ B Jav (5.31)
dt v

es la variaciéon de energia mecénica total de las cargas contenidas en V.
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5.2. Ondas Electromagnéticas

5.2.1. Campos electromagnéticos y ecuacion de la onda

Consideremos un medio lineal, isétropo y homogéneo. En este caso, a ley
de Ampeére-Maxwell se reduce a

. OE
EijkajBk =puJ +cp ET (5.32)

Derivando con respecto al tiempo y usando la ley de Faraday, podemos
escribir

3Ji 32E¢ 8Bk
Wor T e = curds

ot

= —5ijk8j (EklmalEm)

= —(6i0jm — 0imdj1) 0;0,En,
= a]aJEl — OJ@EJ

Usando la ley de Gauss, 0;F; = p/e en el segundo término del lado derecho,
obtenemos

- PE 1o oJ

Similarmente, calculando la derivada con respecto al tiempo de la ley de
Faraday y usando la ley de Ampeére-Maxwell, asi como el hecho que el campo
magnético siempre tiene divergencia nula, es decir (5.9), encontramos que

. 028 . -
V2B — H gy = —uV x J. (5.38)

De esta forma encontramos que las ecuaciones de Maxwell implican que
los campos eléctrico y magnético satisfacen la ecuacién de onda inhomo-
génea. Es importante notar que no todas las soluciones de la ecuacién de
onda son necesariamente soluciones de las ecuaciones de Maxwell. En otras
palabras, y (5.38]) son condiciones necesarias, pero no suficientes para
que los campos satisfagan las ecuaciones de Maxwell.

En regiones en libres de cargas y corrientes y (5.38) se reducen a
la ecuacién de onda homogénea para cada componente (cartesiana) de los
campos eléctrico y magnético:

0% F;
2 (.
V2E; —ep o = 0. (5.39)
9% B,
2 v
VeB; — e 52— 0. (5.40)
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Esta es la ecuacién del movimiento ondulatorio, también llamada Ecua-
cién de ondas de D’Alembert. Es una de las ecuaciones diferenciales mas
importantes de toda la fisica-matemaética, puesto que representa todos los
tipos de movimiento ondulatorio basicos en que la velocidad es constante.
La solucién general en una dimension de esta ecuacion diferencial se obtiene
por el método de D’Alembert y resulta:

E(x,t) = filz —vt) + fa(x + vt), (5.41)

donde v?2 = 1/ep y f1 y fo son funciones arbitrarias que en general depen-
deran de las condiciones iniciales y de borde.

Por lo general las fuentes de luz son debidas a movimientos oscilatorios
harmonicos, por lo que se espera que las ondas electromagnéticas (en ge-
neral) sean periodicas, por lo que usamos funciones trigonometricas para
representar estas ondas.

E(z,t) = Egcos(k(z — vt + ¢)) = Re(Epe'F@=vt+e))y, (5.42)

donde solo hemos considerado la onda viajera positiva, una constante
arbitraria k # 0 y hemos afiadido por generalidad una fase arbitraria que
determina la polarizacién ¢. Cada onda esta caracterizada por una longitud
de onda A y un periodo T, de modo que E(x+ \,t) = E(z,t) y E(z,t+T) =
E(z,t). De este modo dada la ecuacién implica

r+EkX=2r+2z, ko(t+T)=kvt+2r=k=2r/\ T =2r/kv,

donde la cantidad k == 27/\ recibe el nombre de niimero de onda y re-
presenta el nimero de longitudes de onda en la distancia, por otro lado la
frecuencia f = 1/T = v/\. Mas en general es de interes la frecuancia angu-
lar de la onda definida por: w = 27 /T'. Finalmente podemos generalizar este
resultado unidimensional al caso de tres dimensiones poniendo como anzatz,

—

E(#,1) = ByelFe-wt+e), (5.43)

donde se entinede que la solucién para B es parecida.

5.2.2. Ondas electromagnéticas planas monocromaticas

Consideremos una solucién de onda plana monocromatica polari-
zada linealmente:

E; = E? cos (E - — wt + gpg) . (5.44)

F.C UNAM 207



Notas 5. ECUACIONES DE MAXWELL

Reemplazando (5.44)) en (5.39) encontramos que
(k2 — 6,uw2) E; =0, k= |k, (5.45)

por lo que las soluciones no triviales requieren que se satisfaga la relacion

de dispersién:
2 o 1

_z-:u

de donde obtenemos la velocidad de fase, vf := w/k,

w k2, (5.46)

vf = L (5.47)

JVER
que ademas, coincide con la velocidad de grupo,

1
Vf = Vg = —— =:C, 5.48
f g \/@ ( )

donde vg := 0w/ 0k, ver siguiente seccién. Esto implica que las ondas electro-
magnéticas se propagan de forma no-dispersiva (en medios lineales, isétropos
y homogéneos).

La velocidad de la luz en el medio (¢) puede ser escrita en términos
de la velocidad de la luz en el vacio (co = 1/,/gofi0), la susceptibilidad
eléctrica relativa (k) y la permeabilidad magnética relativa (ky,), es decir,
usando € = KEg ¥ [t = Km[bo:

c= =2 (5.49)

Aqui n := \/Kkn es el indice de refraccion del medio.
Ademas, usando ([5.11]) obtenemos

kxE. (5.50)

Similarmente, usando ([5.10|) encontramos que

, 11- =
E=—-—"FkxB. (5.51)
Ep W

Estas relaciones implican que E, E y B son ortogonales entre si y forman
(en ese orden) un sistema derecho. Como consecuencia, una onda elec-
tromagnética plana es transversal, ya que las oscilaciones (de los campos
eléctrico y magnético) se producen en el plano ortogonal a la direccién de
propagacion. Ademds, los modulos de los campos satisfacen

|E| = ¢|B. (5.52)
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Vector de Poynting

Evaluamos el vector de Poynting ([5.21)) para la solucién de onda plana
monocromatica recién analizada. Usando ([5.21)), (5.50) y (5.46) podemos
escribir

S = ExH (5.53)

Y (5.54)
o)
1o [1- =

= Ex[kxE} (5.55)
7] w
1 -

= —FE%k (5.56)
Hw
1 =5~

= —F%k (5.57)
ue

Encontramos de este modo que el campo electromagnético correspondiente
a la onda plana estudiada transporta energia en la direccion del vector de
onda k. Su magnitud, aunque siempre no-negativa, varia en el tiempo y con
la posicién, ya que E = E(f, t). Como la onda considerada es periddica,
de periodo T = 27 /w, es usual considerar el promedio del vector de
Poynting en un periodo de oscilaciérﬁ Para la onda sinusoidal

encontramos entonces que

1
(8) =5 B3k (5.59)

Esto implica que a través de una superficie de area A transversal al vector
de onda k, la onda transporta energia a una tasa (potencia) promedio (en
una oscilacién) de

(P = L B2 (5.60)

:T'LLC

36i f (t) es una funcién del tiempo, entonces definimos su promedio entre t =0y t =T
como

(ﬁ:%/f@ﬁ (5.58)
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Densidad de Energia

Anélogamente, calculamos la densidad de energia electromagnética, usan-

do la expresién ((5.28)):

1
u o= g (EE2 + BQ> (5.61)
1
= 3 <5E2 - WE2> (5.62)
1
= 3 (5E2 + 6E2) (5.63)
= cE2 (5.64)

Similarmente al caso del vector de Poynting, la densidad de energia (siempre
no-negativa) varia en el tiempo y punto a punto. Usando (5.64) podemos
reescribir el vector de Poynting (5.57)) como

—

S = uck. (5.65)

Note que esta expresién es andloga a J = pU que relaciona la densidad de
corriente asociada al movimiento de una densidad p (de carga o masa, por
ejemplo) con velocidad ¥ (“flujo convectivo").

Para la onda periddica considerada, podemos calcular la densidad de
energia promedio, obteniendo

(u) = —EZ. (5.66)

5.3. Medios dispersivos

5.3.1. Velocidad de grupo

Hasta ahora solo hemos considerado las propiedades de una onda elec-
tromagnética E.M monocromaética en el espacio vacid, sin embargo en la
naturaleza esta situacién es poco frecuente, de hecho esta situacion es en ge-
neral controlada artificialmente en un laboratorio (por ejemplo un LASER).
Mas en general la mayoria de las fuentes E.M emiten a un conjunto conti-
nuo de frecuencias a diferentes amplitudes por lo que se espera que la onda
resultante se una mezcla. Consideremos esta mezcla usando el principio de
superposicion N — oo con numero de onda k; donde la frecuencia de la
onda esta compuesta por una mezcla de ondas y en general dependera de k,

B(,t) = 5, Bl iRk, (5.67)

donde la suma es sobre las tres variables del vector de onda Ej. Podemos

identificar esta suma por una integral si Ej =3 (&k) ademas la onda es
periédica en una caja de volumen arbitrario V = L3,
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—

E(x+L,y,2t) = E(@,t)E(x,y+L, z,t) = E(Z,t)E(z,y, 2+ L,t) = E(Z,1),

esto implica que k; = m(27)/L, con m un entero. De esto se sigue que
podemos reescribir la suma

5, = (V/(2n)%) / P =

B(@# 1) = (V/(21)) / B By(R)el B0, (5.68)

donde podemos conocer en principio la amplitud EO(E) a partir de la
condicién inicial para el campo E(Z,0) = Ej,

B(#,0) = (V/(2r)?) / Pr By(B)eiFD,
lo cual se puede invertir usando la ecuacién[L.70]de la parte introductoria,
Bo(F) = (1/V) / BrE(#,0)e 1),

Supongamos que la onda tiene como vector de onda principal un valor
ko en la direccién z por ejemplo, ver figura [5.1] . Podemos ahora desarrollar
en taylor w(k) alrededor de ko,

ondas de diferente frecuencia
paquete de

VW, - o
VWV

N
7

Figura 5.1: Paquete de onda

dw
w(k) = wo + %(Ak) + ..., (5.69)

sustituyendo en [5.68 (en una dimensi6n) se tiene

E(z,t) = (L. /(27))ei(koz—wot) L O:O dkE (k)@ (== t). (5.70)
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De la ecuacién podemos hacer varias observaciones; la primera es
que ahora tenemos el campo eléctrico como funcién de una componente si-
milar a la de una onda monocromaética con velocidad (fase) w/kg, como las
cantidades a medir, e.g la densidad de energia, el vector de Poynting etc,
depende como ya vimos del cuadrado (E? = E*E) de E entonces este factor
el(koz=wol) ge cancela en este caso y no tiene relevancia fisica en la dispersion.

Por otro lado el factor de mezcla [ dkE'(k)ei(Ak)(z_%:t) en general
no se cancela al elevar al cuadrado (por ejemplo la suma de dos ondas;
E(k) = E16(k — k1) 4+ E26(k — ko)) y entonces podemos interpretar que
este paquete se mueve en direccién z con velocidad v, = fi—‘]: , la cual se
llama velocidad de grupo y se usa para caracterizar los efectos dispersivos
de la onda. Podemos generalizar este resultado en tres dimensiones de forma
trivial,

Ty = Viw. (5.71)

Es claro que la velocidad de grupo y la velocidad de fase en general no
coinciden, si este fuera el caso simplemente se tiene un medio no dispersivo
y la onda deberia ser del tipo monocromatico.

5.3.2. Modelo de Drude para metales

Como vimos en la secciéon 4 de estas notas, donde discutimos un modelo
simple de como entender el concepto de conductividad en un medio con un
campo constante aplicado a un conductor. Ahora por ejemplo sabemos que
tanto un metal como el Cobre asi como una solucién i6nica (agua con NaCl)
tienen propiedades de conduccién (corriente continua) similares o incluso
hasta comparables, pero su comportamiento al estar sometidos a campos
electromagnéticos a alta frecuencia (regién de frecuencia del espectro visi-
ble, por ejemplo) tienen comportamientos muy diferenciados, por un lado el
Cobre (y en general todos los considerados buenos metales) son reflectantes
y en el caso de la solucién idnica el medio es mucho mas translicido. Esto
nos demuestra que un buen conductor no tiene porque ser un buen reflec-
tante, esta situacién puede explicarse si consideramos que la conductividad
o puede depneder de la frecuencia w, para ello existen varios acercamientos
tedricos de los cuales examinaremos uno de los méas conocidos modelo de
Drude.

El modelo de Drude introduce una dependencia en la conductividad con
la frecuencia de la radiacién incidente y es considerado la aproximacion clasi-
ca para describir el gas de electrones libres. A pesar de su sencillez, el modelo
da predicciones cualitativamente correctas tales como la conductividad, y en
propiedades 6pticas. Por otro lado predice, incorrectamente, caminos libres
medios comparables al pardmetro de la red del cristal (consistente con la
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idea de Drude de que los iones son los responsables de las colisiones de los
electrones). A pesar de sus deficiencias el modelo es bastante genérico y pue-
de ser aplicado en materiales complejos.

Para empezar consideremos un material donde los electrones pueden ser
considerados libres, como por ejemplo un metal, en este caso (al igual que
como vimos en la seccién 4) debemos considerar que entre cada colisién eque
hay entre un electrén con un ion hay un tiempo de relajacién 7 distinto de
cero. A primer orden podemos considerar que la probabilidad de colision
entre electrones e iones en un tiempo dt < 7 es dt/7 mientras por otro lado
la probabilidad de no colisién debe ser 1 — dt /7.

Si ahora introducimos un campo eléctrico variable en el tiempo, podemos
considerar la situacion fisica de que cuando no haya colisién el electrén se
comporta como particula libre y puede adquirir un momento —eﬁdt, por
lo que el momento p(t + dt) debe ser proporcional a la probabilidad de no
colision por el momento total adquirido en el tiempo dt,

Pt + dt) = (1 - dt) (#(t) - eEat + O (?))

T

. (5.72)
= plt) — —p(t) — eEdt + 0 (a2)

Ahora reagrupamos el término p del lado izquierdo y dividimos entre dt¢
en la ecuacién [5.72] y tomamos el limite a cero de esta cantidad,

d pt)
—p(t) = ——= —eE(t). 5.73
Sty = - - eEy) (573)
Como mencionamos al principio introducimos un campo eléctrico varia-
ble del tipo £ = FEge ™!, donde ademds ignoraremos el comportamiento
transitivo de la ecuacién [5.73] el cual decae exponencialmente rapido, resol-
viendo esta ecuacién con las técnicas de la seccién 4, es decir, proponiendo
la solucién ' = poe~“!=? (por simplicidad mateméatica omitiremos la fase),
se tiene
iwt

—etTFEge™

D= 5.74
P 1 —wr ( )

de aqui podemos establecer la corriente producida por el campo como,
- —eTEge ™t oo

J=ntv=n = (5.75)

m(l —iwr) 1 —iwr’

donde o0y = —et/m como en la ecuacién Es evidente que ahora pode-
mos definir la conductividad como o(w) = o¢/(1 — iwT).
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Figura 5.2: Valores de € real y €2 imaginaria (¢ = 1/4/€) para el modelo
de Drude, comparado con datos del Platino.

Considérese el caso donde no hay cargas libres en el medio donde incide
la radiacién, p = 0 y ademas considérese que el campo electromagnético
incide monocromético al material, es decir tiene la forma E = Epet(k7—wt)

y tomemos la ecuacién [5.37] e introduzcamos la expresién para la corriente

de 575

2 .
— — — w 100 W —
—V%E = ipoo(w)wE + pocow’E = — (1 + ( )> E,
(& WEeQ
de aqui es obvio que aplicando la parte espacial de la ecuaciéon anterior se
llega a la relacién de dispersién,

2o (1 + w(“’)) . (5.76)

c2 weg

Podemos poner de forma explicita la expresién anterior usando lo
que evidentemente nos da un ntimero de onda complejo, donde la parte ima-
ginaria es un término de amortiguamiento de la onda incidente, que también
se conoce como la inductancia cinética la cual describe el hecho de que a
muy altas frecuencias el movimiento electrénico no puede seguir el campo
eléctrico incidente, esto tiene importancia en el modelado de transistores de
alto rendimiento y otros dispositivos electrénicos de alta velocidad,

2
. i B ooT 100
M=a (1 eo(1+ (wr)?) " weo(l + (WT)2)> .
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Elemento | A Teérico 10% A | A\ Experimental 103 A

Li 1.5 2.0
Na 2.0 2.1
K 2.8 3.1
Rb 3.1 3.6
Cs 3.5 4.4

Cuadro 5.1: Valores tedricos y experimentales para las longitudes de onda
de plasma.

Podemos definir la frecuencia de plasma w}% = f—a‘)o, la cual tiene el significado
fisico debido al origen de una fuerza de restauracion debido a los potencia-
les de Coulomb entre una fluctuaciéon en la densidad de carga negativa de
electrones y los nucleos de iones positivos que dan lugar a una frecuencia de

oscilacién caracteristica.

Por ejemplo en el caso donde 7w > 1 la relacién de dispersién se puede

simplificar a
2 2
=2 (1-22
o2 w2 |’

obsérvese que en este caso cuando w < wj, el vector de onda es negativo
y el campo no puede penetrar en la muestra. La luz con frecuencia angular
por debajo de la frecuencia del plasma se reflejara totalmente. Por encima
de la frecuencia del plasma, las ondas pueden penetrar en la muestra. El
modelo de Drude funciona bastante bien para metales como se muestra en
la tabla

Con ayuda de las ecuaciones [5.76] y [5.75] podemos obtener la velocidad
de grupo de forma directa usando la expresion [5.66

_ dw Wy
B A
obsérvese que en el caso donde la frecuencia es menor a la frecuencia de
plasma la velocidad de grupo es imaginaria, lo que indica que la onda se
refleja. En el otro caso la velocidad de grupo es positiva pero menor a la
velocidad de la luz.

Vg ) <e¢,

Finalmente veamos si podemos explicar con el modelo de Drude la ab-
sorcién de radiacién (luz visible, por ejemplo) para un metal y una solucién
ionizada. En el primer caso el tiempo de relajaciéon es 7 ~ 1A4/v., donde
la velocidad de los electrones en un metal es del orden de 10° m/s, para el
segundo caso 7 ~ \/Vjon, donde A es el camino libre medio que es del orden
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de 100 nm y donde la velocidad del ion es del orden 103 m/s,esto se debe
a que los iones en el liquido se modelan razonablemente bien como un gas
ideal. De aqui evidentemente tenemos que Tion, > Te (wWp, ~ 10%6 rads) y
por ende la frecuencia de plasma de la solucién ionizada es mucho menor
que la frecuencia para un metal, asi que si en un metal la luz se refleja en la
solucion la luz debe de tener una frecuencia mucho mayor que la de plasma y
por ende la luz atraviesa el medio!, esto seguird asi hasta que la onda avance
lo suficiente para que el atenuamiento dado en [5.76] empiece a absorber el
campo de la onda.

5.4. Potenciales y transformaciones de gauge

Las ecuaciones de Maxwell conforman un conjunto de 8 ecuaciones di-
ferenciales parciales para las 6 componentes del campo electromagnético. A
menudo es conveniente reducir el niimero de variables. Esto puede ser conse-
guido expresando los campos en términos de potenciales electromagné-
ticos, de modo que las ecuaciones homogéneas de Maxwell sean satisfechas
automaticamente y el nimero de campos a determinar se reduce a 4. Es-
tos potenciales se reducen en los casos estacionarios al conocido potencial
electrostatico y al potencial vectorial magnético.

En el caso dindmico general, de podemos concluir que B puede ser
derivado de un potencial vectorial:

—

B=VxA. (5.77)

Usando esto en (5.11)), obtenemos:

- o 0 o - - 0A
es decir,
= = 814’ -

De aqui vemos que el campo vectorial dado por la suma E+0A /Ot puede
ser escrito como gradiente de un campo escalar, esto es:

L 94 .
FE + r T -V, (5.80)
de donde
. - 0A
E=— - —. .81
o (5:31)

Las ecuaciones ([5.77)) y (5.81) muestran que el campo electromagnético pue-
de ser escrito en términos de un potencial vectorial A y de un potencial
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escalar ¢. Sin embargo, estas funciones no son tinicas para E y B dados. Es
facil verificar que el campo electromagnético (y consecuentemente todas las
predicciones de la teoria electromagnética) permanece invariante (es decir,
con igual valor) bajo las siguientes transformaciones de los potenciales,

x

AR v I YX

(5.82)

conocidas como transformaciones de gauge y donde xy = x(Z,t) es una
funcién escalar arbitraria del espacio-tiempd}

Ecuaciones de Maxwell inhomogéneas en términos de los poten-
ciales

Consideremos el caso de un medio lineal, isétropo y homogéneo. Usando

(5.77) y (5.81]) en las ecuaciones inhomogéneas (5.8 y (5.10) encontramos:

0 /o
v2¢+§(v-14)=—§, (5.83)

De esta forma, hemos reducido las ecuaciones de Maxwell a un conjunto
de 4 ecuaciones diferenciales parciales para los 4 potenciales. Sin embargo,
estas ecuaciones no determinan completamente los potenciales, puesto que
las transformaciones de gauge dejan invariantes y (5.83)). Esto
es natural ya que estas ecuaciones dependen en realidad de los campos eléc-
trico y magnético, y como vimos las transformaciones de gauge no cambian
los valores de estos campos. Ademaés, las ecuaciones y estan
acopladas, en el sentido que cada una de estas ecuaciones involucra ambos
potenciales electromagnéticos.

Es posible explotar la “libertad de gauge” de la electrodindmica (es
decir, el hecho que los potenciales no son tnicos) para simplificar algunos
célculos. Una forma de hacer esto es trabajar con potenciales que satisfagan
alguna condicién extra o gauge. De hecho, el imponer condiciones extras
a los potenciales no sélo es conveniente, sino también necesario, ya que las
ecuaciones y no determinan en forma tnica los campos ¢ y A.
Es posible imponer infinitos gauges diferentes para los potenciales (siempre
que sean consistentes con las ecuaciones de Maxwell), pero existen algunos
de especial utilidad y popularidad.

4La invariancia de la teorfa electromagnética bajo transformaciones de gauge desem-
pefia un rol muy importante. La generalizacién de esta propiedad de invarianza a grupos
de simetria interna permitié formular teorias consistentes para las interacciones dé-
biles unificadas con la electromagnética (electrodébil) y para la interaccién fuerte
(cromo dindmica cuédntica). La interaccién gravitacional también puede ser descrita,
con algunas peculiaridades, como una teoria de gauge.
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Gauge de Coulomb

Si el potencial vectorial satisface

= —

vV-AZ0, (5.85)

se dice que se satisface el gauge de Coulomb, gauge de radiacion o
gauge transversal. En este caso (5.83)) y (5.84)) se reducen a

V2 = —g, (5.86)
s~ 10%4 - 1o (09

Para probar que siempre es posible imponer la condicién de gauge de
Coulomb, podemos considerar el caso en que inicialmente se trabaje con
potenciales ¢g y ffo que no satisfacen la condicién , es decir, ﬁ-ffg #0,
y luego demostrar que es posible realizar una transformacién de gauge
con una funcién x tal que los nuevos potenciales si satisfagan . Usando
(5.82b) requerimos entonces que el nuevo potencial vectorial satisfaga

VA=V (4y—Vy) =0. (5.88)

Esto implica, como condicién necesaria y suficiente, que la funcién x debe
satisfacer

V2x =V - Ay, (5.89)

es decir, la ecuacién de Poisson con una “fuente” conocida (6 . ffo, dados los
potenciales originales). Ya que han sido demostrados teoremas de exis-
tencia para esta ecuacion, es decir, que ella siempre tiene soluciones, queda
demostrado que es posible imponer el gauge de Coulomb. Note, sin embar-
go, que la funcién y que determina los nuevos potenciales que satisfacen el
gauge de Coulomb no es tnica, ya que si x1 es solucion de entonces
X2 = X1+ X también es solucién, siempre que ¥ sea una solucién de la ecua-
ci6n de Laplace (V2y = 0). Existe entonces una “libertad remanente”
para seguir realizando transformaciones de gauge, generadas por funciones
X que satisfacen la ecuacién de Laplace, y que permiten imponer algunas
condicionesﬂ adicionales a los potenciales, siempre dentro de la “familia de
potenciales” que satisface el gauge de Coulomb.

Una de las conveniencias de este gauge es que la ecuacién tiene la
misma forma que en el caso electrostéticolﬂ Debido a esto, y usando la “li-
bertad remanente” mencionada anteriormente, es posible eleghﬂ el potencial

50jo: no cualquier condicién, sino aquellas que sean compatibles con el resto de las
condiciones, y con las ecuaciones de Maxwell.

5Se dice por esto que es “coulombiano”, de ahi uno de los nombres asociados a este
gauge.

7iPruebe esta afirmacién!.
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escalar de la forma siguiente:

N 1 p(f’,t) /

Esta soluciéon para el potencial puede entonces ser reemplazada en el lado
derecho de . A partir de , y usando la ecuaciéon de continuidad,
podemos escribir el segundo término del lado derecho de sélo en tér-
minos de la densidad de corriente, ya que

ﬁ(éhﬁ) . (1 pffl’t)dv’) (5.91)

ot ot 47T€ e
l o ( 7t) /
= —— g 2 d .92
47r5V |a: — 7| v (5:92)
1o (VT

Con esto, la ecuacién ([5.87)) se reduce a

1 024 -
V24 - 7@ = —uJr, (5.94)
donde hemos introducido la componente transversal de la densidad de
corriente

- o 0¢

Jro=J- CQMV <8t) (5.95)
s VT
=J+ 47rv/ o (5.96)

Se dice que este campo es transversal porque satisface
V- Jp = 0. (5.97)

En resumen, en el gauge de Coulomb el potencial vectorial satisface la
ecuacion de onda inhomogénea, con un término fuente determinado sélo
por la componente transversal de la densidad de corriente. Ademads, en este
gauge s6lo el potencial vectorial contribuye a los campos radiativodﬂ En
cambio, el potencial escalar es no-radiativo como consecuencia de que
su valor decae al menos tan rapido como 1/r a grandes distancias de la
fuente.

El gauge de Coulomb es a menudo usado en regiones donde no hay
fuentes presentes. En este caso es posible elegir ¢ = 0, ver , de modo
que toda la informacién del campo electromagnético esta contenida en el
potencial vectorial A.

8Como veremos en el capitulo ??, se dice que un campo electromagnético es radiativo
si su contribucién a la energfa radiada muy lejos de las fuentes (“en el infinito”) es no
nula.
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Gauge de Lorenz

Otro gauge comun es el gauge de Lorenzﬂ que usualmente es escrito
como

1 09
2ot

y que permite desacoplar las ecuaciones ((5.83]) y (5.84). En efecto, si ([5.98))

es satisfecha entonces (5.83)) y (5.84) se reducen a

+V-AZ0, (5.98)

2 1 9% P

“Zor T o (5.99)
1 82A -
21

o, introduciendo el operador de onda (u operador de d’ Alemberﬂ, U=
c 202 /0t? — V?
o =

(“Wb

(5.101)

04 =plJ. (5.102)

Anélogamente al caso del gauge de Coulomb, puede probarse que el
gauge de Lorenz siempre puede ser impuesto, considerando que inicialmente
se usen potenciales (¢g y /_1'0) que no lo satisfacen, y mostrando que puede
encontrarse una funcién x que genere la transformacién de gauge apropiada
para que los nuevos potenciales si la satisfagan. En este caso, la condicion
sobre la funcién y requerida es que

1199
= A 1
0 29 +V- (5.103)
10 - -
- 5% <¢0 ) +V - (4 - Vx) (5.104)
1060 < )\ . 10
- (= A - — 1
<c2 En +V 0) + 2 92 VX, (5.105)
es decir, que satisfaga la ecuacién de onda inhomogénea:
19dg = =
Ox=—(—=— -Ap ). 5.106
x=- (552 +9-4) (5.106)

La existencia de soluciones de esta ecuacion esta garantizada. Andlogamente
al caso del gauge de Coulomb, la funcién buscada no es tinica, sino que existe

“Nombrado en recuerdo de Ludvig Valentin Lorenz (1829-1891): Matemaético y Fisico
Danés. Ver http://es.wikipedia.org/wiki/Ludvig_Lorenz, quien consider$ esta elec-
cién en 1867.

1%Jean Le Rond d’ Alembert (1717-1783): matematico, filésofo y enciclopedista francés.
Ver http://es.wikipedia.org/wiki/Jean_le_Rond_d/27Alembert.
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una libertad remanente para realizar transformaciones de gauge “dentro del
gauge de Lorenz”, generadas por funciones x que satisfagan la ecuacion de
onda, Oy = 0.

El gauge de Lorenz es usado comtinmente en el contexto de la teoria de
Especial de la Relatividad, ya que en el vacio (cuando € = €p y u = o y por
lo tanto ¢ = ¢) la condicién asi como ([5.101)) y (5.102)), mantienen su
forma inalterada en cualquier sistema de referencia inercial (son covariantes
bajo transformaciones de Lorentz). Esto tiene como consecuencia que toda
expresion que involucre a los potenciales electromagéticos (que satisfagan
el gauge de Lorenz) tendra la misma forma en todo Sistema de Referencia
Inercial. Esto no ocurre, por ejemplo, si se usan potenciales que satisfagan
el gauge de Coulomb.
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Introduccién a la teoria Especial de la Relatividad

“ Bl cientifico no estudia la naturaleza solo porque es util ha-
cerlo. Lo estudia porque le gusta, y le gusta porque es hermoso. Si
la naturaleza no fuera bella, no valdria la pena conocerla, y la vida
no valdria la pena.

2

— Henri Poincaré

6.1. Situacion previa a 1905

La mecanica newtoniana respeta el Principio de Relatividad y el caracter
absoluto del tiempo. Esto significa que todos los SRI’s (sistemas de re-
ferencia inerciales ) son equivalentes entre si o, en otras palabras, que
es imposible distinguir si se estd en un SRI o en otro realizando
experimentos mecanicos. Lo anterior se manifiesta en que las ecuacio-
nes que describen los sistemas mecanicos (por ejemplo, la segunda ley de
Newton para particulas bajo interaccién gravitacional) son invariantes de
forma (o covariantes) bajo las transformaciones (de Galileo) que relacionan
las cantidades fisicas entre SRI’s.

En mecéanica newtoniana, y de acuerdo a las transformaciones de Gali-
leo, la posicién y velocidad de un cuerpo son cantidades relativas, es decir,
dependen del SRI respecto al cual se describe el movimiento.

En particular, una onda mecanica (por ejemplo, el sonido) tiene una ve-
locidad de propagacion que depende del SRI respecto al que se describan
sus propiedades. Al mismo tiempo, existe usualmente un SRI privilegiado
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respecto al cual la velocidad de propagacion adquiere algin valor especial
o destacado. Por ejemplo, cuando decimos que “la velocidad del sonido en
el aire es de ~ 343 m/s, jrespecto a qué SRI estamos refiriendo esta velo-
cidad?. Es instructivo verificar (por ejemplo, analizando la ecuacion de las
ondas sonoras, derivada a partir de las ecuaciones de un fluido) que la res-
puesta a esta pregunta puede formularse como “respecto al SRI en el que
las moléculas del aire estan, en promedio, en reposo” o, en forma méas con-
densada “respecto al SRI comoévil con el aire".

Por otro lado, las ecuaciones que describen la electrodinamica clasica,
las ecuaciones de Maxwell (1864), predicen que existen perturbaciones del
campo electromagnético que pueden propagarseﬂ con una velocidad bien de-
finida: vem = ¢ = 1//og0 ~ 3 108 m/s. Si, como indica la mecénica new-
toniana, las velocidades son siempre relativas, jcon respecto a qué sistema
de referencia tienen las ondas electromagnéticas este valor?. La explicacion
que parece mas natural dentro del contexto de la mecanica newtoniana es
que la velocidad de propagacién de las ondas electromagnéticas tiene el valor
¢~ 3 x 108m/s sélo con respecto a un SRI particular, especial, que proba-
blemente sea el SR donde el “medio” por el cual se propagan estas ondas
estd en reposo (en analogia con el caso sonoro). Los fisicos de fines del siglo
XIX y comienzos del XX denominaban este medio como el éter (luminife-
ro). Adicionalmente, si esto es correcto y la velocidad de la luz es relativa,
entonces debe ser posible detectar experimentalmente efectos del cambio de
velocidad, por ejemplo, a través de experimentos interferométricos como los
de Michelson y Morley.

6.1.1. Transformaciones de Galileo*

Las transformaciones de Galileo, expresan la relacién entre las coordena-
das espaciotemporales de un evento cualquiera respecto a dos observadores
inerciales con velocidad relativa v, en el contexto de la mecénica de Newton.

Podemos derivar las transformaciones de Galileo usando el principio de
relatividad y el cardcter absoluto del tiempo. Considere un evento cualquiera
A, con coordenadas (t,Z) con respecto a un SRI K y (¢, ') con respecto a
otro SRI K’. Considere un cuerpo (ficticio) que se mueve libre de fuerzas y
que pasa por el evento A. Ya que este cuerpo ficticio se mueve libremente,
su trayectoria serd una linea recta, de modo que

Z(t) = Fo + Tot, (6.1)

con respecto a K. Del Principio de Relatividad, la trayectoria respecto a K’
es de la misma forma, es decir,

' (t) = T + Tyt (6.2)

1 .. , .
y transmitir energia, momento lineal y momento angular.
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Si el tiempo es absoluto, entonces los intervalos de tiempo entre cualquier
evento son iguales, dt = dt’. Sincronizando los relojes de K y K’ de modo
que concidan inicialmente, t = 0 para t’ = 0, entonces t = t’. De la diferencia
entre (6.1) y encontramos que podemos relacionar las coordenadas del
evento (arbitrario) A respecto a K y K’ de la forma siguiente:

Ty =Ts—b— 0ta, (6.3)

con b := &y — &), y con v := ¥y — U,. Como el evento A es arbitrario, se
acostumbra escribir simplemente

T =i-b— 1t (6.4)

La transformacion (6.4)), junto con t =t es conocida como transformacién
de Galileo. El vector b es la posicién del origen del sistema K’ con respecto
al K en el instante ¢ = 0, mientras que ¢ la velocidad de K’ respecto a K.

Como consecuencia, las velocidades de un cuerpo “1” respecto a K y K’
se relacionan por

7 = 7. (6.5)

6.1.2. El experimento de Michelson-Morley

El experimento de MichelsonﬂMorleyH [?] consistia en un interfer6metro,
usado para medir la diferencia de tiempo de vuelo de dos rayos de luz y, en
particular, de cémo estos tiempos de vuelos dependian de la orientacién del
interferometro respecto de la direccion de movimiento del supuesto éter. En
otras palabras, se esperaba que el interferémetro permitiera detectar efectos
del movimiento de la Tierra (es decir, del interfer6metro) respecto del éter.

Se lanzaba un rayo de luz de una longitud de onda conocida (con una
ldmpara de sodio) que incidia en un espejo semiplateado y luego sobre dos
espejos, tal como lo indica la figura

Si existe alguna diferencia entre las longitudes de los brazos del interfe-
rometro, aparecerd un patron de interferencia. Lo mismo ocurre si los rayos
se mueven a velocidades diferentes a lo largo de cada brazo. Asumiremos
por simplicidad que el éter se mueve con velocidad v a lo largo del eje AB.

Asumiendo que la velocidad de la luz tiene el valor conocido ¢ respecto
al SR comévil con el éter entonces, de acuerdo a la mecanica de Newton,
la velocidad de la luz respecto al interferémetro, en su viaje de A a B, es
¢+ v, mientras que en el viaje de regreso de B a A, es ¢ — v. Por lo tanto,
el tiempo de vuelo entre de A a B y vuelta a A es

Lap  Lap _ 2Lap 1
c+v c—w c 1-p3%2

tABA = (6.6)

2 Albert Abraham Michelson (1852-1931): fisico estadounidense.
3Edward Williams Morley (1838-1923): quimico y fisico estadounidense.
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Figura 6.1: Esquema del interferémetro

con (3 := v/c. Por otro lado, el tiempo que tarda en ir de A a C' conviene
calcularlo en el SR comovil con el éter. En este caso, la propagaciéon entre
Ay C se realiza como indica la figura [6.2

Lac

SN\
S

Figura 6.2: Propagacién en el segunda brazo, respecto a un SR comévil con
el éter.

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo indicado en la figura[6.2
encontramos:

d2 = CQtzAC = Lic + (’UtAC)Q. (67)
De aqui, obtenemos
Lac 1
tac = — ———= 6.8
Y s (6.8)
y, por lo tanto,
2L Ac 1
t = ——. 6.9
La diferencia de tiempos de vuelo At :=tapa —taca es entonces
2| Lap Lac
At == — 6.10
c [1 ~F T VI-P (610
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Asumiendo que la velocidad del interferometro respecto al éter es pequena
comparada con ¢, entonces podemos expandir en potencias de 5 y obtener

2
At =~ =

1
- |(Las — Lac)+ B*(Las — 5Lac)| - (6.11)
Andlogamente, si se rota el interferémetro noventa grados, entonces
2 Ly
At~ p (Lap — Lac) + 52(73 —Lac)| . (6.12)

Esta diferencia de tiempo entre ambas orientaciones determina una di-
ferencia de fase:

Ap = w(At — At) = 2m0(At — At) ~ 2W§ﬁ2, (6.13)

donde L := (Lap + Lac)/2 es la longitud efectiva de los brazos del interfe-
rometro.

En el interferémetro usado por Michelson y Morley se usaron multi-
ples reflexiones, con el fin de aumentar el valor efectivo de L, de modo que
L~1lm, A~ 59x107"m, v ~ 3 x 10*m/s (la rapidez de la Tierra en
su movimiento de traslacién en torno al Sol) y ¢ ~ 3 x 108m/s, con lo que
Ay =~ 0,47, que corresponde aproximadamente a un corrimiento de media
franja en el patrén de interferencia, que deberia ser posible de observar, da-
do el error experimental del experimento (que podia detectar corrimientos
de aproximadamente 0,01 franjas).

Atn cuando el experimento se realizé multiples veces, en diferentes épo-
cas del ano, (y se sigue repitiendo hasta la actualidad, cada vez con mayor
precisién, ver [?]) el experimento de Michelson-Morley arroja un resultado
nulo, es decir, ninguna variacién observable del patrén de interferencia al
variar la orientacion del interferémetro respecto al éter.

Resumiendo: el experimento de Michelson-Morley, realizado con la in-
tension de detectar variaciones de la velocidad de la luz respecto al éter y de
esta forma poder determinar aquel SR especial en el que la velocidad de la
luz es ¢, no suministra los resultados esperados. En otras palabras, la nula
variacion de las franjas de interferencia impide distinguir fisicamente (dentro
del error experimental) aquel supuesto SR en el que el éter estd en reposo
y la luz parece propagarse con una velocidad independiente del estado de
movimiento del interferémetro.

Se intent6 explicar el nulo resultado del experimento de Michelson-Morley
manteniendo la teoria del éter y la mecanica newtoniana. Por ejemplo, Lo-
rentz y FitzGeraldﬁ propusieron independientemente que el resultado nulo

4George Francis FitzGerald (1851-1901): fisico irlandés.
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del experimento de Michelson-Morley podia ser explicado asumiendo que el
brazo del interferémetro orientado en la direcciéon del movimiento respecto
al éter se contrafa de modo que su longitud seria L'y 5 = Lap+/1 — 2. Nin-
guno de estos intentos condujo a una descripciéon completa y consistente. En
1905, Albert Einstein propuso su teoria de la Relatividad Especial, que asu-
mirfa como principio que la velocidad de la luz tiene el mismo valor en todo
SRI, mas aun, la equivalencia de todos los SRI’s. Einstein ademéas propuso
que la luz se propaga en el vacio, desechando la idea del éter luminifero.
Estos postulados, sin embargo, requieren cambiar los conceptos establecidos
(“newtonianos”) de distancias y tiempos.

6.2. Principios de la Teoria de Relatividad Espe-
cial

Einstein construyé la teoria de la Relatividad Especial (RE) adoptando
como postulados i) el Principio de Relatividad, es decir, la equivalencia com-
pleta (incluyendo fenémenos electromagnéticos) entre SRI's, y ii) el principio
de constancia de la velocidad de la luz.

Antes de revisar el contenido fisico de estos principios, introduciremos
algunos conceptos bésicos. Comenzaremos con los conceptos de evento y
espacio-tiempo.

Llamaremos evento a “algo” que ocurre en una regién limitada del espa-
cio en un corto intervalo de tiempo. Idealizamos un evento como un punto
en el espacio y un instante en el tiempo. Todos los procesos que ocurren en
el universo constituyen eventos o conjunto de eventos.

El conjunto de todos los eventos en el Universo forma lo que denomina-
mos espacio-tiempo. Asumiremos que entonces que el espacio-tiempo es un
espacio (una variedad) cuadridimensional.

Tlustraremos los eventos en un diagrama de espacio-tiempo. Por ejem-
plo, un cuerpo con movimiento en una dimensién, ver figura La curva
que representa la secuencia de eventos que constituyen la “historia” de un
cuerpo es llamada linea de mundo.

6.2.1. Principio de Relatividad

Todos los sistemas de referencia inerciales (SRI’s) son
equivalentes.
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Figura 6.3: Diagrama de espacio-tiempo. Linea de mundo de una particula.

Recuérdese que un SRI es aquel con respecto al cual un cuerpo sobre el
que no actiian agentes externos (fuerzas) se mueve en linea recta a velocidad
constante.

6.2.2. Principio de la constancia de la velocidad de la Luz

velocidad (rapidez) de la luz tiene el mismo valor en
todo SRI.

Mis detalladamente, esto significa que las senales luminosas se propagan,
en el vacio, rectilineamente con la misma rapidez (=: ¢) en todo instante, en
todas direcciones, en todos los SRI’s, independiente del movimiento de sus
fuentes. El resultado del experimento de Michelson-Morley es consistente
con el principio de constancia de la velocidad de la luz.

Ademas, se asume (a partir de las observaciones y experimentalmente)
que la interaccién electromagnética (“la luz”) se propaga a la maxima veloci-
dad posible. En otras palabras, no existe una senal (més rigurosamente, una
forma de propagar energia) conocida que viaje con mayor rapidez que la luz.

Es importante destacar que la existencia de una velocidad méaxima (fi-

nita!) de las interacciones es incompatible con el concepto de cuerpo rigido,
puesto que éste es, por definicién, un objeto ideal que no sufre deformaciones
que alteren sus dimensiones (largo, ancho, ...).
Esta propiedad, sin embargo, requiere de la propagacién instantdnea de in-
teracciones en el interior del cuerpo. Es necesario, por tanto, desechar el con-
cepto de “cuerpo rigido”. Esto, por otra parte, obliga a desechar el concepto
de “regla estandar”, que es (era) en el contexto newtoniano frecuentemente
usado para definir patrones de longitud (metro patrén, etc.).

Por lo tanto, en la teoria de RE, la existencia de una velocidad maxima de
propagacion de las interacciones obliga a reducir el nimero de cantidades fi-
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sicas en principio medibles independientemente sin ambigiiedad, eliminando
en general el concepto de distancia como concepto absoluto, y a reempla-
zarlo por el de medidas de tiempo.

De hecho, la definicién actual del patrén de longitud en el Sistema Inter-
nacional (SI), el metro, se basa en medidas de tiempo. En 1983 (en la 17a
conferencia de pesos y medidas) se acordé queﬂ

El metro es la distancia que la luz recorre en 1/299792458
segundos.

Como una consecuencia de esta definicion, la rapidez de la luz es hoy una
cantidad exacta con valor

¢ := 299,792,458 m/s. \ (6.14)

6.2.3. Definiendo posiciones y tiempos de eventos respecto
a un SRI

Ya que no podemos recurrir a “reglas estandar”, debemos revisar como
definimos la posicién y el tiempo que un (observador en un) SRI asocia a un
evento. En general, los inicos tiempos directamente medibles son los tiempos
medidos por algin reloj (con algin estado de movimiento), entre eventos
sobre su propia linea de mundo. Estos son los llamados tiempos propios
asociados a un observador comoévil con el reloj. Es importante convencerse
que no es posible medir directamente intervalos de tiempo entre eventos
alejados de un reloj (de un observador dado).

En general, dado un evento P en el espacio-tiempo, definiremos la posi-
ci6n (distancia) y tiempo del evento con respecto a un SRI K dado, usando
el siguiente procedimiento:

Un observador inercial (puntual) define un SRI K (de modo que él esté
ubicado en su origen) enviando sefiales luminosas de modo que éstas sean
reflejadas en cada evento P y vuelvan al observador. El observador dispone
de un reloj, con el que mide los tiempos de salida de la senal, 77 y llegada
Ts.

A partir de los datos medibles (tiempos propios) T y T2, definimos la
posiciéon x de P respecto al observador (distancia observador - evento P) y
el tiempo t que K le asignard a P como:

1
r = ;(T2_T1)7 ti= 5 (Ta + T). (6.15)

5Recuerde ademés que, por definicién, un segundo es “la duracién de 9.192.631.770
periodos de la radiacién correspondiente a la transiciéon entre los dos niveles hiperfinos del
estado fundamental del 4&tomo de Cesio 133”. Ver |esta pagina del NIST para un resumen
de las unidades en el S.I. e informacién de la historia asociada a cada unidad.
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Diremos que, respecto al SRI K, el evento P ocurrié “en la posicién =
en el tiempo ¢”.
Las relaciones inversas a ([6.15)) son las familiares expresiones

n=t-2%  Ty=t+l (6.16)
C C

Es directo extender este procedimiento a mayores dimensiones (ejes y y
z), para asi definir las coordena ¥ = (z,y, z) del evento P respecto a cada
SRI. De este modo, podemos asociar a cada evento, respecto a un SRI, un
conjunto de coordenadas z# := (ct, x,y, z) = (ct, Z).

6.2.4. Relacionando mediciones de tiempo entre dos obser-
vadores inerciales

Por simplicidad, consideraremos el caso simplificado de movimientos en
una dimensién.

Considere dos observadores A y B, en reposo y moviéndose con velocidad
constante respecto a un SRI K, respectivamente.

El observador A envia dos sefiales luminosas a B, en un intervalo de
tiempo (AT) 4, medido por A.

Asumiremos, como es razonable, que el intervalo de tiempo medido por
B entre la llegada de los dos pulsos, (AT') g, es proporcional a (AT) 4:

(AT)p = k(AT) 4. (6.17)
Adicionalmente, asumiremos que:

= k es independiente del tiempo si A y B son observadores inerciales
(OI’s) (“homogeneidad bajo translaciones temporales”).

» k es independiente de las posiciones de A y B (“homogeneidad bajo
translaciones”).

» k es independiente de la orientacién relativa de A y B (“homogeneidad
bajo rotaciones”).

Por otro lado, el Principio de Relatividad exige que la relacién sea reci-
proca:

(AT') 4 = k(AT) . (6.18)

Note, sin embargo, que esta relacién involucra intervalos de tiempo de pares
de eventos distintos a los referidos en la relacion (6.17)).
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6.2.5. Velocidad relativa de dos observadores inerciales

Considere dos OI's A y B que sincronizan sus relojes de modo que éstos
marquen cero en el evento comun O, y que ademads intercambian senales
luminosas, tal como se ilustra en la figura

A
B

k2T

O

Figura 6.4: Diagrama para determinar la velocidad relativa.

Nos concentraremos en las coordenadas que A y B asignan al evento
P, que pertenece a la linea de mundo de B. Las coordenadas (t,x) de P
respecto a A son

£a(P) = %(tl Fty) = %(T +E2T) = %(1 )T, (6.19)
za(P) = %(kQT ~T)= g(z@2 — 1T, (6.20)

A medida que T cambia, las coordenadas del punto P, t4(P) y za(P),
definen la trayectoria de B respecto de A. Por tanto, podemos calcular la
velocidad de B respecto de A como

dx s _c(k*—-1)

= = —-— 6.21
Despejando k4p obtenemos
1+ 284

kaB =\|{T—wpa - (6.22)

(&

Con esto, la relacion (6.17)) puede escribirse como

1 + UBA

(AT)p = T L (AT) 4. (6.23)

c
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Observe que esta relacion es universal en el sentido que conecta los intervalos
de tiempo de cada par de eventos en la linea de mundo de dos observadores
inerciales, siempre que éstos estén conectados por sefiales luminosas.

En particular, podemos aplicar esta relacién al caso en que (AT)4 y
(AT)p son los periodos de una onda electromagnética que se propaga de A
a B. En este caso, podemos reescribir en términos de la frecuencia de

la radiacién:
C—UBA
VB = Vg | ————, 6.24
p = vay (621

que es la expresion relativista para el cambio de frecuencia debido al movi-
miento relativo (efecto Doppler). Vemos entonces que:

» Si vpa > 0 (alejdndose), entonces kap > 1, vp < v4. Tenemos un
corrimiento hacia el rojo (redshift).

» Si vga < 0 (acercandose), entonces kap < 1, vg > v4. Tenemos un
corrimiento hacia el azul (blueshift).

= Si vpa es reemplazado por —vp4, entonces kap es reemplazado por
1/kap, y va por vp, respectivamente.

Es comin en aplicaciones definir el redshift z por

2= A (6.25)

vp

Podemos verificar que si [vpa| < ¢ entonces

2= ”i“ + O(UBA) (6.26)

de modo que se recupera la conocida relacién no-relativista.

6.2.6. Composicion de velocidades

Considere tres observadores inerciales A, By C que intercambian senales
luminosas.
Entonces tenemos que

(AT)p = kap(AT) 4, (AT)c = kpc(AT)p, (AT)¢ = kac(AT)a
(6.27)
De aqui obtenemos que

kac = kagkno. (6.28)

Finalmente, usando las expresiones respectivas de los factores k£ en funcién
de las velocidades relativas voa, vpa v voB, es decir,

1 _|_ 'UBA 1 + 'UCB UCA
kap = UBA ; kpc = UCB ) kac = @ (6.29)
C
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en ([6.28)), encontramos

vBA +YCB

Esta ley relativista de composicién de velocidades (vélida para un mo-
vimiento unidimensional) establece una velocidad absoluta, la velocidad de
la luz. En efecto, si por ejemplo vop = ¢ (més rigurosamente, en el limite
vep — ¢), entonces vo4 = c independientemente del valor de vpy. Este
resultado es consistente con (en realidad, es una consecuencia de) nuestro
postulado que la velocidad de la luz tiene el mismo valor con respecto a
todo SRI. Ademés, puede verificarse [hagalo!] que si |vpa| < ¢y |voB| < ¢,
entonces ((6.30) implica que |vc 4| < c. En otras palabras, la ley relativista de
composicion de velocidades preserva el hecho que la velocidad de los objetos
(reales) siempre es menor que la velocidad de la luz, independiente del SRI
respecto al cual se determine esta velocidad. Note que esto no ocurria en la
teoria newtoniana.

6.2.7. Experimento de Fizeau*

La ley relativista de composicién de velocidades explica muy simplemente
el resultado del experimento de Fizeau (1851), quien midi6 con técnicas
interferométricas, la velocidad de propagacion de la luz en el agua y su
dependencia con la velocidad del agua.

él encontré que la velocidad de la luz respecto al agua es dada por

c 1
U/ = E — (1 — n2> Uagua, (631)

donde n es el indice de refraccién del agua, moviéndose con velocidad vagua-

Esta expresién puede ser obtenida, a segundo orden, de con voa =
v, vga = —Uagua ¥ VoB = ¢/n como la velocidad de la luz respecto del agua
en movimiento, del agua en reposo respecto al agua en movimiento y de la
luz respecto al agua en reposo, respectivamente (A = agua en movimiento,
B = agua en reposo, C = luz):

2

s + € C v v2 c v v
Vv = 1 afusaguan = (n - Uagua) (1 + z:fza + O( acg2ua)> = E_'Uagua"‘ ;g;a +O( acggua).
(6.32)

nc
Antes de la formulacién de la teoria especial de la relatividad, los resultados
de este experimento se explicaban asumiendo que el agua en movimiento
“arrastraba” parcialmente al éter, en una fracciéon ad-hoc.

6.2.8. Boosts de Lorentz V1

Ahora derivaremos la relacién entre las coordenadas espaciotemporales
(t,x) y (t',2") que dos SRI's K y K’ asocian a un mismo evento P, ver figura
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Figura 6.5: Diagrama para un boost.

m Por simplicidad, consideraremos que = > 0, 2’ > 0.

De acuerdo a las expresiones , como P tiene coordenadas (t,z)
respecto de K, entonces el evento E ocurre en el tiempo (propio) tp = t—x/c
respecto de K y la “respuesta” llega en el evento F', con tiempo tp = t+x/c.
Similarmente, el evento C' ocurre en t;, = t' — 2’ /c respecto a K’, mientras
que D ocurre th, =t' + ' /c.

Si K y K’ tienen sus relojes sincronizados cuando pasan por el evento
comin O, entonces tenemos, del tridngulo OEC' de la figura que t =

ktg, es decir,
/
t’—x:k<t—x), (6.33)
c c

donde k depende de la velocidad relativa V de K’ respecto a K:

_ 1+8 _V
k=\iTp A= (6.34)

Ademas, del tridngulo ODF' de la figura obtenemos tp = kt, es decir,

C

/
t+i:k(t’+x). (6.35)
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Usando (6.33)), (6.34) y (6.35) podemos despejar 2’ y ¢ en funcién de z, ¢ty
la velocidad relativa V' (de K’ con respecto a K), obteniendo

/ — % /
t :72, X :7‘/2. (6-36)
1-% 1- Y%

Definimos el “factor de Lorentz” v := 1/4/1 — 32, de modo que podemos
escribir:

ct’ = y(ct — Bx), ¥ =~(x — Bet). (6.37)

Esta transformacién es conocida como un boost (o transformacién de
Lorentz simple) en la direccién x y representa la transformacién de las coor-
denadas espaciotemporales de un mismo evento desde un SRI K a otro K’,
que se mueve con velocidad V' con respecto al primero.

Es directo verificar que:

» Despejando (¢, x) en funcién de (', ') se obtiene la misma dependencia
funcional que en ([6.37)), pero reemplazando V por —V, es decir,

ct = y(ct' + B2'), x =2’ + pet). (6.38)

ésta es una manifestacion del Principio de Relatividad.

= Dos boosts sucesivos con velocidades Vg4 v Vop es equivalente a un
tnico boost con velocidad Vg4, dada por (6.30)).

s En el limite en que la velocidad de la luz fuese infinita, es decir, si
la luz se propagase instantaneamente, las transformaciones ((6.36]) se
reducen a las transformaciones de Galileo: t' = ¢, 2’ =z — Vt.

» A partir de (6.37) podemos derivar nuevamente la ley relativista de
composicién de velocidades. Si z(t) es la trayectoria de una particula
respecto al SRI K, entonces su velocidad es definida como v := dx/dt.
Similarmente, v = dz’/dt’ es la velocidad respecto al SRI K’. Diferen-

ciando ([6.37)) obtenemos:

,_dr'  cy(de —Bedt)  c(v—Bc) vV
YT y(edt — Bdx) — (c—pv)  1-— L’ (6.39)

C

La inversa de esta relacién puede nuevamente obtenerse [compruébelo!]
sustituyendo V por —V, es decir,

vV
v=>" 6.40
T (6.40)

C

que coincide con ([6.30)) (en este caso el SRI C corresponde a un sistema
comdvil con la particula y entonces voa = v, vga =V, vop = V).
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= Considere dos eventos, P y @), muy préximos en el espacio-tiempo.
Sus coordenadas respecto a un SRI K son (ct,z) y (ct + cdt, z + dz).
Tanto dz? como dt? cambian sus valores de un SRI a otro, es decir, no
son invariantes bajo un boost de Lorentz . Esto significa que (en
nuestro ejemplo unidimensional) la distancia que un SRI asocia a un
par de eventos no es una cantidad absoluta en RE, y similarmente para
los intervalos de tiempo entre dos eventos. Sin embargo, la combinacién

ds® = Adt* — dx* (6.41)

si es invariante bajo (6.37)), es decir, tiene el mismo valor en cualquier
SRI. En efecto, un célculo directo a partir de (6.37]) muestra que

ds? = 2dt’? — da’? = Pdt? — da* = ds®. (6.42)

En este sentido ds? es una cantidad absoluta en la teorfa de RE: no
importa en qué SRI se calcule, su valor es siempre el mismo. Esta
importante cantidad recibe el nombre de intervalo. Note que en general
ds? puede asumir valores positivos, negativos o nulos, dependiendo de
la eleccién de los eventos Py Q.

En el caso de eventos sobre la trayectoria de una particula, es posible
encontrar una simple interpretacién para el valor del intervalo: debido
a que ds?® puede calcularse en cualquier SRI y siempre se obtendrd
el mismo valor, en particular en el SRI comévil con la particula (es
decir, en el SRI con respecto al cual la particula estd en reposo entre
Py Q) dxcom = 0y dtcom = dr coincide con el intervalo de tiempo
propio, ya que seria el intervalo de tiempo que mide un observador que
se mueve con la particula. Entonces ds?> = c?dr2. En otras palabras
dr = Vds%/c = ds/c es el intervalo de tiempo propio medido por un
observador que se mueve con la particula. Note que en estos casos
ds®> > 0.

6.2.9. Boosts de Lorentz V2

aqui daremos otra derivacion alternativa de las transformaciones de Lo-
rentz, de igual manera que en la subsecciéon anterior nos limitaremos al caso
unidimensional. Sabemos de las ecuaciones [5.99] y [5.100] que las ecuacio-
nes de Maxwell pueden describirse en general usando el operador de onda
(d’alambertiano) CJ.

Por ejemplo las ecuaciones de onda en el vacio [5.39 también estén re-
gidas por el operador [J. Sin embargo esta situacién fisicamente es extrafia
ya que en desde la perspectiva newtoniana (relatividad galileana) las ondas
necesitan un medio para poder propagarse y como segundo comentario la
deduccién de no parece depender de un marco de referencia. Ahora
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siguiendo los principios de la relatividad (especial) todos lo sistemas de
referencia inerciales son equivalentes, debemos como consecuencia 16-
gica de lo anterior imponer que el operador [J sea invariante para cualquier
marco de referencia, sean entonces los SRI K y K’ podemos poner estos
argumento como

OE=0B=0 enK (6.43)

OF =0B =0 enK, =0=0. (6.44)

Comparemos esto con el caso newtoniano en donde en el sistema K’ la
velocidad de la onda debe ser c—v y por ende el operador [J no puede quedar
invariante, ya que en un caso (sistema K) la velocidad seria ¢ y en el otro
seria ¢ — v. Es evidente que la relatividad galileana no puede ser consistente
con las ecuaciones y y por ende con las ecuaciones de Maxwell!.

Estas consecuencias ya invalidan por si mismas la mecénica newtoniana
clésica, por lo que ahora debemos buscar una transformacién de coorde-
nadas en cuatro dimensiones #'(Z,t) y también del tipo temporal t'(Z, ).
Para el caso espacial (dejando el tiempo fijo) sabemos que el laplaciano es
invariante bajo rotaciones en R?, como en este caso son necesarios tres gene-
radores (en esféricas serian 6, ¢ y el espin) para generar cualquier rotacién,
entonces tenemos un espacio de tres dimensiones. Sin embargo si el tiempo
se toma en cuenta es obvio que necesitamos una transformacién més general.

Para ello pidamos que la causalidad de los eventos entre los sistemas
de referencia K y K’ sea una relacién uno a uno, en términos matemati-
cos necesitamos una transformacién biyectiva general entre las coordenadas
(x,y,2,t)y (2',y,2',t'). La tnica transformacién genérica que puede garan-
tizar esa propiedad es una transformacion lineal (Endomorfismo),

anz + apy + a13z + ajat = @’
as1x + a2y + a3z + a24t = y/

6.45
as1x + asoy + azzz + asat = 2 (6.45)

as1 T + asoy + azzz + agt =t

donde los coeficientes a,, son reales. Por simplicidad tomemos el caso
unidimensional (espacial) que mantiene los otros ejes ¥/ =y y 2 = 2/, en
este caso el sistema anterior se simplifica a

a1z + apat = 2’ (6.46)
anx + axpt =t'. '
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Considérese el diagrama de la figura [6.6] donde en el sistema K’ sucede
un evento simultaneo en el origen, para el sistema K el evento se encuentra
una distancia x = vt. Por el sistema [6.46] se puede llegar a la relacién

a11vt + a9t = 0, = a11v = —a9. (6.47)

Figura 6.6: Eventos simultdneos en K y K.

Para obtener las otras tres relaciones consideremos la ecuacién de inva-
rlanza 6 6.43| y [6.44] asi como el operador O en una dimensién (multiplicamos
por ¢?

o= — = (6.48)

si pedimos que este operador sea invariante bajo la transformacion [6.46]
debemos calcular el operador ¢?[] en términos de (z',t') lo cual se puede
hacer ficilmente usando la regla de la cadena,

3_(W>3+<3t')3_a 3+a 9
or \oz/)or  \oz)or Moxr " o

0 (83:’) 0 +<8t') 0 0 ta 0
_ = —_— R _— — = Q
ot~ \ot)ox  \ot)or ~ "ox T “Por
como los coeficientes a;; son constantes podemos obtener las segundas
derivadas de forma facil

0? 0 0 0 0
ke ((112a s+ a228t’) ((112a >+ a228t’) (6.49)

, o2 , 02
= (a12) 9272 + 2(a12a22)m + (ag2) YR
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0 2 0* o
a2 = () gzt 2anan) 5o + (@) gm. (650)

finalmente pedimos que el operador ¢?00 = >, que con la ayuda de las

ecuaciones [6.49] y [6.50] se tiene

9*  9? 92 92 2
62@ T o2 ¢ <<a11)2ax,2 + 2(@11a21)m + (CL21)2 ) (6.51)

o o o
) ((‘“2)2 g + A0 g + () 5 ) )

¢ a(f@ - aiz’ -
02(a11)2 — (a12)2 =2, (6.52)
A(asn)?® — (a)? = —1, (6.53)
aiiag = aiza9s, (6.54)

junto con[6.47] tenemos un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro incégnitas.
Resolvemos este sistema sustituyendo en que resulta

2
ag1 = —agv/c’,
ahora sustituimos en [6.53] y despejando ags resulta

1
a2y = ————=,
V1= (v/¢)?
de donde también tenemos ag; = —agv/c?. Similarmente sustituyendo
en [6.52] resulta

1
a1l = —F/————
V1= (v/c)?
de donde a1s = —vaq1. Evidentemente observamos que estos resultados

son lo mismo que las transformaciones de Lorentz [6.37] en una dimension.
Es interesante notar que las transformaciones de Lorentz se pueden escribir
de forma matricial como,

ot! Jim e 00 e
! —v/c 1 0 0 T
=1 viee Vi , B=- (6.55)
Z, 0 0 10 g
0 0 01
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6.2.10. Relatividad de la Simultaneidad

Consideraremos aqui el ejemplo clasico de cémo dos eventos que son
simultaneos respecto a un SRI no lo son respecto de otro en movimiento
relativo. Para ello, considere un vagén de tren provisto de una ldmpara en
su centro que en el evento O emite una senal luminosa hacia los dos extremos
del vagoén.

P
t'=d/2c 2
7 7
>
7 7
1o}
=0 °
7 7
boorremens g |

Figura 6.7: Los eventos P y () son simultaneos respecto al SRI K’, comévil
con el tren.

En el SRI K’ comévil con el tren, el proceso transcurre como se represen-
ta en la ﬁgura Si en este caso el largo del vagon es d y se elige el origen
del tiempo tal que t;, = 0, entonces las sefales luminosas (los “fotones”)
llegan (chocan) con las paredes izquierda y derecha en los eventos Py @,
en el mismo tiempo t)p = t’Q = d/2c. Por lo tanto, los eventos P y @ son
simultdneos respecto a este SRI K’.

t=tg [ . Q]
| <7 - <7 T
t=tp +I—> |
\‘/ 7
=
u, \7
t=0 | o |
7 7

Figura 6.8: Los eventos Py () no son simultaneos respecto al SRI K, respecto
al cual el tren se mueve con velocidad V.

Por otro lado, la descripcién de este mismo proceso desde el SRI K “fijo
a la Tierra”, respecto al cual el vagén se mueve con velocidad V = fc, se
esquematiza en la figura En este caso, la sefial luminosa se propaga, de
acuerdo a los postulados de la teorfa, con (la misma) velocidad ¢ hacia ambos

SFigura de lestal figura original.
"Adaptada a partir de lesta figura original.
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lados. Sin embargo, las paredes del vagén se mueven con velocidad V' hacia
la derecha de modo que a pared izquierda se mueve hacia la sefial mientras
que la pared derecha se aleja de ella. Claramente, en estas condiciones el
evento P (de interseccién de la linea de mundo de la pared izquierda con
la linea de mundo del fotén) ocurre antes que el evento Q. Por lo tanto,
respecto al SRI K los eventos P y () no son simultaneos. Esto significa que,
en la teoria de RE, la simultaneidad de eventos es relativa.

Podemos cuantificar lo anterior usando la transformacién de Lorentz
. Si los observadores en K y K’ sincronizan sus relojes en el evento
O en que los rayos de luz dejan el punto medio (se “enciende la ldmpara”),
entonces

zh = (cto,ap) = (0,0), (6.56)
2t = (ctp,ap) = (d/2,—d/2), (6.57)
xly = (cty,zq) = (d/2,d/2). (6.58)

Usando (6.38]), encontramos que las coordenadas de estos eventos respecto
al SRI K son

xé = (cto,z0) = (0,0), (6.59)
g = ren) = (Sa-pn-Sa-9),  ©60)
i = (ctQ,xQ):(f(wﬂ),”j(uﬁ)). (6.61)

Estas coordenadas, junto con las lineas de mundo de los fotones y las paredes
del vagén son representadas en la figura [6.9] desde el punto de vista de los
SRI's K y K.

ct’

Figura 6.9: Diagramas de espacio-tiempo para el proceso, respecto a los SRI
Ky K.

Claramente, obtenemos tp < tg de modo que respecto a K el evento P
ocurre antes que el evento (). La diferencia de tiempo entre estos eventos es
entonces dada por:

1 V
Atpg :=tg—tp = 27/8d = ’ygd > 0. (6.62)
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Por lo tanto, encontramos que respecto al SRI K los eventos P y () no
son simultdneos: P acontece antes que @) y el intervalo de tiempo entre estos
dos eventos es YV d/c?. Similarmente, respecto a un SRI K” en el que el
vagdn se mueva hacia la izquierda, el evento () ocurrird antes que P. Como
veremos mas adelante, la relatividad de la simultaneidad no contradice el
principio de causalidad puesto que no existe relaciéon causal entre los eventos

PyaQ.

6.2.11. Dilatacién del tiempo

Considere dos eventos P y @ que, con respecto a un SRI comévil K’,
ocurren en la misma posicién, pero en tiempos diferentes. Estos mismos
dos eventos ocurren en posiciones diferentes y con un intervalo de tiempo
también diferente respecto a otro SRI K en movimiento relativo respecto a
K'.

En efecto, en este caso (Az')pg =0y (At')pg = (AT)pg # 0 y por lo
tanto, usando las transformaciones tenemos que

(Atpq) = v(AT)Pg, (Az)pg = vBc (AT)pg- (6.63)

De este modo encontramos que (At)pg > (AT)pq, es decir, que en el SRI K
se asignard un intervalo de tiempo mayor que el que K’ asociara al mismo par
de eventos. Un ejemplo clésico de esta dilatacién del tiempo lo constituye
la vida media de las particulas. Si la vida media de una particula e&ﬂ T0,
entonces la vida media de ella con respecto a un observador que la ve moverse
con rapidez v es T = y1p > 9.

Esta dilatacién del tiempo es un efecto universal que afecta a todo tipo de
eventos y en particular a la “velocidad de avance” de relojes en movimiento.
Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Reloj de Luz

Considere el “reloj de luz” formado por un rayo de luz que rebota entre
dos espejos paralelos separados una distancia L, como se esquematiza en la

figura [6.10]
Respecto al SRI comévil K’ el tiempo entre la salida y la llegada del
rayo de luz (un “tic” del reloj) es dado por

2L
==

At (6.64)

8(Clasicamente la vida media de una particula es “el tiempo que ella tarda en desinte-
grarse cuando estd en reposo” o, més precisamente, el tiempo que debe transcurrir para
que una poblacion de un gran ntimero de particulas idénticas y en reposo se reduzca en
una fraccién 1/e.

F.C UNAM 243



6. INTRODUCCION A LA TEORIA ESPECIAL DE LA

Notas RELATIVIDAD
Bl T

(A) = 2L/c " L

Al il

Figura 6.10: Dilatacion del tiempo en el “reloj de luz”. Izquierda: SRI comévil
K’. Derecha SRI K respecto al cual el reloj se mueve con velocidad v = fe.

Por otro lado, respecto al SRI K el rayo de luz tarda un tiempo (At) en subir
y bajar. Este tiempo puede ser determinado usando el teorema de Pitagoras
en el tridngulo indicado en la figura:

B2y e

A partir de esta relacién, encontramos que

At =~ At (6.66)

Derivacién usando el intervalo

Otra forma de derivar este resultado es usando directamente el intervalo,
ds® = dr? = Pdt? — da® = Pdt* (1 — ?) = vy 22dt?, (6.67)

de modo que dt = ~vdt > dr.

En definitiva, todo intervalo de tiempo que transcurre entre dos
eventos dados parece mayor (dilatado) cuando se observa desde un
SRI en movimiento, comparado con el intervalo de tiempo entre
los mismos eventos respecto a un observador comaévil.

Esta prediccién de la teoria de la relatividad especial ha sido confir-
mada experimentalmente en multiples ocasiones a través de mediciones del
efecto Doppler (transversal) (experimento sugerido por el mismo Einstein
en 1907 [?]), ya que como consecuencia de la dilatacién temporal, la ra-
diacién emitida por un dtomo en movimiento transversal a la direccién de
observacion, presentard una variacién relativa de la longitud de onda de la
radiacién emitida AX/\g =y — 1 ~ 107°. La primera confirmacién usando
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este efecto es debida a Ives y Stilwell en 1938 [?], usando atomos de Hi-
drégeno (v/c ~ 0,005, v — 1 ~ 107°). En 2003 Saathoff et. al. publicaron
resultados de un test mejorado, usando “espectroscopia laser de iones rapi-
dos" [?] (v/c = 0,064, v — 1~ 2 x 1073, 1%), y luego en 2007 Reinhardt et
al. mejoraron la precisién usando “relojes épticos atémicos" [?] (v/c =~ 0,03,
v —1 a4 x107%). El “record" lo tienen actualmente Chou et al., quienes
lograron verificar la dilatacién temporal con “relojes atémicos"(de dtomos
aluminio) moviéndose a velocidades del orden de 10 m/s ! [?] (v = 10[m/s],
v/e~3x1078 v —1 = 4x10716). Otros métidos para verificar la dilatacién
temporal consisten en medir la vida media de particulas [?] (v/c ~ 0,9994,
v — 1 =~ 28), y comparar las medidas de relojes atémicos en movimiento
relativo (“paradoja de los gemelos”) [?, ?]. Para otras referencias sobre la
confirmacién experimental de la teorfa de Relatividad Especial, ver [?].

6.2.12. Contraccion de la longitud

Considere un cuerpo, cuyos extremos estan, respecto a un SRI K’ como-
vil, fijos en las posiciones o y 7y = 2. Respecto a este SRI la longitud
del cuerpo es Ly = x’Q — z’». En otro SRI, respecto al cual el cuerpo se
mueve con velocidad v, se define la longitud L como la distancia entre las
posiciones de los puntos extremos del cuerpo en el mismo instante.

Figura 6.11: Lineas de mundo de los extremos de un cuerpo, respecto al SRI
comévil K’ y SRI K donde éste se mueve con velocidad v.

Usando la transformacién de Lorentz para la posicién tenemos que el
evento P (un extremo del cuerpo) con coordenadas (cts,zp) respecto al
SRI K tendra, respecto al SRI K’ la siguiente posicién:

2y =y(zp — Beta). (6.68)

Por otro lado, el evento @ (en el otro extremo del cuerpo) que es simultdneo
al evento P respecto al SRI K, tiene coordenadas

rgn =(zq — Beta). (6.69)

Por lo tanto,

1l — ap = A1 — 2p), (6.70)
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En otras palabras, los largos del cuerpo respecto a los dos SRI’s estan rela-

cionados por
L
L==22< L, (6.71)
Y
donde Lg := :U’Q —'p es el largo del cuerpo respecto al SRI comévil, también

llamado longitud en reposo del cuerpo.

Resumiendo, todo cuerpo que tiene una longitud Ly respecto a
un SRI comévil parece tener una longitud menor (contraccién) en
un SRI respecto al cual el cuerpo estd en movimiento.

6.2.13. El cono de luz

En la teoria de la Relatividad, un muy 1til concepto es el cono de luz. Por
definicién, el cono de luz asociado a un evento O es el conjunto de eventos en
el espacio-tiempo que pueden ser conectados con O por senales luminosas.

N s
N Futuro ¢ F s

N\ Absoluto s/

N ¢E
N v
N e
N s oG

) & )
"limbo" ¢ "limbo"
s 0«
7 AN
s N
7 Pasado N cono de luz
4 Absoluto N

/ AN
/ AN

Figura 6.12: Cono de luz en 141 dimensiones: futuro, pasado absoluto y
“limbo”

El cono de luz divide el espacio-tiempo en tres regiones: “dentro del cono
de luz”, “fuera del cono de luz” (el “limbo”) y “sobre el cono de luz”. Esta
clasificacién es absoluta, en el sentido que no depende del SRI respecto al
cual se describan los eventos.

Los eventos dentro del cono de luz asociado a O son aquellos que pueden
tener conexion causal con O. Es posible ademas separar los eventos dentro
del cono de luz en dos regiones: el futuro absoluto y el pasado absoluto. Los
eventos en el futuro absoluto de O son aquellos que pueden (en principio)
ser alcanzados por particulas o sefiales emitidas desde O y que viajen con
velocidades menores que la de la luz. Andlogamente, los eventos en el pasado
absoluto de O son aquellos desde los cuales pueden ser emitidas particulas
o sefiales viajando con velocidades menores que la de la luz y que pueden
eventualmente llegar a O.
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linea de mundo
tipo tiempo =

/ cono de luz

Figura 6.13: Cono de Luz, en 2+1 dimensiones.

Por otro lado, los eventos fuera del cono de luz no tienen conexién causal
con O, no pueden afectar a O, ni O puede afectar eventos en esa regién, ya
que eso requeriria senales propagandose con velocidades superluminales.

La clasificacion de eventos asociada el cono de luz estd relacionada con
los valores que asume el intervalo entre dos eventos. Si (to,xo) son las
coordenadas del evento O y (t,x) las de un evento P cualquiera, entonces
podemos calcular As? := c2(At)?2 — (Ax)%. Este valor puede ser positivo,
negativo, o nulo.

» Si As? > 0 entonces el evento P estd dentro del cono de luz de O. Se
dice que el vector OP es tipo tiempo. Si ademéds At > 0 entonces P
estd en el futuro absoluto de O, y si At < 0, en su pasado absoluto.
Los eventos O y P pueden tener conexién causal. Es posible encontrar
un SRI respecto al cual O y P tienen la misma posicién espacial, e.d.
un SRI comévil con estos eventos. No es posible encontrar un SRI
respecto al cual O y P sean simultaneos.

» Si As? < 0 entonces el evento P estd fuera del cono de luz de O. Se
dice que el vector OP es tipo espacio. Los eventos O y P no tienen
conexion causal. Es posible encontrar un SRI respecto al cual O y P
son simultdneos. También es posible encontrar SRI’s respecto a los
cuales P anteceda a O, y viceversa. En otras palabras, en este caso O
y P no tienen un orden temporal absoluto. No es posible encontrar un
SRI respecto al cual O y P tienen la misma posicién espacial.

» Si As? = 0 entonces el evento P estd sobre del cono de luz de O.
Se dice que el vector OP es tipo luz. No es posible encontrar un SRI
respecto al cual O y P son simultdneos. Tampoco es posible encontrar
un SRI respecto al cual O y P tienen la misma posicion espacial. Sélo
seniales luminosas (o, en general, particulas o senales que se muevan a
la velocidad de la luz) pueden conectar O y P.
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6.2.14. Boost en una direccién arbitraria

En la seccién [6.2.8] asumimos implicitamente que las coordenadas aso-
ciadas a las direcciones normales (y y z) a la velocidad relativa de los dos
SRI’s (eje ) no son alteradas por la transformacién (la contraccién de Lo-
rentz sélo se produce en la direccién de movimiento). En otras palabras, las
transformaciones son complementadas con yy = y y 2/ = 2. Pode-
mos generalizar este resultado al caso en que la velocidad relativa entre los
SRI's K y K’ estd dirigida en una direccién arbitraria, separando los vecto-
res ¥ y ' en componentes paralelas y perpendicular a la velocidad relativa
V= cﬁ . Usando el hecho que la componente perpendicular es inalterada, y
ademas el boost unidimensional para la componente paralela, es de-
cir, #| = ¥, mientras que l‘h = (x| — Bct), con x| := B-Z T =7— x||B,
B = 17/ V = E /B, etc., es simple verificar que la TL correspondiente a un
boost en una direccién arbitraria es de la forma

(v—1)
52

=/

T =T+

(5 f) - vctg, (6.72)

ct' =~ (ct -g- :Z”) . (6.73)

Esta TL describe el cambio entre los SRI's K y K’, tal que K’ se mueve con
velocidad V' = ¢f8 respecto a K, pero donde los ejes espaciales de K y K’
son paralelos (en este sentido, esta TL no incluye rotaciones).

Composicién de velocidades.

Considere una particula moviéndose con una velocidad ¥ = dZ/dt en el
sistema K ;Con qué velocidad se mueve la particula en el sistema K’, que
se mueve con una velocidad cg con respecto al sistema K7.

Considere la TL de un boost general dada por —. En este
caso, para dos eventos infinitesimalmente préximos con coordenadas (ct, %)
y (ct + edt, & 4+ d¥) respecto a K, las diferencias dZ’ y dt’ asociadas a K’
estan dadas por:

/82

d¥ = di+ (o —1) (5- df) B — ~edtf, (6.74)
cdt! = ~ (cdt — 5 df) .

(6.75)

En el caso en que estos incrementos sean aquellos correspondientes al movi-
miento de una particula, velocidad es dada por ¥ := dZ/dt respecto a K y
¥ := d&’ /dt’ respecto a K'. Por lo tanto, encontramos que

C1dw G+ (B 8) A ed
Tedt 1 (c— 7 %)
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es decir,
=, 0= (3. =\3 3
U+ B-7)B—~cB
7= = _ )ﬁ . (6.77)
1(1-6-9)
Equivalentemente,
) — Cg ﬁL
77|/| = ”7"17\\’ 7 = Y (6.78)
1-8-+ 7(1—5'?)

—,

donde hen30§ definido la velocidad paralela y perpendicular (respecto a 3),
B = (- BB, U1 =T — 1.

6.2.15. Incompatibilidad de las definiciones newtonianas de
energia y momento lineal con el Principio de Relati-
vidad

En mecénica no-relativista se define el momento lineal de una particula
como p’:= md, donde ¥ es la velocidad de la particula (que depende del SRI),
y m es la masa de la particula (que no depende del SRI, es un escalar). La
caracteristica principal del momento es su propiedad de conservacién en
un sistema aislado (por ejemplo, en un choque de particulas). Ademads, la
ley de conservacion del momento lineal es vélida (para un sistema aislado
de particulas) en todo SRI. Es simple verificar, usando la ley newtoniana
(0“Galileana”) de transformacién de la velocidad de un cuerpo entre SRI’s,
que si el momento de un sistema de particulas es conservado en un SRI
entonces sera conservado en todo SRI.

Sin embargo, usando las leyes relativistas de transformacién de la velo-
cidad, ec. (6.77), y asumiendo que el momento sigue siendo p := m# y que
m es un escalar, entonces puede comprobarse que la ley de conservacién del
momento de un sistema de particulas no sera véalida (“simultdneamente”) en
todo SRI (es decir, no respetara el Principio de Relatividad). Por ejemplo
en un choque de dos particulas, si en un SRI particular K se verifica que
m1U1; + maly; = m1T1y + malay, entonces, implican en general que,
maty; + Moty # M) + maty, en otros SRI's K.

Considere el siguiente caso simple de una colision de particulas idénticas,
todas de masa m. Las velocidades iniciales y finales de las particulas 1y 2
estdn dadas, respecto al SRI K (del centro de masa), por

1711 = Ui‘, '1721' = —’U.f', (6.79)
Ulf = U:lj, Ugf = —U:lj. (680)

Ahora realizamos un boost con velocidad relativa cg = oI, hasta el SRI
K’ comévil con la particula 1 en su movimiento inicial (SRI “de laborato-
rio”). Utilizando la ley de transformacién relativista de velocidades (6.77)),
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obtenemos las velocidades respecto al nuevo SRI:

. 208
= =
V1 = 07 Vg = — 1+ ’112/627 (681)
~ (%N N (VN
Uiy = —vi + ;y, Uyp = —vi — ;y (6.82)

Si el momento de cada particula es de la forma p'= mu entonces, el momento
total en el SRI de centro de masa es dado por

Pi = Phi + Pai = 0, (6.83)

P = Piy+ pay =0, (6.84)

es decir, se conserva el momento lineal total. Sin embargo, en el SRI de
laboratorio tendremos que

2moug
A 5
Pi =P1itP2% = 7575 FnyEL (6.85)
mientras que
Py = Py + Doy = —2moz. (6.86)

Similarmente, puede verificarse que lo mismo ocurre con la energia. Si
asumimos que la energia (cinética) de una particula de masa m y velocidad
¥ es dada por la usual expresién norelativista, entonces en el SRI del centro
de masa la energia se conserva en el proceso analizado:

1 1
E; = im@% + imﬁgi = mv?, (6.87)
Ey = 1mﬁ% + }mﬁg = mv?. (6.88)
2 M T

Sin embargo, en el SRI de laboratorio

2

1 1 2muo
/ —~ 2 —~ 2 _
E; = M + o MUi” = (I (6.89)

mientras que

E} = %mvﬁf? + %mﬁzﬁ = mo? (2 - v?/c?) . (6.90)
Claramente, en general (es decir, para valores arbitrarios de v), E! # E} !
Este resultado se contradice con el esperado a partir del Principio de Rela-
tividad: que si la energia se conserva en un SRI, entonces debe conservarse
en todo SRI. Si esto no fuese asi, entonces existirian SRI’s “privilegiados”
o “especiales”: aquel SRI donde si se conserva la energia en un choque. El
mismo argumeto es aplicable al momento lineal.
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En resumen, en RE la definicién newtoniana de la energia y el momento
de un cuerpo es incompatible con el Prinicpio de Relatividad, es decir, con
la equivalencia entre SRI’s. Por esto, es necesario reemplazar las definiciones
newtonianas por unas que si respeten este principio, es decir, que satisfagan
el requerimiento que si la energia es conservada en un SRI, entonces sea
conservada en todo SRI, y similarmente para el momento.

Como veremos més adelante, en la teoria de RE se reemplazan las de-
finiciones newtonianas de energia y momento lineal por nuevas definiciones
(en términos de la masa y velocidad del cuerpo) que si son compatibles en el
Principio de Relatividad. Las expresiones relativistas de energia y momento
son

(6.91)

Para probar que estas nuevas definiciones realmente satisfacen las pro-
piedades requeridas, es de mucha utilidad expresar estas cantidades en tér-
minos de vectores y tensores respecto a Transformaciones de Lorentz (que
relacionan SRI’s): los llamados 4-vectores y 4-tensores (“cuadri-vectores”
y “cuadri-tensores”). Por esto, a continuacién revisaremos rapidamente la
definicién y propiedades bésicas de estos objetos.

6.3. La vision Cuadridimensional

En la teoria newtoniana el tiempo es absoluto, de modo que el espacio-
tiempo (es decir, el conjunto de todos los eventos) se separa naturalmente
en espacio + tiempo. Matematicamente, esto significa que bajo las trans-
formaciones més generales que relacionan un SRI con otro (Transforma-
ciones de Galileo, Rotaciones y translaciones) tanto los intervalos de tiem-
po entre eventos (infinitesimalmente préximos), con coordenadas (t,Z) y
(t + dt, Z + d¥) respecto a un SRI, como la distancia entre ellos permanecen
invariantes, es decir,

dt' =dt,  d@? = di”. (6.92)

La condicién de invariancia de dz?, permite asociar un concepto absoluto de
distancia: una geometria tridimensional euclideana, donde las coordenadas
de un evento respecto a un SRI son relativas (cambian bajo transformacién
de SRI), pero la distancia diz? es absoluta.

Por otro lado, en la teoria especial de la relatividad, la distancia espacial
di? no es absoluta, como tampoco lo es dt (“los boosts mezclan espacio y
tiempo”). Sin embargo, el asi llamado intervalo,

ds® := 2dt? — di?, (6.93)

es invariante bajo transformaciones entre SRI’s. En este sentido, el intervalo
es una magnitud absoluta en RE. En analogia al caso newtoniano, esto
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permite introducir una geometria, interpretando ds?> como una especie de
“distancia” en el espacio-tiempo 4-dimensional: el espacio de Minkowskiﬂ
(1907, ver [?]).

ds? := c2dt? — dz? define la geometria (pseudo-)euclideana del espacio-
tiempo de Minkowski.

Por ejemplo, el boost en la direccién x puede ser expresado en términos de
una matriz de transformacion:

ct’ v =8 0 0 ct
| [ - v 00 T
y | 0 0 10 y (6.94)
2 0 0 01 z

Ahora estamos en condiciones de definir mas generalmente una Trans-
formaciéon de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz (TL’s) son definidas como aquellas
transformaciones lineales de las (4) coordenadas de un evento, entre
2 SRI’s, y que dejan el intervalo ds® invariante, es decir, tales que
Adt? — di? = 2dt”? — di’”.

Con esta definicién, las TL’s incluyen los boost’s (TL’s simples) en una
direccién arbitraria, las rotaciones, reflexiones espaciales y temporales (estos
tres tltimos tipos de transformacién dejan dt? y d#? separadamente inva-
riantes), y sus composiciones. Matematicamente, el conjunto de todas las
TL’s forma un grupo: el grupo de Lorentz.

Recuerde que la interpretacion fisica de ds es que, para eventos con sepa-
racién tipo tiempo (ds? > 0) la cantidad dr = ds/c es el tiempo propio entre
dos eventos (infinitesimalmente préximos), es decir el tiempo registrado por
un observador comévil con los eventos. Esto puede verificarse en el SRI en
el que los dos eventos aparezcan en el mismo punto del espacio, es decir,
di? = 0, ya que en este caso ds = cdt.

6.3.1. 4-vectores y 4-tensores

Denotamos las coordenadas de un evento en el espacio-tiempo, respecto

de un SRI K, colectivamente por /, con p = 0, 1,2, 3, de modo que 20 := ct,
zl =2, 2% :=y, 2% := 2. En general, los indices griegos u, v, A, - - - variardn
de 0 a 3, mientras que los latinos 4, j,k,--- lo hardn de 1 a 3. Asi, por

ejemplo, denotaremos x# = (2%, %) o, equivalentemente, z# = (20, 7).
Bajo una TL, las coordenadas de un evento cambiaran, por ejemplo de
2# a 2" cuando cambiemos de un SRI K a otro K’. La TL mds general,

9Hermann Minkowski (1864-1909): matematico alemén.
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que incluye boosts, ver (6.37), y rotaciones, es lineal en las coordenadas
espaciotemporales y por tanto puede escribirse en la forma

't = A Y, (6.95)

donde A*, son, para cada transformacion, 16 constantes. Ademas, las compo-
nentes A“, deben ser tales que el intervalo permanezca invariante: ds'? = ds®.
En hemos usado la convencién de suma de Einstein, de suma de in-
dices repetidos, de modo que A% z” := Ayz¥ + A¥ ot + AFyx? + AFas.

Por ejemplo, la matriz A*, correspondiente al boost — es dada
por:

Y (/;)’Zﬁw i U—’Yﬁy i :’Yﬁz
| G- N (y-1) (-1
S| ZEG-n 1By 2Egoy |
-8 -1y EFe-n 1+8F e

R (6.96)
con = (8%, 8Y,8%) y 5% = (8%)* + (BY)* + (6°)*.

Por otro lado, una rotacion general es de la forma

AR — ( 013 2; ) , (6.97)

donde R es una matriz ortogonal de 3 x 3, es decir, que satisface RRT =
13.3. Esta transformacién preserva dt? y dz? por separado.

Tal como en mecanica newtoniana es ttil expresar las leyes fisicas usando
vectores y tensores respecto a rotaciones, en RE es conveniente (pero no
obligatorio!) usar vectores, tensores, etc., definidos con respecto a TL’s.

Escalares (invariantes)

Un escalar es una cantidad que no cambia su valor bajo TL’s. Si ¢(P) es
una cantidad asociada al evento P respecto al SRI K, y ¢/(P) es la misma
cantidad, asociada al mismo evento, pero con respecto a otro SRI arbitrario
K', entonces ¢(P) es un escalar si y sélo si

¢'(P) = ¢(P). (6.98)
Ejemplos de cantidades escalares bajo TL’s: las masas y las cargas de las
particulas, la rapidez de la luz, el intervalo.
4-vector contravariante

Se dice que conjunto de 4 cantidades, A* (u = 0,1,2,3), definidas en
cada SRI (y denotadas, por convencién, usando un superindice), son las
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componentes de un 4-vector contravariante si sus valores respecto a dos
SRI’s relacionados por una TL arbitraria, estan relacionadas tal como las
coordenadas espaciotemporales, es decir, por

AP = AP AV (6.99)

Ejemplos: 4-posicion, 4-velocidad, 4-momento.

4-vector covariante

Se dice que un conjunto de 4 cantidades, A, (¢ = 0,1,2,3), definidas
en cada SRI (y denotadas, por convencién, usando un subindice), son las
componentes de un 4-vector covariante si sus valores respecto a dos SRI’s
relacionados por una TL arbitraria, estan relacionadas por

Al = (A*l)yu Ay, (6.100)

donde (Afl)yﬂ es la TL inversa, definida de modo que
A
A" (A—l) = (6.101)

y donde 6# es la delta de Kronecker, definida en todo SRI por 4] = §f =
B=068=1,y6!=0siu#v.
Ejemplo de vector covariante: el 4-gradiente de un campo escalar, A, :=

0¢/0xH = 8,0.

Tensor de rango (}):

Un conjunto de 4P*7 cantidades (T"""*7,,..,,) definidas en cada SRI
se consideran componentes de un (4-)tensor de rango (1), si sus valores se
relacionan, bajo TL’s, por

T/m---upyl._.yq =AMy, ,,,Aup)\p (A71)P1 (A—1>Pq TAI.HAPPI“'Pq' (6.102)

v

Multiplicacién de 4-tensores

Si AMHe vy ¥ BT L, son (las 4PT9 y 475 componentes de)

dos tensores de rango () y () respectivamente, entonces el conjunto de

4pratr+s cantidades definidas por

Cnul”'llp-w - AMl"'NP

Hp+1-Pp+r
VieVgys x B

Voi1-Vgts (6.103)

v1lg

definen un tensor de rango (Zi:) bajo TL’s.
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Contraccién de 4-tensores

Si A", L, son las 4PT4 componentes de un tensor de rango (%),
entonces las 47192 cantidades definidas por la “contraccién”

M1 =1 1 i AMLHn—1PHnA1
B n n g 1= A n n

V1 VUm—1Vm+1-" Vi VUm—1PVm+1Vg>

(6.104)
son componentes de un tersor de rango (gj).

Observaciones:
» Un escalar es un tensor de rango (J).
= Un vector contravariante es un tensor de rango ({).
» Un vector covariante es un tensor de rango ({).

» La delta de Kronecker define un tensor invariante de rango (i) bajo
TL’s, es decir, que sus componentes tienen el mismo valor en todo SRI.

» Podemos definir ademés el simbolo de Levi-Civita contravariante é#*?
como el (pseudo-)tensor invariante bajo TL’s que es totalmente anti-
simétrico y que satisface €923 := 1.

= Andlogamente, podemos definir el simbolo de Levi-Civita covariante
€uvxp como el (pseudo-)tensor invariante bajo TL’s (de determinante
1) que es totalmente antisimétrico y que satisface €pio3 := 1.

= La utilidad de los tensores, reside en el hecho que las relaciones que
involucran tensores del mismo grado, son ecuaciones invariantes de
forma[| bajo TL’s, esto es, si

THIH2-Hr — (), (6.105)
entonces en todo otro SRI
Tvive--vr — (), (6.106)

Como las TL’s expresan matematicamente el cambio desde un SRI a
otro, entonces una forma de garantizar automaticamente que
una cierta ley fisica respeta la equivalencia entre SRI’s, es
decir, el Principio de Relatividad, es expresando dicha ley
en funcién de cantidades que sean tensores bajo TL’s. Esto es
analogo al caso newtoniano, donde el hecho de escribir las leyes de la
Fisica en términos de vectores y tensores tridimensionales (por ejem-
plo, F = md, o bien D; = €;;F;), que transforman homogéneamente

1 .2 . . .
9También llamadas, abusando un poco del lenguaje, ecuaciones covariantes.
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(como vectores y tensores) bajo rotaciones, asegura que esta ley ten-
dra la misma forma en cualquier sistema de coordenadas cartesiano,
independiente de la orientacion espacial de sus ejes. En otras palabras,
el uso de vectores y tensores tridimensionales para expresar las leyes
fisicas resulta conveniente puesto que incorpora naturalmente la equi-
valencia de sistemas de coordenadas cartesianos respecto a rotaciones.
Del mismo modo, el expresar una ley fisica en términos de 4-tensores
bajo TL’s asegura que esta ley respeta el Principio de Relatividad de

RE.
Identidades
Antisimetrizacion: 1
T[,uu] = §(Tuu - Tyu)7 (6107)
1
Ty = 5 (Tupor) + Topr + Ty (6.108)

1
Tiurg) = 3 Lawrel = Toprpu + Do) = Tplun)) = Tjor2s) €uwnp- (6.109)

Propiedades de los simbolos de Levi-Civita:

E eapns = AL 050305, (6.110)
e gy = 31810500, (6.111)
AN eogn, = 20 (01405 — 048%) (6.112)
N ey = 310K, (6.113)
N e, = AL (6.114)

6.3.2. Meétrica de Minkowski

Podemos expresar el escalar ds en términos de 4-tensores. Para esto,
notamos que el 4-desplazamiento dz* es un 4-vector (bajo TL’s), de modo
que drtdz” es un tensor de rango (3). Podemos entonces escribir el escalar
ds en términos de drtdr” y un nuevo tensor métrico de rango (), que
denotaremos por 17,,,, de modo que

ds? := nydrtds”. (6.115)

Comparando (6.115]) con (6.93)) encontramos que (en un SRI) debemos tener

que

Noo = —Mi1 = —Nog = —133 = 1, Nw =0 si p#wv. (6.116)

Sin embargo, en RE el intervalo ds no es cualquier escalar, sino que tiene
el mismo valor en todo SRI cuando se lo calcula de la misma forma, tal
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como en la definiciéon . Esto significa que, en RE, el tensor métrico
(o simplemente “la métrica”) n debe tener los mismos valores, en cada una
de sus componentes, en todo SRI. En otras palabras,  debe ser un tensor
invariante de rango (J) bajo TL’s. Esto significa que

A p
/ _ —1 1 .
M = (A7) . (A7)" map = s (6.117)
0, equivalentemente
AN 1 = T (6.118)

De hecho, es posible considerar como la condicién general que define
una TL A.

Teniendo el tensor métrico a nuestra disposicién es posible definir el
tensor métrico inverso n**, de rango (3), de modo que

N Ny = 05 (6.119)

En notacién matricial n*¥ corresponde a la matriz inversa a la métrica
Nuv- Mas atin, las componentes de la métrica (de Minkowski) inversa coin-
ciden con aquellas de 7,

W =-nl=—n?=—n¥=1 P=0 si p#v (6.120)

El tensor métrico 7, permite asociar a cada vector contravariante A
un nuevo vector covariante (abusando un poco de la notacién) A, definido
por

A, =AY (6.121)

Similarmente, la métrica inversa n*¥ permite asociar un vector contravarian-
te A" a cada vector covariante A,, por medio de

Al = A, (6.122)

A partir de es simple verificar que la secuencia de operaciones con-
sistente en tomar un vector contravariante cualquiera, definir su vector co-
variante asociado, y a partir de este tltimo calcular el vector contravariante
correspondiente, retorna al vector contravariante original. Lo mismo ocurre
si partimos de un vector covariante. Esta propiedad justifica (parcialmente)
la convencién de uso de la misma letra para un vector covariante y su vector
contravariante asociado.

6.3.3. Transformaciones de Lorentz infinitesimales*

Considere una TL infinitesimal, es decir, muy cercana a la identidad:

A, =08 + MY, MY < 1. (6.123)
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La condicién de Lorentz (6.118]) implica entonces que la matriz (infinitesi-
mal) M*, debe satisfacer

MM, + na M7, = 0. (6.124)

Si definimos My, := n,\M A, entonces la condicién nos dice que M,
debe ser antisimétrico, es decir M, = —M,,,. Por tanto, cualquier matriz
antisimétrica M), definird una TL infinitesimal. En términos de esta matriz
antisimétrica, la TL queda expresada como

AP, = 6F 4+ P My, (6.125)

Ahora, es posible escribir la matriz antisimétrica méas general posible en la
forma

0 &t & £
4 3 2
—€ 0 —¢ €
—eb g2 £l 0
donde %, o = 1,...,6 son parametros arbitrarios. Con esto, la matriz M*,

mas general puede escribirse como

0 &t gd b

4 3 2
£ 0 —€ €
b —g2 £l 0

De esto modo, hemos encontrado que una TL infinitesimal arbitraria queda
determinada por 6 parametros independientes. Estos pardmetros (infinitesi-
males) corresponden fisicamente a las componentes de la velocidad relativa
del nuevo SRI respecto al primero (3 pardmetros), a la direccién del eje de
rotacién entre SRI’s (2 parametros) y al dngulos de rotacion entre SRI’s en
torno a este eje (1 parametro).

Podemos en general descomponer la matriz (6.127)) como una combina-
cion lineal de los siguientes generadores

0 0 O 0 0O 0 0 O
00 O 0 0 0 0 +:

I no_

W%=100 0 | =14y o0 o0 o | 6128

00 +¢ O 0 — 0 0
0O 0 0 O 0 +¢ 0 O
0O 0 —i O +1 0 0 0

Ho— no_
0 O 0 O 0 0 0 0

M. en C. Youssef Sarkis Mobarak 258



Electromagnetismo I 6.3. LA VISION CUADRIDIMENSIONAL

0 0 ¢ 0 0 0 0 ¢
0 00O 0 00O
B b
0000 i 00 0
de modo que
3 3
M, = =iy e (JpF —i> G (K", (6.131)
j=1 j=1
donde hemos abreviado (; := £7*3. Note que los factores imaginarios han

sido introducidos sélo por convencién (las TL’s son reales).

6.3.4. Transformaciones de Lorentz finitas*

Es posible expresar una TL finita (no infinitesimal) como una composi-
cién de TL’s infinitesimalres. Esto permite escribir una TL (de determinante
1) como

" 1 1
M, = (M) = 0L+ MYy G MEM, 4 S MEM MY, o, (6.132)

donde la matriz M* es de la forma (6.131)), pero con pardmetros ¢/ no

(necesariamente) infinitesimales.

6.3.5. Caso de Boost General*

Para el caso en que ¢; =0, j = 1,2, 3, tenemos (en notacién matricial):

0o M™ . 3
A= Z e exp(M) = exp (—z Z CjKj) , (6.133)
n=0 ]:1
con M, dado por
0 -G -G —G
| -G O 0 0
M = &% 0 0 0 (6.134)
—(3 0 0 0

Entonces tenemos que

G+G+¢G 0 0 0

2 _ 0 G G& Q¢
M= 0 GG G GG | (6.135)

0 GG Ge G

Si llamamos
C=G+G+G (6.136)
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entonces,
1 0 0 0
0 & ag aw
2 2
¢? ¢? ¢?
0 8a G G
¢? ¢? 2

Ademas, se verifica directamente que

0 -G -G —G
3_ 2| =G 0 0 0 _ 2
M3 =¢ b0 0 o =M. (6.138)
—~¢3 0 0 0
Asi sucesivamente, encontramos que
M* =M x M = (?M?, (6.139)
M = 2M3 =M, (6.140)
M5 = ¢t (6.141)
M" =3 =M (6.142)
0, resumiendo,
M2n+1 — CZRM, M2n — CQn_QMQ. (6143)

Con estas relaciones, podemos calcular A de la forma siguiente:

00 M2m+1 0 M2m
AN = 1T — — .
+ mzo Gmil " Z - 2m)! (6.144)
00 C2mM CQm 2M2
I .
+> @ 11 Z (6.145)
m= 0
= I+ M M .
+ ZO Gmil " m; 2m)! (6.146)
1 00 C2m+1 1 9 o0 €2m
= J+-M — 4+ M .
M Gmr T mzzl (2m)! (6.147)

1 o0 C2m+1 o0 <2m

1

m=0

Las series en la expresién anterior corresponden a las funciones cosh y senh,
ya que

i :L,Qn i x2n+1 ( )
coshx = —, senhx = —_— 6.149
= (2n)! = (2n+1)!
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De esta forma encontramos que

1 1
A—I—i—MCsenhC—i—M?Cz (cosh¢ —1). (6.150)
Reemplazando, obtenemos:
cosh ¢ Cl senh _TCQ senh _—C“ senh

<2

Cl senh( 1+ 42 (Coshg —1) CECZ’ (cosh¢ —1) Cc—g (cosh( —1)
% senh¢ 2§ (cosh¢ —1) 1+ CQ (coshC - 1) ng (cosh¢ —1)

“Ssenh¢ 9t (cosh(—1) 98 (cosh(—1) 1+ G (cosh¢—1)

CQ
(6.151)
Finalmente, definiendo

A% := tanh ¢*, (6.152)
de modo que (identidades)

senh ¢! = 43", f = tanh ¢, cosh ¢ =7, senh ¢ =3, (6.153)

y ademas

G_p
F= G (6.154)

Reemplazando (6.153) y (6.154)) en (6.151]) obtenemos el boost general (6.96]).

6.4. Mecanica Relativista.

6.4.1. 4-velocidad

Definiremos la 4-velocidad como una cantidad que sea un vector bajo
TL’s y que esta relacionada con la usual velocidad. Recuerde que la velocidad
de una particula no forma directamente un 4-vector bajo TL’s, ver .
Para esto, usaremos el intervalo de tiempo propio dr = ds/c = v~ 'dt sobre la
trayectoria de una particula, que es un escalar bajo TL’s, para parametrizar
la linea de mundo de la misma particula. En lugar de usar = Z(t), usaremos
xH = (1), y definimos la 4-velocidad (instanténea) por

dxt
ul = %. (6.155)

Debido a las propiedades de transformaciéon de las coordenadas x* y del
tiempo propio dr, es directo verificar que la 4-velocidad u* es un 4-vector
(contravariante) bajo TL’s. Ademas, la definicién (6.155]) implica que

0
Lo o

= _— = -].
- = e = (6.156)
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d¥ di dt
i = —= —— = . .1
YSar T dtar (6.157)
Por lo tanto,

‘u“ = (e, 717).‘ (6.158)

Similarmente, si conocemos las componentes de la 4-velocidad, entonces las
componentes de la velocidad (tridimensional, a veces llamada “velocidad
ordinaria”) quedan dados por

—

7= (6.159)
u
Lo anterior muestra que la 4-velocidad u* contiene la misma informacién
que la velocidad ¥, con la diferencia que u* transforma como un 4-vector
bajo TL’s.
Ademas, es directo verificar que

', = e — 4R (6.160)
= (¢ —v?)y? (6.161)
2 —v?
= — 6.162
1—v2/c? ( )
= (6.163)
En resumen,

utuy, = . (6.164)

Observe que u,, = n,u” = (U0, —u') = (u°, —0) = (ye, —77).

6.4.2. 4-aceleracién

Anélogamente a la 4-velocidad, definimos la 4-aceleraciéon a* de una par-

ticula, por
dut
P —. 1
a o (6.165)
Usando la identidad (|6.164]) es directo probar que
afu, = 0. (6.166)

Podemos expresar las componentes de la 4-aceleracién a# en términos de
la aceleracién (“ordinaria”) a := dv//dt:

dut

d R

= = (1e,79) (6.168)
dt d R

= %a(’yc,vv) (6.169)
d o

= 74 (e0), (6.170)
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pero
d d 1
—Y = —— 6.171
i’ " dt oy (6.171)
C
1(-32)v-a
__L=a) - (6.172)
o)
C
1 5.
= C—Q’y?’v -, (6.173)
luego
d d
B L N 4 A2 174
a (wdt%vdtvw’y a) (6.174)
1 4, , 1 s -
= (0702732) - d, 'yg’y?’(v Q)T+ 72a> (6.175)
1 1
= (C%ﬁ. a, 6—274(27- a)v+ 725) , (6.176)
de donde
1
a% = ~%7- @, (6.177)
c
R S P, L
a= 6—274(1) - )7 + ~%d. (6.178)
De aqui podemos encontrar que
L 76ﬁﬁ2 4-2 6 | =2 Lo 9 6.179
aaM——c—Q(v-a) —%ac = —y a—c—Q(vxa) . (6.179)

Finalmente, es posible escribir la aceleracién de la particula en funcién de
las componentes de la 4-aceleracion:

L1/, @
a:ry2<a—a0>. (6.180)

6.4.3. 4-momento y Energia

Una forma simple de motivar la (nueva) definicién relativista de la ener-
gfa y momento lineal es usando una formulacién covariante, es decir, usando
vectores bajo TL’s. Si el momento p’ corresponde a las componentes espacia-
les de un 4-vector p*, es decir, si existe un 4-vector p* tal que p* = (p°,p),
entonces la ley de conservacién del momento (p’ﬁi + p’ii = pif + pg,f) sera
con seguridad valida en todo SRI.
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4-momento

Motivados por lo anterior, definimos el 4-momento como:

151

donde m es un escalar que describe las propiedades inerciales de la particula.
Algunos autores se refieren a m como la ‘masa en reposo’ de la particula, para
distinguirla de la ‘masa relativista’ m(v) = ym = m/+/1 — v?/c?. Aqui, por
el contrario, diremos que m es simplemente la masa (inercial) de la particula
(la inica que definiremos en RE).

Usando encontramos que las componentes del 4-momento p* =
(p°, p), estan dadas por:

p° = mu® = myc = e = (6.182)
1-=

F=mil = myd = 1”“’ —. (6.183)
-z

De esta forma, encontramos que si definimos el momento como p = m~yv
(es decir, basicamente la expresién no-relativista ‘corregida’ con un factor
relativista 7y), entonces la ley de conservacién del momento serd vélida en
todo SRI.

El 4-momento, por otro lado, incluye una componente extra p°, que es
necesaria para formar un 4-vector y asi asegurar la validez de la ley de
conservacion del momento en todo SRI, y que también describira una ley
de conservacion. La componente temporal p° = m~yc puede ser indentificada
con la energia de la particula, por medio de E = p°c = ymc?. Podemos
motivar esta interpretacién notando que para velocidades no-relativistas p°c
incluye la usual energé cinética (no-relativista) de la particula:

0 2 2 1 9 vt
p'c=myct =me” + 5 + 0(0—4). (6.184)

En RE, por tanto, se interpreta la componente temporal p° del 4-momento
como proporcional a la energia de una particula, p® = E/c, de modo que

ch

V1—v2/c?

Esta identificaciéon tiene como consecuencia que incluso una particula en

—

reposo, con ¥ = (0, poseera una energia no nula, no presente en mecanica
no-relativista, llamada energia en reposo:

E =myc® = (6.185)

Ey = mc>. (6.186)
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Ha sido comprobado experimentalmente que esta energia en reposo, que
cada cuerpo posee por el s6lo hecho de poseer masa, es real, en el sentido que
puede ser transformada a otras formas de energia, por ejemplo, en procesos
nucleares. Mas aun, es posible interpretar como una expresioén que
define la masa de un cuerpo: la masa de un cuerpo es una medida de la
energia que posee cuando estd en reposo: m = Eg/c?. Si esta interpretacién
es correcta, si aumentamos la energia de un cuerpo en reposo, aumentamos
también su masa, es decir, su inercia. Como consecuencia, la masa de un
litro de agua a 80°C' seria un poco mayor que la masa de un litro de agua a
20°C' (jcuédnto?), la masa de un 4tomo de hidrégeno un poco menor que la
suma de las masas de un protén y un electrén (jcudnto?), etc.

La relacion entre la energia de un cuerpo y su masa fue considerada por
primera vez por Einstein en su paper de Septiembre de 1905 [?], cuyo titulo se
traduciria como ; Es la inercia de un cuerpo dependiente de su contenido de
energia?. En 1935 Einstein escribi6é una “versién elemental de la equivalencia
entre masa y energia" [?]. Un test moderno de esta relaciéon puede encontrarse
en [?], donde se observan procesos donde un nicleo atémico captura un
neutréon y emite un rayo -, ya que la diferencia de masa de los estados
iniciales y finales, multiplicados por c¢?, deberia ser igual a la energfa del
rayo vy emitido. Las mediciones confirman la relacién masa-energia con un
error maximo de 0.00004 %!. Por otro lado, en [?] se presenta el primer
calculo de las masas de los protones, neutrones, y otros hadrones livianos a
partir de sus constituyentes, calculando a energia de cada sistema y usando
m = E/c%.

La interpretacién de la componente temporal del 4-momento en términos
de la energia expresa el caracter conjugado de estas dos variables. Recuerde
que en mecanica cldsica energia y momento lineal son variables conjugadas
al tiempo y a las coordenadas espaciales, respectivamente. En particular,
es conocido que si un sistema mecénico (su lagrangiano o hamiltoniano) es
invariante bajo desplazamientos (“translaciones”) temporales, entonces la
energia del sistema serd conservada. Por otro lado, si el sistema presenta
invariancia bajo translaciones (espaciales), entonces su momento lineal total
sera conservado. Es entonces satisfactorio que en RE la energia y el momento
lineal de un cuerpo sean respectivamente (proporcionales a) las componentes
temporales y espaciales del 4-momento.

En RE (re-)definimos la energia cinética como la diferencia entre la ener-
gia total y la energia en reposo:

E. := FE—E, (6.187)
= mc(y—1) (6.188)
1 5 3m 4 v®

En resumen, en RE el 4-momento condensa el momento lineal y la energia
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de una particula:

pl = (;’ﬁ)a (6190)

con

E = mnyc?, p'=myv. (6.191)

Una relacion interesante es aquella que suministra la velocidad de la
particula en funciéon de su momento y energia:
P
A
E
Note que esta relacién no involucra la masa de la particula.

7= (6.192)

Energia, momento y teorema trabajo-energia

Podemos verificar que la identificacién de la componente temporal del
4-momento con la energia es consistente con el teorema de trabajo-energia
en su formulaciéon usual: El trabajo total realizado sobre un cuerpo
es igual al incremento en su energia.

El trabajo que una fuerza F realiza sobre un cuerpo, cuando éste se
desplaza desde un punto a otro es dado por

W = /ﬁ-df, (6.193)

donde la fuerza F es (por definicién) la derivada temporal del momento p,
de modo que

dp
W = — - dx 194
pr (6.194)
dp dx
= — - —dt 6.195
dt dt ( )
dp
— - yJdt. 1
i (6.196)
Evaluando el producto en el integrando encontramos que
dp . d mu L d(myv)
N (”7)2) T (6.198)
~ Ta c? ’
- di
— &23 L (6.199)
(-5 d
d —mc?
= —(—) (6.200)
dt” /1 _ %;
dE
= — 6.201
et (6.201)
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de modo que:
(6.202)

Note que, como consecuencia de lo anterior, y de la expresion relativista
de la energia , el trabajo requerido para acelerar un cuerpo aumenta
a medida que su velocidad es mayor. En particular, se requeriria infinita
energia para acelerar un cuerpo hasta alcanzar la velocidad de la luz. En
otras palabras, no es posible acelerar un cuerpo de modo que este
viaje a la velocidad de la luz.

Energia en funcién del momento

Es directo encontrar a partir de (6.164) y (6.181) que o, = m2c?.

Ademsds, usando (6.190)) podemos escribir

P'op=—75—p =m’c. (6.203)

Despejando la energia en funciéon del momento, encontramos

E =\/m2c* + pc2. (6.204)

Combinando ((6.204]) con (6.192)) podemos escribir la velocidad de un cuerpo

en términos de su masa en reposo y su momento

pe

VEr &
De aqui confirmamos que necesariamente v < ¢, para m # 0.

El caso limite en que la rapidez sea igual a la de la luz, v = ¢, al mismo
tiempo que E # 0, s6lo podria ocurrir si £ = pc 'y m = 0. En efecto, de
acuerdo a , v = ¢ implica E = pc y por otro lado (6.204) requiere
m = 0 en este caso. Resumiendo, una particula que se mueva a la velocidad
de la luz puede ser descrita como caso particular de las relaciones cinematicas
de RE siempre que se asuma que m = 0, y que satisfaga

17:

(6.205)

E = pc. (6.206)

Sabemos que los fotones (los cuantos de energia electromagnética) satisfacen
estas propiedades: tienen energia EF = Aw y momento p = hE, donde w es
la frecuencia angular y k el vector de onda de la radiacién, que satisfacen
la relacién de dispersion (en el vacié) w = |k|c. De esta forma vemos que
los fotones también pueden ser incorporados a la descripcién que la teoria
de RE suministra para la energia y momento de un cuerpo, siempre que se
considere su masa nula. Las expresiones relativistas de energia y momento
son en este sentido universales, puesto que se aplican a todo tipo de particula
o cuerpo conocido.
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6.4.4. Ejemplos
» Efecto Compton. Ver figura (6.14]). La conservacién del 4-momento (es

77

Figura 6.14: Scattering por un electrén, visto desde el SRI comévil con el
electrén inicial

decir, energia y momento), en este caso es:
Phi +DF; = Dis + Dhy (6.207)

Es conveniente reordenar los términos y calcular el escalar correspon-
diente al “cuadrado” del 4-vector correspondiente, de modo que

(Pei — pe,f)2 = (prs— pf,i)2 ) (6.208)
2 2 _9opt pef — 2 2 9t ff 6.209
Deji T Dot PeiPy = PifTDPi; DPtiPu s (6.209)

mgc2 + mgc2 -2 %%’f -0 'ﬁe,f] = 0+0-2 [Cf’ é’f — Dt,i (@flb)
hw; P IR
mE —meEer = — [P 7] coftthiL)
heor Tw
m2c? — meBoy = — :le (1—cosf). (6.212)

Aqui hemos usado que en el SRI comévil con el electrén inicial pt'; =
(Eei/c, 0), y que para fotones Fy = |pt|c = fiw. Ahora reescribiremos
la energia F, ¢ usando la conservacion de la energia:

Eei+Er; = FEop+ Erp, (6.213)
mec® + hw Eop + . (6.214)

Entonces, podemos escribir

hw; hw
m2c? — me (mec2 + hw; — hwf) = Tf (1 —cosf)(6.215)
—mehw; + mehwy = — i Peox (1 —cos)(6.216)
c c
hwi
Wi {me +— (1 —cos G)} = MeWj. (6.217)
c
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Asi, encontramos que la frecuencia del fotén emitido en un angulo 6

es de la forma
wi

wr = (6.218)
[1 + Ts*:éz (1 —cos 0)}
0, equivalentemente, su longitud de onda es
huw;
o= A [1 T cos@)} (6.219)
2mh
= N\ 1-— 0). 6.220
+ e (1 —cosb) ( )

De aqui obtenemos directamente la expresiéon para el cambio de lon-
gitud de onda del fotén:

6

h 2h
AN = 1—cosf) = in” (). 221
mec( cos ) — sin <2> (6.221)

Desde el punto de vista de una teoria corpuscular de la luz, la reduccién
de frecuencia de la radiacién emitida es natural debido a que parte de
la energia del foton inicial es transferida al electrén (recoil). Por otra
parte, este resultado no puede ser entendido en el marco de la teoria
ondulatoria clasica. Compton dedujo y confirmé experimentalmente
(6.221]) en 1922 [?]. El recoil del electrén fue medido un afio més tarde
por Wilson, usando una camara de niebla. La longitud de Compton
del electrén, h/mec = 2,426 x 10712 m.

Pei = Phy + PF- (6.222)
(Pei —p1)* = (per)?, (6.223)
Poi+PF —2PMipus = Pip (6.224)
mec® +0 = 2plipur = mict. (6.225)
Por lo tanto,
Phippt = 0. (6.226)

En el sistema en reposo del electrén inicial, tenemos

PeiPut = ==~ = meoki, (6.227)

de modo que (6.226) implica que Ef = 0 y por tanto pf' = 0, es decir,
que no hay fotén!.
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APENDICE A

Demostracion Teorema Helmholtz

Todo campo vectorial en 3 dimensiones, continuo y diferenciable (de clase
C?), y que se anula en el infinito mas rapidamente que 773/2 estd tinicamente
determinado por “sus fuentes”: su rotacional (“densidad de circulaciéon”) y
por su divergencia (“densidad de fuente”).

Considere un campo vectorial V' (Z), definimos su divergencia y su rota-
cional, respectivamente, por

D(@@)=V-V, C@=VxV. (A1)

Entonces es posible descomponer V(a‘r’) del modo siguiente:

V(Z) = -Vo+V x A, (A.2)
con
LoD
7) = — A.
6(7) 4W/Rg‘f_t,ﬁ,‘czv, (A.3)
L1 0@ .,
() E/R?) ERTUg (A.4)
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En efecto:

Ademais

!
X
<!
1

V.V = ¥V (-Ve+ Vx4 (A.5)
_ 1, D@
= -V /R3 |x_$’dV (A7)
_ 1 g2t /
= o /RBD(x)V et (A-8)

1 , o '
_ _E/Rs D(&) (~4ns®) (& — ') dV (A.9)
- D)6 (& — &) dV’ (A.10)
R3

= D(). (A.11)

Vx (~Vo+V x 4) (A.12)
6x(§x _’) (A.13)
V(V-A) - V24 (A.14)
L (2 - V)V 1 / 1 SN2

£ @) 99 () v - L [ cav (o havy
L[ @@y (=2 ' 3) (= _ =

A /Rs(c(x) V)V (W_f,) it C(@)6® (& — &) dV{A.16)
1 (7 =\ 1 / i

E/R?,(C(w)-VW <If—f|> dv' + C (). (A.17)

Probaremos ahora que el primer término de lb es cero si C' es un campo
acotado. Usando notacién indicial, tenemos que la (componente i-ésima de
la) expresién en el primer término de (A.17)), puede escribirse como

19 9. 1 r I ol of 1 /

o Cjﬁj&mdv = C](?Jal‘q 7 av (A.18)

o / 1 ot ! I Al
- /}{3{@(08’ _x) @) a—gmm

o / I ol /
- /Rg &, (0]01’4 ﬂ,‘)+o} av (A.20)

1

= C’0; - dS; A21
) O (A21)
(A.22)
En el infinito (OR?), |#| — oo, de modo que ‘ﬂlﬂ,‘ ~ r, 0{@ 7]~ 5.
Ademés dS ~ 12dS2 en el mismo limite, de modo que 0! Ar= |dS ~ dS). En
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otras palabras, la contribucién de 0! Ii“’flf’ldsj es finita en el infinito espacial.

Por lo tanto, la integral en se anulard si C' — 0 en el infinito.

Hemos asi verificado que, dada la divergencia y el rotacional de un campo
vectorial tridimensional, es posible reconstruir el campo original. Ademas,
todo campo vectorial tridimensional puede ser descompuesto en un término
derivado de un campo escalar (de rotacional nulo) y un término derivado
de un potencial vectorial (de divergencia nula). Note, sin embargo, que los
campos “potenciales” ¢ no son unicos (siempre es posible sumar una cons-
tante al potencial escalar ¢ y un gradiente de otro campo escalar al potencial
vectorial A).

Por otro lado, el vector V calculado usando es el tnico que tlene
dlvergenma Dy rotac10nal C. En efecto suponga que existen 2 campos Vi
y V1 que satisfacen . Definiendo W = V1 V2 encontramos

ﬁ.vff:o, V x W =0. (A.23)

La condicién 10 implica que es posible escribir W = —ﬁw con una
campo escalar 1. Con esto, (A.23p) implica que 1 debe satisfacer la ecuacion
de Laplace V% = 0.

Usando la identidad primera identidad de Green:

f bV - dS = / (092 + (F)?] av. (A.24)
ov Vv

encontramos:

f DV - dS = / (V)2 dV. (A.25)
ov Vv

La integral del lado izquierdo de se anula en el caso que V = R3
puesto que la familia de campos vectoriales V considerados decrece més
rap1do que 73/2 en el inﬁnit Finalmente, la anulaciéon del lado derecho
de requiere que Vi/} =0, de modo que P puede a lo SUmo ser una
constante En este caso, sin embargo, W = —Vw = 0 es decir V1 V2

Como consecuencia de lo anterior, podemos establecer los siguientes re-
sultados para un campo vectorial 1% que se anula en el infinito mas rapida-
mente que r3/2;

= Si la divergencia y el rotacional de un campo vectorial son conocidos
y si este campo no tiene fuentes en el infinito, entonces el campo esta
GUnicamente determinado

- SiV-V 75 Oy V x V = 0 entonces V puede ser derivado de un campo
escalar: V = —Vo.

—

" SiVxV £0y V- V = 0 entonces V puede ser derivado de un campo
vectorial: V =V x A.

R
LComo consecuencia 1) decrece més rapido que r3/2 y ¥V decrece mas rapido que
-2 . o 2
r~~, mientras que dS aumenta como r*.
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» V puede ser descompuesto como una superposicién (suma) de un cam-
po libre de rotaciéon y uno libre de fuentes.

= SiVXxV=0 y V-V =0 en una cierta region, entonces 1% puede ser
derivado de un potencial ¢ que satisface V2¢ = 0. Decimos que V es
armonico en dicha regién.

» SiVXxV =0 y V-V =0 en todo el espacio, entonces V=0
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APENDICE B

Sistemas de Unidades

B.1. Tabla de equivalencias para unidades gaus-
sianas y S.I.

Corriente 1 statampere = % ampere
Carga 1 statcoulomb = % coulomb
voltaje 1 statvolt ~ 300 volt
Resistencia 1 statohm ~ 9x 10" ohm
Resistividad 1 segundo ~ 9 x 10° ohm x metro
Capacitancia 1 centimetro ~ ﬁ farad
Campo eléctrico % ~ 3 X 104%
Autoinductancia 1 stathenry ~ 9 x 10" henry
Induccién magnética | 1 gauss = 107 tesla
Flujo magnético 1 maxwell = 107® teslax m?
Intensidad de campo | 1 oersted = g s
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Cantidad Simbolo | MKS CGS
Longitud l 1m 102 cm

Masa m 1kg 103 g

Tiempo t 1s 1 S

Frecuencia v 1Hz 1 Hz

Fuerza F 1IN 10° dinas

Energia uw 1J 107 erg

Potencia P 1w 107 =8

Carga q lcoulomb | 3x10” statcoulombs
Densidad de Carga p 1 ‘”‘;1117%“110 3x103 Statcfmw
Corriente 1 lamp 3x107 statamperes
Densidad de Corriente | J 125P 3x10° Wﬂ
Campo Eléctrico E 1 %“ % x 1074 %
Potencial 10} 1volt 3—(1)0 statvolt
Polarizacién P 1 %‘51 3x10° %ﬁipm
Desplazamiento D 1 %‘;I 127 x 10° Sta;“r‘r’flt 6 statcoulombs
Conductividad o 1mho 9x10° L

Resistencia R lohm % 10~ o
Capacitancia C 1farad 9x 10! cm

Inducciéon Magnética | B 1tesla 10* gauss
Magnetizacién M 1 =P 1073 momentgnf;agnetico
Inductancia L lhenry % x 1071 | ;2

Accién S kgm?2 107 g CI:Q

Los diferentes sistemas de unidades usados en la teoria electromagnética
pueden entenderse en funcién de la libertad que existe para definir las uni-
dades de carga y campo eléctrico y magnético. Aqui discutiremos algunas
posibilidades, que incluyen al sistema S.I. y al gaussiano. Discutiremos cémo
estos sistemas de unidades “separan” de forma diferente la magnitud de la
carga eléctrica de la de los campos electromagnéticos. Las cantidades mecéa-
nicas, sin embargo, no son alteradas por estas diferentes formas de separar
cargas y campos.

Para esta discusion, es conveniente considerar las cantidades puramente
mecénicas relacionadas con las definiciones bésicas de las cantidades electro-
magnéticas. En particular, la ley de Coulomb establece que la fuerza entre
dos cargas es proporcional al producto de cargas e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia que las separa:

/

qq
Fox = B.1

o (B.1)
Las unidades en que se miden las cargas depende del valor de la constante

de proporcionalidad,

—

/
Fo=a %r (B.2)
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Esto determina ademas las unidades del campo eléctrico que es dado, por
deﬁnici(') por E = F,/q. De esta forma:

lq) = laa] " V2[F]V2L = [ag] V2N 232, (B.3)
[E] = o] 2[F]Y2L " = [n) /ML 2, (B.4)

Por otro lado, la fuerza magnética entre cargas en movimiento (corrientes)
estan dadas, por ejemplo, por la ley de Biot-Savart:

dFy o< IT'dx x d:v'r%. (B.5)
Aqui debemos introducir nuevamente una constante, tal que,
dFy = as IT'dx x d:v'%. (B.6)
El campo magnético, es definido tal que
dFy o I'd7 x dB. (B.7)

En particular, existen sistemas de unidades que difieren en la constante de
proporcionalidad de esta definicién. Introducimos entonces otra constante
de modo que

dFy = a3 I'dZ x dB, (B.8)
y asi
dB = Z;Idiw. (B.9)
Esto implica que
[B] = [ou] V2] [az) T M YLV 272, (B.10)

De la expresién (B.8|) encontramos, equivalentemente, que la fuerza que ejer-
ce un campo magnético sobre cargas puntuales es dado por

Fo=a3q¥x B, (B.11)
de modo que la fuerza de Lorentz adopta la forma

F=q(E+as7xB). (B.12)

Usando encontramos en particular que la fuerza entre dos lineas de
corriente I e I’, de largo L y separadas una distancia d es

L
F=2a,11'7. (B.13)

'En pricipio, es posible definir el campo eléctrico y sus unidades asociadas introdu-
ciendo otra constante a eleccién, por ejemplo, E = 8F./q. No exploraremos aqui esta
posibilidad.
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A partir de estas definiciones bésicas es posible encontrar la forma de las
ecuaciones de Maxwell correspondientes, de modo que se satisfaga la ley de
Faraday y la ecuacién de continuidad. Asi obtenemos:

V- E = 4draip, (B.14)
V-B=0, (B.15)
.o OB .
VxE+as3— =0, (B.16)
ot

. - E
G x Boanl2yy 22 9 (B.17)

o3 arag Ot

En una region libre de fuentes podemos derivar la ecuaciéon de onda para las
componentes del campo eléctrico, obteniendo

2
(O‘Qa - v2> E=0 (B.18)

de donde encontramos que la velocidad de la luz es dada por la relacién

1
@ _ (B.19)
a7 C

Ya que c es una cantidad mecénica, su valor no debe depender del sistema
de unidades usado para las cantidades electromagnéticas. Esto significa que
s6lo 2 de las 3 constantes pueden elegirse arbitrariamente, por ejemplo, s

y a3, mientras que a; = aac?. A continuacién resumiremos los dos sistemas
de unidades més cominmente usados.

B.2. Sistema Internacional de unidades (S.I.)

En este sistema de unidades se deﬁn{] un Ampere como “la intensidad
de una corriente constante que manteniéndose en dos conductores paralelos,
rectilineos, de longitud infinita, de seccién circular despreciable y situados a
una distancia de un metro uno de otro en el vacio, produce una fuerza igual
a 2 x 107N por metro de longitud". Esto implica que

as =107 NA2 = %2, (B.20)

ag =1, (B.21)

2Ver, por ejemplo, la pégina correspondiente del Instituto Nacional de Estdndars y
Tecnologia de Estados Unidos (NIST): http://physics.nist.gov/cuu/Units/ampere.
html!
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Electromagnetismo 1B.3. SISTEMA GAUSSIANO DE UNIDADES (C.G.S.)

= l N A\
1 & > OFE _ 7T |l _ Ns _ k
% XB—_’EOW—J B —ﬁ—cigs
Yxp+a—?: [50]=n%2
V-B=0 [10) = &
F:q(E+ﬁxB) A=X
E=-V¢- 4 [F]=N
B=VxA 6] =V

Cuadro B.1: Resumen Sistema Internacional de Unidades.

y ademas se denota

1
=: . B.22
o 47T€0 ( )
Por lo tanto, la velocidad de la luz es dada por
1
c= (B.23)

Vel

La tabla resume las ecuaciones de Maxwell en este sistema de unidades
y las unidades en que son medidas cada cantidad.

B.3. Sistema Gaussiano de Unidades (C.G.S.)

En este caso, se impone que

1
=1, az=->, (B.24)
C
y como consecuencia
1
S B.25
a2 2 ( )

Como resultado, las cargas eléctricas asi como los campos electromagnéticos
necesariamente se miden en unidades con exponentes fraccionarios de las
magnitudes basicas de longitud, tiempo y masa:

[q] = MY2L32771 ) [E] =[B] = MY2L7V2p 1, (B.26)
Una ventaja relativa de este sistema es que los campos eléctricos y magné-

ticos tienen las mismas unidades. Otra es que en las ecuaciones de Maxwell
sblo aparece una constante fundamental, la velocidad de la luz.
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Cuadro B.2: Resumen Sistema Gaussiano de Unidades.

B.4. Conversion de magnitudes S.I. a Gaussianas

, 1 - , ,
Eg1 = Eg, Bg1 = ——DB qs1 = Viareoqa  (B.27)

e (B.28)

R U (R U (R A O
B
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H Nombre Simbolo Valor Unidad
Ntmero 7 s 3.1415926535. . .
Nuamero e e 2.7182818284. ..
Carga elemental e 1,60217733-10~ C
Constante gravitacional G 6,67259 - 10~ m3kg 1572
Constante de Estructura fina a = €2 /2hegg ~ 1/137
Rapidez de la luz en el vacio c 2,99792458 - 108 m/s (def)
Permitividad del vacio €0 8,854187 - 10712 F/m
Permeabilidad del vacio Ho 471077 H/m (def)
(4meg) 8,9876 - 10° Nm?C~2
Constante de Planck h 6,6260755 - 10734 Js
Constante de Dirac h=h/2x 1,0545727 - 10734 Js
Magnetén de Bohr pus = eh/2me 9,2741 - 10~ Am?
Radio de Bohr ag 0,52918 A
Constante de Rydberg Ry 13.595 eV
Longitud de Compton del electrén Ace = h/mec 2,2463 - 10712 m
Longitud de Compton del protén Acp = h/mpce 1,3214-10715 m
Masa reducida del atomo de Hidrogeno | g 9,1045755 - 10731 kg
Constante de Stefan-Boltzmann o 5,67032 - 1078 Wm 2K~
Constante de Wien kw 2,8978-1073 mK
Constante molar de los gases R 8.31441 J/mol
Nimero de Avogadro Na 6,0221367 - 10?3 mol !
Constante de Boltzmann k= R/Na 1,380658 - 10723 J/K
Masa del electrén Me 9,1093897 - 10731 kg
Masa de protén myp 1,6726231 - 1027 kg
Masa de neutrén Mn 1,674954 - 1027 kg
Unidad elemental de masa my = 55m(2C)  1,6605656 - 1027 kg
Magnetén nuclear N 5,0508 - 1027 J/T
Didmetro del Sol Do 1392 - 106 m
Masa del Sol M 1,989 - 1039 kg
Periodo de rotacion del Sol Ts 25.38 dias
Radio de la Tierra Ra 6,378 - 106 m
Masa de la Tierra My 5,976 - 10 kg
Periodo de rotacion de la Tierra T 23.96 hours
Periodo orbital Terrestre A no tropical 365.24219879 dias
Unidad Astronémica AU 1,4959787066 - 10'1  m
A no Luz ly 9,4605 - 1010 m
Parsec pc 3,0857 - 1016 m
Constante de Hubble H ~ (75 £ 25) km-s~1-Mp

M. en C. Youssef Sarkis Mobarak 282



APENDICE D

Coordenadas curvilineas

D.1. Coordenadas Cartesianas

Vector
A= Ayi+ Ay + A2 (D.1)
Gradiente:
- ov ov ov
UV=—3+—9+——32 D.2
\Y 8xm+8yy+8zz (D.2)
Divergencia
- - 0A 0A 0A
V- A=""2 Y z D.3
Ox + oy + 0z (D-3)
rotacional:
- o 0A 0A 0A 0A 0A 0A
R SN PR XS P A P
8 ( y 0z S 0z ox ox oy Z (D4)
Laplaciano
ok G VAR
2y = D.5
v Ox2 + Oy? + 022 (D-5)
Desplazamiento:
d7 = dxd + dyg + dz2 (D.6)
Elemento de superficie:
dS = dydz 2+ dedz§ + de dy 2 (D.7)
Elemento de volumen:
dV = dxdydz (D.8)
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D.2. Coordenadas Cilindricas
Definicién:

T = pcos, y = psin p, z=2z

p=1/2%+ 12, ¢ = arctan (y/z), z2=1z

Vector
A=Ap+App+ A2
Gradiente:
- oV 10v ov
VO =—p+-———¢0+—32
8pp+ p@gp(p+ 92"
Divergencia
- - 10(pA,) 10A 0A,
V-A=- L -7
p Op " p Op M
rotacional:
- o 10A 0A 0A 0A
s () (G220,
. (,0 Oy 0z Pt 0z op v
p\ Op Dy
Laplaciano
10 ([ 0V 1 9%V 9%V
V20 ==~ (p=— — =+ =
pOp <p 8/)) p? 0p? M=
Desplazamiento:

dx = dpp + pdpp + dz2
Elemento de superficie:
dS = pdodzp+dpdzp+ pdpdp 2
Elemento de volumen:

dV =pdpdpdz

(D.9)

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)
(D.16)

(D.17)

(D.18)

(D.19)
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Electromagnetismo I D.3. COORDENADAS ESFERICAS

D.3. Coordenadas Esféricas

Definicion:
x = 7sin 6 cos @, y = rsinfsin @, z=rcosf (D.20)
/22 {2
r=yja?+y?+ 22, 0= arccos(i) = arctan Iiw, ¢ = arctan (y/x)
r z
(D.21)
Vector
A= A+ Agh + Ay (D.22)
Gradiente:
- ov 10V 4 1 oV
UV=—¢f+-—0+———0¢ D.2
v 8rT+r80 +rsin06gp¢ (D-23)
Divergencia
- - 10(r*4,) 1 0 1 0A
A== J — (Apsind —_— D.24
v r2  Or +rsin989( o St )+rsin0 Op ( )
rotacional:
e 1 0 . 0Ap\ .
V X A— m (80 (A@Slne) — 890) T
1 1 04, O ~ 170 0A,
- — — (rAy) |0+ — | =— (rdg) — D D.25
+r <sin0 dp  Or (r ('9)) + r <8r (rdo) 00 )SO ( )
Laplaciano
10 [ ,00 1 9 ov 1 9%V
2 2 .
U=-_— — - 00— ————— (D.2
v r2 Or <T or ) r2sin 6 00 (Sm 00 ) r2sin? § 92 (D-26)
Desplazamiento:
dZ = dr# + rd00 + r sin 0dp (D.27)
Elemento de superficie:
d§:r%in@dﬁdgpf—&—rsin@drdapé—i—rdrdﬁgﬁ (D.28)
Elemento de volumen:
dV = r*sin 0 dr df dy (D.29)
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APENDICE E

Nimeros complejos

Un numero o variable compleja se define como z = a + by, donddﬂ
j = +v—17y a,b € R. Denotamos por C al conjunto de ntimeros comple-
jos, es decir, z € C. Esta forma de representar z se conoce como forma
rectangular. La variable compleja z € C' se puede escribir en coordenadas
polares, también conocida como forma de Stenmetz, como

z=r/0, (E.1)
donde
r = \/a2+b2 (EQ)

0 = arctan é (E.3)
a

La férmula de Euler e/ = cos 6 + j sin f permite representar la variable
compleja z como '
z=rcosf+ jrsing = relf. (E.4)

La suma de z1 = a1 + b1j y 22 = as + byj esta dada por
21 + 22 = (a1 + a2) + (b1 + b2)J. (E.5)
El producto de z1 = r1£01j y 29 = ro/05 esta dada por
z129 = (r1r2) = (a1a2 — b1be) + (a1by + a2by)j. (E.6)

El inverso de un numero complejo se calcula por medio del conjugado (Z =

a —bj);
1 Z a — bj
- = 5 = 2 j2 . (E?)
z Zz a*+b
'En matematicas normalmente se define ¢ := v/—1. Dado que en teorfa de redes la
variable i se usa para denotar la corriente, usamos j en vez de 1.
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APENDICE F

Efecto Termionico

Usaremos el supuesto de que los electrones en un metal siguen la dis-
tribucién de Boltzmann (debido a que la temperatura de operacién es muy
elevada con respecto al cero absoluto), asumiendo ademés que los electrones
tienen una energia de degeneracién constante Er dentro del metal. Resul-

tando una energia total Er + %mvz.

La densidad de estados combinada con el factor Boltzmann nos da la
cantidad de electrones por unidad de volumen con una velocidad particular.
Para que un electrén escape durante algin tiempo At, debe tener una velo-
cidad v, suficiente para superar la barrera de potencial del metal y ademas
debe estar lo suficientemente cerca de la pared. Todos los electrones con
vy > 2U/ma una distancia v, At, escapard, donde U es la profundidad del
pozo potencial para los electrones. Por lo tanto, el nimero de electrones que
escapan por el area A durante At es:

o0 m’U?E o0 m'u2 [e.9] mvg
N/eiE/de?’v = efEF/kTNAAt/ Vg€ 2KT dvx/ efﬁdvy/ e 2T duy(F.1)

2U/m —o0 —00

3 : oo _—azx? _ s
, usando la integral para una gaussiana [°7_e dxr = \/g , poedmos dedu-
cir

eN [e Pl dPy _ Nre(kT)? _-ppypr _ N7e(RT)? _yppr

S = AAt m? m?

donde W es conocida como la funcion de trabajo del metal.
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