
1 La ecuación funcional
de asociatividad.

e acuerdo a Aczél (1966) la solución de ecuaciones fun-
cionales es uno de los problemas más antiguos del análi-
sis matemático, y menciona a D’Alembert, Euler, Gauss,
Cauchy, Abel, Weierstrass, Darboux y Hilbert entre los

grandes matemáticos que se han ocupado del estudio y métodos de
solución de ecuaciones funcionales.

Alsina, Frank y Schweizer (2006) afirman que, en particular, la
historia de la ecuación funcional de asociatividad comienza con Abel
(1826) cuando demostró que si f : R2 → R es una función diferen-
ciable y satisface el sistema de ecuaciones funcionales

f(x, f(y, z)) = f(z, f(x, y)) = f(y, f(z, x)) = f(x, f(z, y))

= f(z, f(y, x)) = f(y, f(x, z))

entonces existe una función diferenciable e invertible ψ : R → R tal
que

ψ(f(x, y)) = ψ(x) + ψ(y) .

Este resultado no tuvo mayor atención por parte de la comunidad
matemática durante el resto del siglo XIX, y tuvo que esperar a que
Hilbert (1900) en su famoso discurso en el Congreso Internacional
de Matemáticas de París le diera un nuevo impulso vía el Problema
Núm. 5, en cuya segunda parte Hilbert hace referencia al trabajo
de Abel y propone estudiar la solución de este tipo de ecuaciones
sin el supuesto de diferenciabilidad. A partir de entonces una gran
cantidad de trabajos se publicaron en relación a la ecuación funcional
de asociatividad. Por ejemplo, en 1949 Aczél publicó el siguiente
resultado:

Teorema 1 (Aczél). Sea J un intervalo abierto o semiabierto (pero
no cerrado) y sea f : J × J → J una función continua, estricta-
mente creciente en cada variable, y asociativa, es decir:

f(f(x, y), z) = f(x, f(y, z)) ,

para cualesquiera x, y, z en J. Entonces existe una función ψ
definida, continua y estrictamente monótona en J tal que:

f(x, y) = ψ−1(ψ(x) + ψ(y)) .

Como consecuencia imediata de lo anterior, f resulta simétrica (con-
mutativa).

Ling (1965) se interesó en el resultado de Aczél (1949) y obtuvo
un resultado análogo sustituyendo la hipótesis de una función estric-
tamente creciente en cada variable por no decreciente:

Teorema 2 (Ling). Sea J un intervalo cerrado [ a, b ] en el conjunto
extendido de los números reales, y sea f : J × J → J una función
asociativa que satisface las siguientes condiciones:

a) f es continua,

b) f es no decreciente en cada variable,

c) f(b, x) = x para todo x en J,

d) f(x, x) < x para toda x en el interior de J .

Entonces existe una función continua y estrictamente decrecienteψ :
J → [ 0,∞ ] tal que

f(x, y) = ψ(−1)(ψ(x) + ψ(y)) ,

en donde ψ(−1) es la pseudo-inversa de ψ dada por

ψ(−1)(x) :=


b si x ∈ [ 0, ψ(b) ] ,

ψ−1(x) si x ∈ [ψ(b), ψ(a) ] ,

a si x ∈ [ψ(a),∞ ] .

En lo anterior, a ψ se le conoce como generador aditivo de f.
En realidad el teorema anterior es parte de la disertación doctoral de
Ling, y más tarde la misma Ling (1965) demostró que su teorema se
podía deducir a partir de los resultados de Wallace (1955), Faucett
(1955), Mostert y Shields (1957), todos en el área de semigrupos
topológicos. Si consideramos a f como una operación binaria y aso-
ciativa sobre J tenemos que (J, f) es un semigrupo. Las f -potencias
de x ∈ J son los elementos de J dados recursivamente por

x1 := x , xn+1 := f(xn, x) , n = 1, 2, . . .

Un semigrupo (J, f) que satisface las condiciones del Teorema
de Ling es un semigrupo arquimediano ya que se puede demostrar
que en tal caso para cualesquiera x, y en el interior de J existe un
entero positivo m tal que xm < y.
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Poco antes de la publicación de los resultados de Ling (1965),
Schweizer y Sklar (1963) habían demostrado, en otro contexto (nor-
mas triangulares), cómo construir semigrupos arquimedianos a partir
de un generador aditivo dado:

Teorema 3 (Schweizer y Sklar). Sean [ a, b ] un intervalo cerrado y
acotado, ψ : [ a, b ] → [ 0,∞ ] una función continua y estrictamente
decreciente, ψ(−1) : [ 0,∞ ] → [ a, b ] la pseudo-inversa de ψ, y sea
la función fψ : [a, b]2 → [a, b] definida por

fψ(x, y) := ψ(−1)(ψ(x) + ψ(y)) .

Entonces ( [ a, b ], fψ) es un semigrupo arquimediano (y conmuta-
tivo).

2 Espacios métricos probabilísticos
y t-normas.

De acuerdo a Schweizer y Sklar (1983, 2005) fue Karl Menger
quien, después de un extenso trabajo en la teoría de espacios métri-
cos, propuso una generalización probabilística de esta teoría. Dado
un espacio métrico (S, d) y p, q dos elementos de S, Menger (1942)
propuso sustituir el número d(p, q) por una función real Fp q cuyo
valor Fp q(x), para cualquier número real x, fuese interpretado como
la probabilidad de que la distancia entre p y q sea menor que x. Esto
implica que

0 ≤ Fp q(x) ≤ 1 , para todo x , (1)

si x < y entonces Fp q(x) ≤ Fp q(y) , (2)

Fp q(0) = 0 , (3)

si p = q entonces Fp q(x) = 1 para todo x > 0 , (4)

si p 6= q entonces Fp q(x) < 1 para algún x > 0 , (5)

Fp q = Fqp . (6)

Sin embargo, la generalización probabilística de la desigualdad
del triángulo no era un asunto menor, y se convirtíó en un tema cen-
tral en el desarrollo de esta teoría. Menger (1942) definió espacio
métrico probabilístico como un conjunto no vacío S asociado a una
familia de funciones Fp q (de hecho, funciones de distribución de
probabilidad) que satisfagan las condiciones (3) - (6) y la desigual-
dad

Fp r(x+ y) ≥ T (Fp q(x), Fqr(y)) , (7)

para cualesquiera p, q, r en S y cualesquiera x, y números reales.
Aquí T : [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] → [ 0, 1 ] es una función que satisface:

T (a, b) = T (b, a) , (8)

T (a, b) ≤ T (c, d) siempre que a ≤ c , b ≤ d , (9)

T (a, 1) > 0 siempre que a > 0 , T (1, 1) = 1 . (10)

Dadas las condiciones (8) - (10), la desigualdad (7) implica que:
nuestra información sobre un lado del triángulo depende de manera
simétrica de nuestra información sobre los otros dos lados; que dicha
información se incrementa, o por lo menos no decrece, si nuestra in-
formación sobre los otros dos lados se incrementa; que si tenemos
una cota superior para la longitud de un lado y sabemos algo acerca
de otro lado, entonces sabemos algo acerca del tercer lado; que si
tenemos cotas superiores para las longitudes de dos lados tenemos
entonces una cota superior para la longitud del tercer lado. En parti-
cular, si existe una función d : S × S → [ 0,∞) tal que:

Fp q(x) =

{
0 , x ≤ d(p, q) ,
1 , x > d(p, q) ,

(11)

para cualesquiera p, q en S y para todo número real x, es fácil ve-
rificar que (S, d) es un espacio métrico. Más aún, si (S, d) es un
espacio métrico dado y las funciones Fp q se definen como en (11),
es inmediato verificar que las condiciones (1) - (7) se satisfacen para
cualquier T que satisfaga (8) - (10), así que los espacios métricos or-
dinarios pueden verse como casos particulares de los espacios métri-
cos probabilísticos definidos por Menger (1942).

De acuerdo a Klement y Mesiar (2005) fue hasta que Schweizer
y Sklar (1958) publicaron una serie de axiomas para normas trian-
gulares (o brevemente t-normas) que creció de manera importante
el interés en espacios métricos probabilísticos, encontrándose apli-
caciones aun fuera del ámbito probabilístico, por ejemplo en áreas
como lógica, álgebra y teoría de medidas no aditivas.

Definición 1 (Schweizer y Sklar). Una t-norma es una operación
binaria, conmutativa, asociativa y monótona sobre el intervalo [ 0, 1 ]
con 1 como elemento neutro, es decir, es una función T : [ 0, 1 ] 2 →
[ 0, 1 ] tal que para cualesquiera x, y, z en [ 0, 1 ] satisface:

(T1) T (x, y) = T (y, x) ,

(T2) T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z) ,

(T3) T (x, y) ≤ T (x, z) siempre que y ≤ z ,

(T4) T (x, 1) = x .

A continuación, presentamos algunos ejemplos de t-normas:

x

y

z

x

y

z

Las condiciones (T1), (T3) y (T4) implican que para todo x en
[ 0, 1 ] cualquier t-norma T satisface T (0, x) = T (x, 0) = 0 y
T (1, x) = x , esto es que todas las t-normas coinciden en la frontera
del cuadrado unitario [ 0, 1 ] 2. Si además ( [ 0, 1 ] , T ) es un semi-
grupo arquimediano y T es continua se dice entonces que T es una
t-norma arquimediana. De hecho se puede demostrar que toda t-
norma continua es arquimediana si y sólo si T (x, x) < x para todo
x en el intervalo abierto (0, 1). Algunos ejemplos importantes de
t-normas son los siguientes:

TD(x, y) =

{
0 , si (x, y) ∈ [ 0, 1)2 ,

min(x, y) , en otro caso.

TW (x, y) = max(x+ y − 1, 0) , TΠ(x, y) = xy

TM (x, y) = min(x, y) .

De estas t-normas, sólo TD es discontinua, y sólo TW y TΠ son
arquimedianas. Es posible definir un orden parcial en el conjunto T
de todas las t-normas, denotando T1 ≺ T2 si T1(x, y) ≤ T2(x, y)
para todo (x, y) ∈ [ 0, 1 ] 2 y T1(x0, y0) < T2(x0, y0) para algún
(x0, y0) ∈ [ 0, 1 ] 2. Si T1 ≺ T2 o bien T1 = T2 escribimos T1 4
T2 . Se puede demostrar que

TD ≺ TW ≺ TΠ ≺ TM , (12)
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y más aún, que TD y TM son, respectivamente, el ínfimo y el
supremo del conjunto parcialmente ordenado (T ,4). El Teorema
2 (Ling) de la sección anterior implica que para toda t-norma arqui-
mediana T existe una función continua y estrictamente decreciente
ψ : [ 0, 1 ] → [ 0,∞ ] , ψ(1) = 0 , tal que

T (x, y) = ψ(−1)(ψ(x) + ψ(y)) , (13)

y por el Teorema 3 (Schweizer y Sklar) tenemos que, dada una fun-
ción ψ con dichas características, la función T definida por (13) es
una t-norma arquimediana. Así, por ejemplo, la t-norma TW tiene
por generador aditivo a ψW (x) = 1 − x mientras que TΠ tiene por
generador aditivo a ψΠ(x) = − log x .

3 Cópulas y variables aleatorias.
De acuerdo a Schweizer (1991) y Sklar (1996), estando Berthold
Schweizer trabajando en espacios métricos probabilísticos bajo la
dirección de Karl Menger en el Illinois Institute of Technology, en
1956 conoció y convenció a Abe Sklar para que trabajaran juntos en
este tema, colaboración que perdura hasta el día de hoy. Su trabajo
los llevó a iniciar un intercambio de correspondencia con Maurice
Fréchet, quien entre otras cosas estudiaba el problema de determinar
la relación entre la función de distribución de probabilidad multi-
variada y sus marginales. El trabajo en este sentido tuvo como fruto
el ahora conocido como Teorema de Sklar (1959), trabajo en el que
se acuñó y definió el concepto de cópula.

Definición 2 (Sklar). Una cópula bivariada es una función C :
[ 0, 1 ] 2 → [ 0, 1 ] que satisface las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera u, v en [ 0, 1 ]

C(u, 0) = 0 = C(0, v) , (14)

C(u, 1) = u , C(1, v) = v ; (15)

2. Para cualesquiera u1, u2, v1, v2 en [ 0, 1 ] tal que u1 ≤ u2 y
v1 ≤ v2

C(u2, v2) − C(u2, v1) − C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0 .
(16)

La definición anterior implica que una cópulaC es no decreciente en
cada variable (utilice v1 = 0 o u1 = 0 en (16)) y es uniformemente
continua (ya que se satisface la condición de Lipschitz |C(u2, v2)−
C(u1, v1)| ≤ |u2 − u1| + |v2 − v1|). Es inmediato verificar que
toda cópula satisface

TW (u, v) ≤ C(u, v) ≤ TM (u, v) , para todo (u, v) ∈ [ 0, 1 ] 2 ,
(17)

y que las t-normas TW y TM son de hecho cópulas también, y se
les conoce como cotas de Fréchet-Hoeffding. Sus gráficas son las
siguientes:
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Cabe mencionar que la t-norma TΠ es también una cópula. A
continuación presentamos tres definiciones necesarias para enunciar
el Teorema de Sklar:

Defnición 3. Una función de distribución es una función F con
dominio [−∞,+∞ ] tal que F es no decreciente, F (−∞) = 0 y
F (+∞) = 1 .

Definición 4. Una función de distribución conjunta bivariada es una
función H con dominio [−∞,+∞ ] 2 tal que:

1. Para cualesquiera x1, x2, y1, y2 en [−∞,+∞ ] tal que x1 ≤
x2 , y1 ≤ y2

H(x2, y2) − H(x2, y1) − H(x1, y2) + H(x1, y1) ≥ 0 ;

2. H(x,−∞) = 0 = H(−∞, y) , H(+∞,+∞) = 1 .

Definición 5. Las marginales de una función de distribución con-
junta bivariada H son las funciones F y G definidas por F (x) :=
H(x,+∞) y G(y) := H(+∞, y) .

Es consecuencia inmediata de las tres definiciones anteriores que
las marginales de H resultan ser funciones de distribución. Al re-
specto Nelsen (1999, 2006) comenta: “Notemos que no hay nada
de probabilístico en las definiciones anteriores. No se men-
cionan variables aleatorias ni continuidad por la derecha o la
izquierda. Todas las funciones de distribución (de probabili-
dades) de una o dos variables aleatorias usualmente encon-
tradas en estadística satisfacen alguna de las definiciones an-
teriores. Así que los resultados que se obtengan para dichas
funciones resultarán válidos para el caso particular de varia-
bles aleatorias, independientemente de las restricciones adi-
cionales que se impongan.”

Teorema de Sklar (1959). Sea H una función de distribución con-
junta bivariada con marginales F y G. Entonces existe una cópula
C tal que

H(x, y) = C(F (x), G(y)) , para todo (x, y) ∈ [−∞,+∞ ] 2 .
(18)

Si F y G son continuas, entonces C es única; de otro modo, C está
determinada de manera única sobre RanF × RanG. También, si
C es una cópula y F y G son funciones de distribución, entonces
la función H definida mediante (18) es una función de distribución
conjunta bivariada con marginales F y G.

En dondeRanF yRanG significan respectivamente el rango de
F yG. La segunda parte del Teorema de Sklar resulta especialmente
relevante en probabilidad ya que proporciona una herramienta útil
para la construcción de distribuciones de probabilidad de vectores
aleatorios con marginales dadas, quedando entonces en la cópula
la información acerca de la estructura de dependencia entre las va-
riables aleatorias involucradas. Las cópulas han resultado especial-
mente útiles para modelar dependencias no lineales.

Comparando las definiciones y su consecuencias tenemos que
toda t-norma que además cumpla la condición (16) es una cópula.
Por otro lado, si una cópula C es asociativa entonces es una t-norma
(continua). Si además C(u, u) < u para todo u en el intervalo
abierto (0, 1) entoncesC es una t-norma arquimediana, y por ello en
tal caso se denomina cópula arquimediana. Por el Teorema 2 (Ling)
tenemos que para toda cópula arquimediana C existe una función
continua y estrictamente decreciente ψ : [ 0, 1 ] → [ 0,∞ ] tal que

C(u, v) = ψ(−1)(ψ(u) + ψ(v)) . (19)
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Sin embargo, el Teorema 3 (Schweizer y Sklar) sólo nos garan-
tiza que dada una función continua y estrictamente decreciente ψ :
[ 0, 1 ] → [ 0,∞ ] tal que ψ(1) = 0, la función C obtenida mediante
(19) es una t-norma arquimediana, hace falta agregar una condi-
ción adicional sobre ψ para garantizar que se obtenga una cópula:
que ψ sea una función convexa, véase Alsina, Frank y Schweizer
(2006). Así, por ejemplo, dado que los generadores aditivos de
la t-normas TW y TΠ son, respectivamente, ψW (x) = 1 − x y
ψΠ(x) = − log x , que son claramente funciones convexas, tene-
mos entonces que TW y TΠ son cópulas arquimedianas. Nelsen
(1999, 2006) incluye un catálogo de diversos generadores aditivos
que permiten construir diversas familias paramétricas de cópulas ar-
quimedianas, mismas que han contribuido a su vez en incrementar
de manera importante el catálogo de distribuciones de probabilidad
multivariadas con marginales dadas, ya que, afortunadamente, los
principales resultados de cópulas pueden extenderse a dimensiones
mayores a 2.
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n lo que va del año, nuestro país ha participado en
tres olimpiadas internacionales, siendo la más importante
la Olimpiada Internacional de Matemáticas (IMO). La
Olimpiada Internacional de Matemáticas se lleva a cabo

desde 1959 y hoy constituye el concurso de matemáticas más im-
portante a nivel mundial. Actualmente se invitan, a participar en la
IMO, a más de 90 países de los cinco continentes. La delegación que
representa a cada país está integrada por 6 alumnos preuniversitarios
que son elegidos mediante concursos nacionales. El pasado mes de
julio en Ljubljana, Eslovenia, tuvo lugar la 47a Olimpiada Interna-
cional de Matemáticas con la participación de noventa países. Mé-
xico, que participa en la IMO desde 1988, ocupó el vigésimo cuarto
lugar y obtuvo por primera vez una Medalla de Oro. Este año la
delegación estuvo integrada por los alumnos: Marco Antonio Ávila
Ponce de León (Yucatán), Isaac Buenrostro Morales (Jalisco), Gue-
vara Manuel Guevara López (Zacatecas), Iván Joshua Hernández
Máynez (Coahuila), Aldo Pacchiano Camacho (Morelos) y Pablo
Soberón Bravo (Morelos), y los profesores Radmila Bulajich (Presi-
denta del Comité Organizador de la OMM) y Humberto Montalván
(Miembro del Comité Organizador de la OMM y Coordinador de los
entrenamientos).

El equipo obtuvo los mejores resultados que ha tenido un equipo
mexicano en este certamen. Pablo Soberón obtuvo medalla de oro,
Isaac Buenrostro y Joshua Hernández obtuvieron cada uno medalla
de plata, Manuel Guevara ganó medalla de bronce y Aldo Pacchiano
se acreditó una mención honorífica.

Para dimensionar el enorme éxito de nuestra delegación en
Eslovenia, vale la pena mencionar algunos resultados obtenidos en
años anteriores. Hasta ahora los mejores lugares obtenidos como
país son: el lugar 31 (de entre 91 países), obtenido el año pasado en
la 46a IMO realizada en México, y el lugar 32 (de entre 82 países)
en la 41a IMO realizada en el año 2000 en Corea. En cuanto a me-
dallas, los alumnos de las delegaciones mexicanas habían logrado
hasta el año 2005: 20 menciones honoríficas, 28 medallas de bronce
y 3 medallas de plata.

Por otro lado, del 29 de julio al 5 de agosto, se celebró en Panamá
la VIII Olimpiada Matemática de Centroamérica y el Caribe. La
delegación que representa a cada país está integrada por 3 alumnos
cuya edad no rebasa los 16 años. La delegación mexicana estuvo
integrada por los alumnos José Daniel Ríos (Querétaro), Paul Ga-
llegos (Jalisco) y Andrés Gómez (Distrito Federal), y los profesores
María Eugenia Guzmán (Delegada del Estado de Jalisco) y Hugo
Villanueva (Entrenador de las delegaciones internacionales).

Los alumnos José Daniel (examen perfecto) y Paul obtuvieron
medalla de oro, y Andrés una medalla de plata. México ocupó
el primer lugar entre los doce países participantes (Honduras,
Guatemala, Nicaragua, El Salvador, Costa Rica, Panamá, Colombia,
Venezuela, Cuba, Puerto Rico, República Dominicana y México).

Durante el mes de marzo los alumnos que se encontraban en ese
momento en los entrenamientos participaron en la Olimpiada de la
Cuenca del Pacífico. A diferencia de las olimpiadas anteriores, esta
olimpiada se lleva a cabo por correo. El examen es elaborado y cali-
ficado por el país sede, en este caso Corea. Este año participaron diez
alumnos: Guevara Manuel Guevara López (Zacatecas), Isaac Buen-
rostro Morales (Jalisco), Iván Joshua Hernández Máynez (Coahuila),
Pablo Soberón Bravo (Morelos), David Guadalupe Torres Flores
(Guanajuato), Luna Valente Ramírez García (San Luís Potosí), Jesús
Aarón Escalera Rodríguez (Nuevo León), Fernando Campos García
(D.F.), Rodrigo Mendoza Orozco (Jalisco), Jan Marte Contreras Or-
tiz (Jalisco).

Guevara Juan Manuel obtuvo medalla de oro, Isaac y Joshua ob-
tuvieron medallas de plata, Pablo y David recibieron medalla de
bronce. Las menciones honoríficas fueron para: Valente, Aarón,
Fernando, Rodrigo y Jan. En esta ocasión México se colocó en el
décimo lugar de los veintiún países participantes.

Actualmente, una delegación de cuatro alumnos se prepara para
asistir a la XXI Olimpiada Iberoamericana de Matemáticas, que se
llevará a cabo en Guayaquil, Ecuador.
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