De la ecuacion funcional
de asociatividad de Abel

a la dependencia
de variables aleatorias

1 La ecuacion funcional
de asociatividad.

e acuerdo a Aczél (1966) la solucion de ecuaciones fun-

cionales es uno de los problemas mds antiguos del andli-

sis matemadtico, y menciona a D’Alembert, Euler, Gauss,

Cauchy, Abel, Weierstrass, Darboux y Hilbert entre los
grandes matematicos que se han ocupado del estudio y métodos de
solucidén de ecuaciones funcionales.

Alsina, Frank y Schweizer (2006) afirman que, en particular, la
historia de la ecuacion funcional de asociatividad comienza con Abel
(1826) cuando demostrd que si f : R? — R es una funcién diferen-
ciable y satisface el sistema de ecuaciones funcionales

f(ac,f(y,z)) = f(z,f(x,y)) :f(y,f(z,a:)) :f(x,f(z,y))
[z f(y,2)) = fy, f(z,2))

entonces existe una funcién diferenciable e invertible ¢ : R — R tal
que

P(f(x,y)) = P(x) +b(y).

Este resultado no tuvo mayor atencién por parte de la comunidad
matemadtica durante el resto del siglo XIX, y tuvo que esperar a que
Hilbert (1900) en su famoso discurso en el Congreso Internacional
de Matematicas de Paris le diera un nuevo impulso via el Problema
Num. 5, en cuya segunda parte Hilbert hace referencia al trabajo
de Abel y propone estudiar la solucién de este tipo de ecuaciones
sin el supuesto de diferenciabilidad. A partir de entonces una gran
cantidad de trabajos se publicaron en relacion a la ecuacién funcional
de asociatividad. Por ejemplo, en 1949 Aczél publicé el siguiente
resultado:

Teorema 1 (Aczél). Sea J un intervalo abierto o semiabierto (pero
no cerrado) y sea f : J x J — J una funcion continua, estricta-
mente creciente en cada variable, y asociativa, es decir:

f(f(z,y),2) = f(z, f(y,2)),

para cualesquiera x, vy, z en J. Entonces existe una funcion
definida, continua y estrictamente mondtona en J tal que:

Fla,y) =97 () +¥(y)).
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Como consecuencia imediata de lo anterior, f resulta simétrica (con-
mutativa).

Ling (1965) se intereso en el resultado de Aczél (1949) y obtuvo
un resultado andlogo sustituyendo la hipétesis de una funcién estric-
tamente creciente en cada variable por no decreciente:

Teorema 2 (Ling). Sea J un intervalo cerrado [a,b] en el conjunto
extendido de los niimeros reales, y sea f : J X J — J una funcion
asociativa que satisface las siguientes condiciones:

a) f es continua,
b) f es no decreciente en cada variable,
c) f(b,z) = x paratodo x en J,
d) f(z,x) < x paratoda x en el interior de J .
Entonces existe una funcion continua y estrictamente decreciente v :

J — [0,00] tal que

flxy) = (@) + (),

en donde 1/1(_1) es la pseudo-inversa de 1 dada por

b siz € [0,¥()],
(@) = Qv (@) size [$(b),v(a)],
a siz € [¢Y(a),o0].

En lo anterior, a 1 se le conoce como generador aditivo de f.
En realidad el teorema anterior es parte de la disertacién doctoral de
Ling, y mds tarde la misma Ling (1965) demostré que su teorema se
podia deducir a partir de los resultados de Wallace (1955), Faucett
(1955), Mostert y Shields (1957), todos en el drea de semigrupos
topoldgicos. Si consideramos a f como una operacién binaria y aso-
ciativa sobre J tenemos que (J, f) es un semigrupo. Las f-potencias
de x € J son los elementos de J dados recursivamente por

=z "= fa" ), n=1,2,...

Un semigrupo (J, f) que satisface las condiciones del Teorema
de Ling es un semigrupo arquimediano ya que se puede demostrar
que en tal caso para cualesquiera z,y en el interior de J existe un
entero positivo m tal que ™ < y.
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Poco antes de la publicacién de los resultados de Ling (1965),
Schweizer y Sklar (1963) habian demostrado, en otro contexto (nor-
mas triangulares), como construir semigrupos arquimedianos a partir
de un generador aditivo dado:

Teorema 3 (Schweizer y Sklar). Sean [a, b] un intervalo cerrado 'y
acotado, v : [a,b] — [0, co] una funcion continua y estrictamente
decreciente, ™) [0,00] — [a,b] la pseudo-inversa de 1, y sea
la funcién fy : [a,b]* — [a, b] definida por

fo(@,y) ==V (@) +9p(y)) .

Entonces ([a,b], fu) es un semigrupo arquimediano (y conmuta-
tivo).

2 Espacios métricos probabilisticos
y t-normas.

De acuerdo a Schweizer y Sklar (1983, 2005) fue Karl Menger
quien, después de un extenso trabajo en la teorfa de espacios métri-
cos, propuso una generalizacién probabilistica de esta teoria. Dado
un espacio métrico (.5, d) y p, q dos elementos de .S, Menger (1942)
propuso sustituir el nimero d(p, q) por una funcién real F},, cuyo
valor Fj, (), para cualquier nimero real z, fuese interpretado como
la probabilidad de que la distancia entre p y ¢ sea menor que x. Esto
implica que

0 < Fpq(x) < 1, paratodo z, (1)

si x < y entonces Fpq(x) < Fpq(y), 2)
F,.(0) =0, 3)

si p = ¢ entonces Fj,,(z) = 1 paratodo z >0, 4)

si p # q entonces Fpq(x) < 1paraalginz >0,  (5)
Fog = Fop. (6)

Sin embargo, la generalizacién probabilistica de la desigualdad
del tridngulo no era un asunto menor, y se convirtié en un tema cen-
tral en el desarrollo de esta teorfa. Menger (1942) defini6 espacio
métrico probabilistico como un conjunto no vacio S asociado a una
familia de funciones F}, 4 (de hecho, funciones de distribucién de
probabilidad) que satisfagan las condiciones (3) - (6) y la desigual-
dad

For(@+y) = T(Fpq(x), For(y)) N

para cualesquiera p, g, en S y cualesquiera z,y nimeros reales.
Aqui T :[0,1] x [0,1] — [0, 1] es una funcién que satisface:

T(a,b) = T(b,a), ®)

T(a,b) < T(c,d) siempreque a <c,b<d, )

T(a,1) > 0

Dadas las condiciones (8) - (10), la desigualdad (7) implica que:
nuestra informacidn sobre un lado del tridngulo depende de manera
simétrica de nuestra informacién sobre los otros dos lados; que dicha
informacidn se incrementa, o por lo menos no decrece, si nuestra in-
formacion sobre los otros dos lados se incrementa; que si tenemos
una cota superior para la longitud de un lado y sabemos algo acerca
de otro lado, entonces sabemos algo acerca del tercer lado; que si
tenemos cotas superiores para las longitudes de dos lados tenemos
entonces una cota superior para la longitud del tercer lado. En parti-
cular, si existe una funcién d : S x S — [0, c0) tal que:

_J 0, z<dpq),
qum)_{l, z > d(p,q), an

siempre que a > 0, T(1,1) = 1. 10)
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para cualesquiera p, g en Sy para todo nimero real z, es facil ve-
rificar que (S, d) es un espacio métrico. Mds atin, si (S, d) es un
espacio métrico dado y las funciones Fj, ; se definen como en (11),
es inmediato verificar que las condiciones (1) - (7) se satisfacen para
cualquier 7" que satisfaga (8) - (10), asi que los espacios métricos or-
dinarios pueden verse como casos particulares de los espacios métri-
cos probabilisticos definidos por Menger (1942).

De acuerdo a Klement y Mesiar (2005) fue hasta que Schweizer
y Sklar (1958) publicaron una serie de axiomas para normas trian-
gulares (o brevemente t-normas) que crecié de manera importante
el interés en espacios métricos probabilisticos, encontrandose apli-
caciones aun fuera del dmbito probabilistico, por ejemplo en dreas
como ldgica, dlgebra y teorfa de medidas no aditivas.

Definicion 1 (Schweizer y Sklar). Una 7-norma es una operacioén
binaria, conmutativa, asociativa y monétona sobre el intervalo [ 0, 1]
con 1 como elemento neutro, es decir, es una funcién 7' : [0,1]% —
[0, 1] tal que para cualesquiera x, y, z en [0, 1] satisface:

(TH T(z,y) = T(y, ),

(T2) T(x,T(y,2)) = T(T(z,y),2),

(T3) T(z,y) < T(=x,z) siempre que y < z,
(T4) T'(z,1) ==z.

A continuacion, presentamos algunos ejemplos de t-normas:
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Las condiciones (T1), (T3) y (T4) implican que para todo x en
[0,1] cualquier t-norma T satisface 7'(0,z) = T(z,0) = 0 y
T(1,z) = x, esto es que todas las t-normas coinciden en la frontera
del cuadrado unitario [0,1]2. Si ademds ([0,1],7) es un semi-
grupo arquimediano y T" es continua se dice entonces que 7' es una
t-norma arquimediana. De hecho se puede demostrar que toda t-
norma continua es arquimediana si y sélo si T'(z, x) < x para todo
x en el intervalo abierto (0,1). Algunos ejemplos importantes de
t-normas son los siguientes:

0, si (z,y) €10,1)?,
en otro caso.

Tp(z,y) = { :
mln(l‘, y) )
Tw (z,y) = max(z +y — 1,0), Tu(z,y) = vy
Ty (x,y) = min(z,y) .

De estas t-normas, sélo Tp es discontinua, y sélo Ty y 111 son
arquimedianas. Es posible definir un orden parcial en el conjunto 7°
de todas las t-normas, denotando 71 < 75 si Ti(x,y) < Ta(z,y)
para todo (x,y) € [0,1]%y T1(xo,%0) < T2(xo,yo) para algin
(x0,y0) € [0,1]% Si Ty < T» o bien Ty = T escribimos 71 <
T . Se puede demostrar que

Tp = Tw < T < Twm, (12)
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y mds ain, que Tp y T son, respectivamente, el infimo y el
supremo del conjunto parcialmente ordenado (7, <). El Teorema
2 (Ling) de la seccién anterior implica que para toda t-norma arqui-
mediana 7" existe una funcién continua y estrictamente decreciente
¥ :][0,1] = [0,00],%(1) = 0, tal que

T(z,y) =" V(W) + (), (13)

y por el Teorema 3 (Schweizer y Sklar) tenemos que, dada una fun-
cién v con dichas caracteristicas, la funcién 1" definida por (13) es
una t-norma arquimediana. Asi, por ejemplo, la t-norma Ty tiene
por generador aditivo a ¢¥w (z) = 1 — x mientras que 71 tiene por
generador aditivo a ¥ (z) = —logx .

3 Copulas y variables aleatorias.

De acuerdo a Schweizer (1991) y Sklar (1996), estando Berthold
Schweizer trabajando en espacios métricos probabilisticos bajo la
direccién de Karl Menger en el Illinois Institute of Technology, en
1956 conocid y convencié a Abe Sklar para que trabajaran juntos en
este tema, colaboracion que perdura hasta el dia de hoy. Su trabajo
los llevé a iniciar un intercambio de correspondencia con Maurice
Fréchet, quien entre otras cosas estudiaba el problema de determinar
la relacion entre la funcién de distribucién de probabilidad multi-
variada y sus marginales. El trabajo en este sentido tuvo como fruto
el ahora conocido como Teorema de Sklar (1959), trabajo en el que
se acufié y defini6 el concepto de cdpula.

Definicion 2 (Sklar). Una cdpula bivariada es una funcién C :
[0,1]2 — [0, 1] que satisface las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera u,v en [0,1]

C(u,0) = 0 = C(0,v), (14)
C(u,1) = u, C(L,v) = v; (15)
2. Para cualesquiera w1, u2,v1,v2 en [0,1] tal que w1 < ug y
v1 < V2
C(uz,v2) — C(uz,v1) — C(u1,v2) + C(ui,v1) > 0.

(16)
La definicion anterior implica que una cépula C' es no decreciente en
cada variable (utilice v1 = 0 0 u1 = 0 en (16)) y es uniformemente
continua (ya que se satisface la condicién de Lipschitz |C'(us2, v2) —
C(u1,v1)| < |uz — ui| + |vz — v1]). Es inmediato verificar que
toda cépula satisface

Tw (u,v) < Cu,v) < Tar(u,v), paratodo (u,v) € [0,1]7,

a7
y que las t-normas Ty y T son de hecho copulas también, y se
les conoce como cotas de Fréchet-Hoeffding. Sus graficas son las

siguientes:
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Cabe mencionar que la t-norma 771 es también una cépula. A
continuacion presentamos tres definiciones necesarias para enunciar
el Teorema de Sklar:

Defnicién 3. Una funcion de distribucion es una funcién F' con
dominio [—o0, +00] tal que F es no decreciente, F'(—oo) = 0 y
F(4+o00)=1.

Definicion 4. Una funcion de distribucion conjunta bivariada es una
funcién H con dominio [—oo, +00]? tal que:

1. Para cualesquiera x1, z2,y1,y2 en [foo, +oo] tal que z1 <
T2, Y1 < Y2

H(x2,y2) — H(w2,y1) — H(z1,y2) + H(z1,91) > 0;

2. H(z,—o0) = 0 = H(—00,y), H(+00,+0) = 1.

Definicion 5. Las marginales de una funcién de distribucién con-
junta bivariada H son las funciones F' y G definidas por F(z) :=
H(z,+00) y G(y) := H(+00,y).

Es consecuencia inmediata de las tres definiciones anteriores que
las marginales de H resultan ser funciones de distribucién. Al re-
specto Nelsen (1999, 2006) comenta: “Notemos que no hay nada
de probabilistico en las definiciones anteriores. No se men-
cionan variables aleatorias ni continuidad por la derecha o la
izquierda. Todas las funciones de distribucion (de probabili-
dades) de una o dos variables aleatorias usualmente encon-
tradas en estadistica satisfacen alguna de las definiciones an-
teriores. Asi que los resultados que se obtengan para dichas
funciones resultaran validos para el caso particular de varia-
bles aleatorias, independientemente de las restricciones adi-
cionales que se impongan.”

Teorema de Sklar (1959). Sea H una funcion de distribucion con-
Jjunta bivariada con marginales F''y G. Entonces existe una cépula
C tal que

} 2

(18)
Si F'y G son continuas, entonces C' es tinica; de otro modo, C' estd
determinada de manera tinica sobre Ran F' X Ran G. También, si
C es una copula 'y F 'y G son funciones de distribucion, entonces

la funcion H definida mediante (18) es una funcion de distribucion
conjunta bivariada con marginales F'y G.

H(z,y) = C(F(x),G(y)), paratodo (z,y) € [—o0,+00

En donde Ran F'y Ran G significan respectivamente el rango de
F'y G. Lasegunda parte del Teorema de Sklar resulta especialmente
relevante en probabilidad ya que proporciona una herramienta util
para la construccién de distribuciones de probabilidad de vectores
aleatorios con marginales dadas, quedando entonces en la cépula
la informacién acerca de la estructura de dependencia entre las va-
riables aleatorias involucradas. Las cépulas han resultado especial-
mente ttiles para modelar dependencias no lineales.

Comparando las definiciones y su consecuencias tenemos que
toda t-norma que ademds cumpla la condicién (16) es una cépula.
Por otro lado, si una cépula C' es asociativa entonces es una t-norma
(continua). Si ademds C(u,u) < wu para todo u en el intervalo
abierto (0, 1) entonces C' es una t-norma arquimediana, y por ello en
tal caso se denomina cdpula arquimediana. Por el Teorema 2 (Ling)
tenemos que para toda cépula arquimediana C' existe una funcién
continua y estrictamente decreciente ¢ : [0,1] — [0, 0o ] tal que

Clu,v) = 7 () + ¥(v)). (19)
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Sin embargo, el Teorema 3 (Schweizer y Sklar) sélo nos garan-
tiza que dada una funcién continua y estrictamente decreciente v :
[0,1] — [0, 00] tal que ¥(1) = 0, la funcién C obtenida mediante
(19) es una t-norma arquimediana, hace falta agregar una condi-
cion adicional sobre 1) para garantizar que se obtenga una cdpula:
que 1) sea una funcién convexa, véase Alsina, Frank y Schweizer
(2006). Asi, por ejemplo, dado que los generadores aditivos de
la t-normas Tw y T son, respectivamente, Yw(z) = 1 —z y
Yn(z) = —logz, que son claramente funciones convexas, tene-
mos entonces que Tw y 1 son cépulas arquimedianas. Nelsen
(1999, 2006) incluye un catdlogo de diversos generadores aditivos
que permiten construir diversas familias paramétricas de copulas ar-
quimedianas, mismas que han contribuido a su vez en incrementar
de manera importante el catdlogo de distribuciones de probabilidad
multivariadas con marginales dadas, ya que, afortunadamente, los
principales resultados de cépulas pueden extenderse a dimensiones
mayores a 2.
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* J. Maria Porras
* M. Mendes Lopes
* S. Popescu
* R. Rodriguez
*J. Seade
*A. Simis
*1. Sols
* 8. Xambo-Descamps

Themes

1-Automorphic forms, theta functions and modular
forms

2-Complex dynamics and holomorphic foliations
3-Algebraic curves and their moduli

4-Vector bundles and their moduli

5-Intersection theory and enumerative geometry
6-Singularity theory

7-Classical projective geometry

8-Computational methods in algebraic geometry and
commutative algebra

1

Plenary Talks

F. Cano (Spain)

A. Dickenstein (Argentina)
L. Dung-Trang(ltaly)

O. Garcia-Prada (Spain)
X. Gomez-Mont (Mexico)
V. Gonzalez(Chile)

H. Lange (Germany)

A. Lins Neto (Brasil)

|. Luengo (Spain)

M. Mendes-Lopes (Portugal)
R. Miatello (Argentina)

M. Popa (USA)

M. A. Ruas (Brasil)

F. Russo (Brasil)

A. Simis (Brasil)

|. Sols (Spain)

I. Vainsencher (Brasil)

C. Voisin (France)

The "Congresso |Iberoamericano de Geometria"
takes place approximately every three years. The
first edition was in Chile, the second in Mexico and
the third in Spain in 2004. Its aim is to congregate
mathematicians from the iberian peninsula and the
americas. Mathematicians from all countries are,
of course, welcome.

Ouro Preto is a small tourist town 100 km south of
Belo horizonte and about 450 km north of Rio de
janeiro. It was built in the XVIII century and still
keeps an original look.

Further information and application:
http://www.mat.ufmg.br/~ibero/

Hope to see you all in Ouro Preto.
Saudacbes matematicas,

The organizing committee
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Resultados de México en las
Olimpiadas Internacionales

de Matematicas 2006

n lo que va del afio, nuestro pafs ha participado en

tres olimpiadas internacionales, siendo la mds importante

la Olimpiada Internacional de Matematicas (IMO). La

Olimpiada Internacional de Matemadticas se lleva a cabo
desde 1959 y hoy constituye el concurso de matemadticas mas im-
portante a nivel mundial. Actualmente se invitan, a participar en la
IMO, a mas de 90 paises de los cinco continentes. La delegacién que
representa a cada pafs estd integrada por 6 alumnos preuniversitarios
que son elegidos mediante concursos nacionales. El pasado mes de
julio en Ljubljana, Eslovenia, tuvo lugar la 47* Olimpiada Interna-
cional de Matematicas con la participacion de noventa paises. Mé-
xico, que participa en la IMO desde 1988, ocupé el vigésimo cuarto
lugar y obtuvo por primera vez una Medalla de Oro. Este afio la
delegaci6n estuvo integrada por los alumnos: Marco Antonio Avila
Ponce de Le6n (Yucatan), Isaac Buenrostro Morales (Jalisco), Gue-
vara Manuel Guevara Lopez (Zacatecas), Ivan Joshua Herndndez
Maynez (Coahuila), Aldo Pacchiano Camacho (Morelos) y Pablo
Soberén Bravo (Morelos), y los profesores Radmila Bulajich (Presi-
denta del Comité Organizador de la OMM) y Humberto Montalvin
(Miembro del Comité Organizador de la OMM y Coordinador de los
entrenamientos).

El equipo obtuvo los mejores resultados que ha tenido un equipo
mexicano en este certamen. Pablo Soberén obtuvo medalla de oro,
Isaac Buenrostro y Joshua Hernandez obtuvieron cada uno medalla
de plata, Manuel Guevara gan6 medalla de bronce y Aldo Pacchiano
se acredité una mencién honorifica.

Para dimensionar el enorme éxito de nuestra delegacién en
Eslovenia, vale la pena mencionar algunos resultados obtenidos en
afos anteriores. Hasta ahora los mejores lugares obtenidos como
pais son: el lugar 31 (de entre 91 paises), obtenido el aflo pasado en
la 46" IMO realizada en México, y el lugar 32 (de entre 82 paises)
en la 41" IMO realizada en el afio 2000 en Corea. En cuanto a me-
dallas, los alumnos de las delegaciones mexicanas habfan logrado
hasta el ano 2005: 20 menciones honorificas, 28 medallas de bronce
y 3 medallas de plata.
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Por otro lado, del 29 de julio al 5 de agosto, se celebré en Panama
la VIII Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el Caribe. La
delegacién que representa a cada pais estd integrada por 3 alumnos
cuya edad no rebasa los 16 afios. La delegacién mexicana estuvo
integrada por los alumnos José Daniel Rios (Querétaro), Paul Ga-
llegos (Jalisco) y Andrés Gémez (Distrito Federal), y los profesores
Maria Eugenia Guzmdan (Delegada del Estado de Jalisco) y Hugo
Villanueva (Entrenador de las delegaciones internacionales).

Los alumnos José Daniel (examen perfecto) y Paul obtuvieron
medalla de oro, y Andrés una medalla de plata. México ocupd
el primer lugar entre los doce paises participantes (Honduras,
Guatemala, Nicaragua, El Salvador, Costa Rica, Panam4, Colombia,
Venezuela, Cuba, Puerto Rico, Reptblica Dominicana y México).

Durante el mes de marzo los alumnos que se encontraban en ese
momento en los entrenamientos participaron en la Olimpiada de la
Cuenca del Pacifico. A diferencia de las olimpiadas anteriores, esta
olimpiada se lleva a cabo por correo. El examen es elaborado y cali-
ficado por el pais sede, en este caso Corea. Este aflo participaron diez
alumnos: Guevara Manuel Guevara Lépez (Zacatecas), Isaac Buen-
rostro Morales (Jalisco), Ivan Joshua Herndndez Mdynez (Coahuila),
Pablo Soberén Bravo (Morelos), David Guadalupe Torres Flores
(Guanajuato), Luna Valente Ramirez Garcia (San Luis Potos{), Jests
Aarén Escalera Rodriguez (Nuevo Ledn), Fernando Campos Garcia
(D.F.), Rodrigo Mendoza Orozco (Jalisco), Jan Marte Contreras Or-
tiz (Jalisco).

Guevara Juan Manuel obtuvo medalla de oro, Isaac y Joshua ob-
tuvieron medallas de plata, Pablo y David recibieron medalla de
bronce. Las menciones honorificas fueron para: Valente, Aarén,
Fernando, Rodrigo y Jan. En esta ocasién México se colocé en el
décimo lugar de los veintitin paises participantes.

Actualmente, una delegacién de cuatro alumnos se prepara para
asistir a la XXI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas, que se
llevard a cabo en Guayaquil, Ecuador.
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Eventos

IX Escuela de Probabilidad y Estadistica,
CIMAT, 22 al 26 de enero

Mini cursos:

Gabor Lugosi (Universidad Pompeu Fabra)
Aprendizaje estadistico (Statistical Learning)

Yoonkyung Lee (Ohio State University)
Kernel methods in a regularization framework

Saharon Rosset (IBM)

Conferencias (lista preliminar):

Héctor Geffner (Univ. Pompeu Fabra)
Modelos Markovianos de decision
Redes Bayesianas y modelos graficos

Victor Pérez-Abreu (CIMAT)
Identidades y desigualdades de correlacion

Carenne Ludefia (Inst. Venezolano de Invest. Cientifica)

Miguel Nakamura (CIMAT)
Mariano Rivera (CIMAT)
J. L. Marroquin (CIMAT)

Probabilistic regularization methods for image processing

Mayores informes: epe@cimat.mx

Comité organizador:

Dr. Joaquin Ortega, Dr. Rogelio Ramos, Dr. Victor Rivero, Dr. Johan Van

Horebeek
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