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摘要 循环码作为一类重要的线性码, 因其有效的编码和译码算法而被广泛应用于通信和存储系统.

令 Fr 为有限域 Fq 的一个扩域, 其中 r = qm, α 为有限域 Fr 的本原元. 设 n = n1n2 满足 gcd(n1, n2)

= 1 为 r − 1 的因子. 定义 Fq 上的一类循环码

C = {c(a1, a2) = (Tr/q(a1g
i
1 + a2(g1g2)

i))n−1
i=0 : a1, a2 ∈ Fr},

其中 g1 = α
r−1
n1 , g2 = α

r−1
n2 , 且 g1 与 g1g2 不共轭. 本文将利用 Gauss 周期刻画循环码 C 的权重分布.

特别地, 这类循环码包含一类二重循环码和一类三重循环码.

关键词 循环码 权重分布 分圆 Gauss 周期

MSC (2010) 主题分类 94B15, 11T22, 11T23

1 引言

令 Fq 为 q 元有限域, 其中 q = ps, p 为素数, s 为正整数. Fq 上 [n, k, d] 线性码 C 定义为 Fn
q

中具有极小 Hamming 距离 d 的 k 维线性子空间. Fq 上线性码 C 称为循环码是指对任意的 (c0, c1,

. . . , cn−1) ∈ C, 则循环移位得到的 (cn−1, c0, c1, . . . , cn−2) ∈ C. 令 gcd(n, q) = 1. 考虑一一对应

π : Fn
q → Fq[x]/(x

n − 1), (c0, c1, . . . , cn−1) 7→ c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cn−1x

n−1,

则 C 为循环码当且仅当 π(C) 为环 Fq[x]/(x
n − 1) 的一个理想. 我们知道, Fq[x]/(x

n − 1) 为主理想环,

因此, 存在唯一的次数最小的首一多项式 g(x) 满足 g(x) | (xn − 1) 使得 π(C) = (g(x)), g(x) 称为码 C
的生成多项式, h(x) = (xn − 1)/g(x) 称为 C 的校验多项式.

记 Ai 是码长为 n 的码 C 中 Hamming 权重为 i 的码字个数, 即非负整数 i 为码字中非零分量的

个数. C 的权重计数多项式定义为

1 +A1x+A2x
2 + · · ·+Anx

n.

向量 (1, A1, A2, . . . , An)称为码 C 的权重分布.若循环码 C 中码字非零权重的个数为 t, 则称 C 为 t重

循环码. 码的权重分布不仅对研究码的结构起了很重要的作用, 而且提供了码用于纠错时不能纠错的
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可能性的信息. 因而, 码的权重分布的研究一直是编码理论研究的热点之一. 当然, 确定一般情形下的

循环码的权重是极其困难的. 然而, 获得特殊情况下的循环码的权重分布是相对容易的. 关于不可约

循环码的相关研究包括文献 [1–5] 等; 具有两个非零点的可约循环码权重分布的研究包括文献 [6–13]

等. 当然, 还有很多其他类的循环码权重分布的研究, 如文献 [14–20] 等. 具有较少权重的循环码的研

究与结合方案和跳频序列等紧密相关,特别地, 二重循环码与强正则图和 partial差集等问题的研究等

价. 关于二重循环码的研究已有很多, 如文献 [21–23], 而 Schmidt 等人 [24] 在 2002 年给出了所有不可

约二重循环码的刻画. 在二重码的研究基础上, 近期内, 一些学者给出了很多三重和五重循环码, 特别

地, 文献 [25, 26] 分别给出了一类三重循环码和七类三重循环码.

在下文中, α 为有限域 Fr 的本原元, r = qm, q = ps, 其中 s 和 m 均为正整数. 令正整数 n

=
∏l

j=1 nj 为 r−1的因子,满足: 对任意的 1 6 i ̸= j 6 l, gcd(ni, nj) = 1. 对于 1 6 i 6 l,令 Ni =
r−1
ni

,

gi = αNi , g′i =
∏i

j=1 gj , 1 6 j 6 l. 为记号方便, 记 N0 = r−1
q−1 , g = g′l.

本文将考虑循环码

C(n1,...,
∏l

j=1 nj)
=

{
c(a1, . . . , al) =

(
Tr/q

( l∑
j=1

ajg
′i
j

))n−1

i=0

: a1, . . . , al ∈ Fr

}
, (1.1)

其中 Tr/q 表示 Fr 到 Fq 的迹映射, 且对任意的 i ̸= j, g′i 和 g′j 为非共轭元. 由 Delsarte 定理 [27] 知,

C(n1,...,
∏l

j=1 nj)
为 Fq 上以

∏l
i=1 hi(x) 为校验多项式的一个 [n, k] 循环码, 其中 hi(x) 是 g′−1

i 在 Fq 上

的极小多项式, 1 6 i 6 l, k = deg(h1(x)) + deg(h2(x)) + · · · + deg(hl(x)). 当 l = 2 时, 此结果就是文

献 [28] 的一个特殊情况, 我们利用这个结果给出了二重循环码和三重循环码, 其中二重循环码也许是

已有的, 但是我们给出了不同的证明方法.

本文主要包含以下几个部分: 第 2节介绍计算循环码权重分布所需要的群特征、分圆和 Gauss周

期等数学工具; 第 3节给出计算 (1.1)定义的码 C(n1,...,
∏l

j=1 nj)
权重分布的方法, 利用 Gauss周期给出

l = 2 情形码的权重分布; 第 4 节给出 r = q2 时, 一些循环码的权重分布, 特别地, 我们将得到一类二

重循环码和一类三重循环码.

2 分圆、特征和 Gauss 周期

设 r 为素数 p 的幂次, r− 1 = nN , n 和 N 为正整数, Fr 为 r 元有限域, α 为 Fr 的一个固定的本

原元. 定义

C
(N,r)
i = αi⟨αN ⟩, i = 0, 1, . . . , N − 1, (2.1)

其中 ⟨αN ⟩ 表示由 αN 生成的 F∗
r 的子群. 陪集 C

(N,r)
i , 0 6 i 6 N − 1 称为 Fr 的 N 阶分圆类 [29].

记 Tr/p为 Fr 到 Fp的迹映射, ζp = e
2πi
p 为复数域中 p次本原单位根,对有限域 Fr 中的任意元素 a,

我们可定义 Fr 的一个加法特征 [30,31] 如下:

ψa : Fr → C∗, ψa(x) = ζ
Tr/p(ax)
p ,

当 a = 1 时, ψ1 称为 Fr 的正规加法特征, 我们简单记为 ψ. 加法特征的正交公式 [31] 为

∑
x∈Fr

ψ(ax) =

r, 若 a = 0;

0, 若 a ∈ F∗
r .

(2.2)
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Fr 上的 N 阶 Gauss 周期定义为

η
(N,r)
i =

∑
x∈C

(N,r)
i

ψ(x), 0 6 i 6 N − 1,

若 i > N , 令 η
(N,r)
i = η

(N,r)
i (mod N). 一般情况下, Gauss 周期的取值是很难计算的. 但是, 可以计算出一

些特殊情形. 下面给出部分已知的关于 Gauss 周期的结果.

引理 1 [32] 当 N = 2 时, Gauss 周期为

η
(2,r)
0 =


−1 + (−1)sm−1

√
r

2
, 若 p ≡ 1 (mod 4),

−1 + (−1)sm−1(
√
−1)sm

√
r

2
, 若 p ≡ 3 (mod 4),

η
(2,r)
1 = −1− η

(2,r)
0 .

半本原情形的 Gauss 周期的值如下:

引理 2 [33] 若存在一个正整数 e 满足 pe ≡ −1 (mod N). 令 r = p2ef , f 为正整数.

(1) 若 f , p 和 pe+1
N 都是奇数, 则

η
(N,r)
N/2 =

(N − 1)
√
r − 1

N
, η

(N,r)
i = −

√
r + 1

N
, 对任意的 i ̸= N

2
;

(2) 对于所有其他情形, 有

η
(N,r)
0 =

(−1)f+1(N − 1)
√
r − 1

N
, η

(N,r)
i =

(−1)f
√
r − 1

N
, 对任意的 i ̸= 0.

3 循环码的权重分布

本节将刻画 (1.1) 定义的循环码 C(n1,n1n2,...,
∏l

j=1 nj)
的权重分布的计算方法, 并且利用 Gauss 周

期刻画 l = 2 时码的权重分布. 令 χ(x) = ζ
Tq/p(x)
p 为 Fq 的正规加法特征, 则 ψ = χ ◦ Tr/q 是 Fr 的

正规加法特征. 利用特征的正交关系 (2.2), 可得码字 c(a1, a2, . . . , al) 的 Hamming 权重 wH(c(a1, a2,

. . . , al)) 为

wH(c(a1, a2, . . . , al)) =

∣∣∣∣{i : Tr/q( l∑
j=1

ajg
′i
j

)
̸= 0, 0 6 i 6 n− 1

}∣∣∣∣
= n−

∣∣∣∣{i : Tr/q( l∑
j=1

ajg
′i
j

)
= 0, 0 6 i 6 n− 1

}∣∣∣∣
= n−

n−1∑
i=0

1

q

∑
y∈Fq

χ

(
yTr/q

( l∑
j=1

ajg
′i
j

))

= n− n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n−1∑
i=0

χ

(
Tr/q

(
y

( l∑
j=1

ajg
′i
j

)))

=
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n−1∑
i=0

ψ

(
y

( l∑
j=1

ajg
′i
j

))
.
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因为 gcd(n1, nj) = 1, 2 6 j 6 l, 对每个 i, 0 6 i 6 n− 1, 有

i = s
n

n1
+ t, 0 6 s 6 n1 − 1, 0 6 t 6 n

n1
− 1.

因此,

wH(c(a1, a2, . . . , al)) =
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n1−1∑
s=0

n
n1

−1∑
t=0

ψ

(
y

( l∑
j=1

aj

( j∏
k=1

gk

)s n
n1

+t))

=
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n1−1∑
s=0

n
n1

−1∑
t=0

ψ

(
y

(
a1g

s n
n1

+t

1 +

l∑
j=2

aj

( j∏
k=1

gk

)s n
n1

+t))

=
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n1−1∑
s=0

n
n1

−1∑
t=0

ψ

(
y

(
a1g

s n
n1

+t

1 +

l∑
j=2

aj

(
g
s n
n1

+t

1

( j∏
k=2

gk)
t

))))

=
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n
n1

−1∑
t=0

n1−1∑
s=0

ψ

(
y

(
a1g

s n
n1

+t

1 +
l∑

j=2

aj

(
g
s n
n1

+t

1

( j∏
k=2

gk

)t)))

=
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n
n1

−1∑
t=0

n1−1∑
s=0

ψ

(
y

(
a1g

s
1 +

l∑
j=2

aj

(
gs1

( j∏
k=2

gk)
t

))))
.

反复利用除法算式可得

wH(c(a1, a2, . . . , al)) =
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n1−1∑
s1=0

n2−1∑
s2=0

· · ·
nl−1∑
sl=0

ψ(y(a1g
s1
1 + · · ·+ alg

s1
1 g

s2
2 · · · gsll )).

因此, 计算循环码 C 的权重分布, 归结为计算下面和式的值分布:

∑
y∈F∗

q

n1−1∑
s1=0

· · ·
nl−1∑
sl=0

ψ(y(a1g
s1
1 + · · ·+ alg

s1
1 g

s2
2 · · · gsll )).

一般情形下, 上述和式的值分布也是很难计算的, 因此, 循环码 (1.1) 的权重分布依然很难得到. 然而,

特殊情况下码的权重分布可能相对容易, 因此, 我们将考虑 l = 2 的情形.

设 α 为 Fr 的本原元, r = qm = psm, n = n1n2 满足 n | r − 1, 其中 n1 和 n2 为正整数. 记 N0

= r−1
q−1 , N1 = r−1

n1
, N2 = r−1

n2
, N = r−1

n . 下面将决定循环码

C := C(n1,n1n2) = {c(a, b) = (Tr/q(ag
i
1 + bgi))n−1

i=0 : a, b ∈ Fr} (3.1)

的权重分布. 由 Delsarte 定理 [34], 码 C 为 Fq 上以 h1(x)h2(x) 为校验多项式的循环码, 其中 h1(x) 和

h2(x) 分别为 g−1
1 和 g−1 在 Fq 上的极小多项式. 我们很容易得到下面的结论.

引理 3 令 deg(h1(x)) = m1, deg(h2(x)) = m2, 则

(1) |C| = qm1+m2 , 即 C 为 Fq 上参数为 [n,m1 +m2] 的循环码;

(2) 存在 Fq 上线性空间的正合序列:

0 → ker C → Fr × Fr
C→ C → 0,
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其中 C : (a, b) 7→ c(a, b), ker C = {(a, b) ∈ Fr × Fr : c(a, b) = 0}.
证明 参见文献 [35].

由引理 3 知, C 的每个码字在多重集合 {c(a, b) : (a, b) ∈ Fr × Fr} 中出现 q2m−m1−m2 次, 即

{c(a, b) : (a, b) ∈ Fr × Fr} = q2m−m1−m2 ∗ C.

因此, 决定码 C 的权重分布, 我们只需给出多重集合 {c(a, b) : (a, b) ∈ Fr × Fr} 的权重分布.

引理 4 [36] 令 H 和 K 为有限 Abel 群 G 的两个子群, HK = {hk : h ∈ H, k ∈ K}, 则
(1) 对任意的 h1, h2 ∈ H, h1K = h2K 当且仅当 h1(H ∩ K) = h2(H ∩ K). 特别地, 存在群同构

HK/K ∼= H/(H ∩K), 因此, [HK : K] = [H : (H ∩K)].

(2) |H| · |K| = |HK| · |H ∩K|.
下面给出 l = 2 时码的权重分布.

定理 5 令 d1 = gcd(N0, N1), d2 = gcd(N0, N2), d = gcd(N0, N). 若 gcd(n1, n2) = 1, 则由 (3.1)

定义的多重集合 {c(a, b) : (a, b) ∈ Fr × Fr} 的权重分布见表 1.

证明 令 χ 为 Fq 的正规加法特征, 则 ψ = χ ◦ Tr/q 为 Fr 的正规加法特征. 由上面计算的结果

可得

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n1−1∑
i=0

n2−1∑
j=0

ψ(yagi1 + ybgi1g
j
2).

我们分 4 种情形计算 wH(c(a, b)) 的值:

(1) 若 a = 0 且 b = 0, 则

wH(c(a, b)) = 0.

这个值恰好出现一次.

(2) 若 a ̸= 0, b = 0, 则

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− n2

q

∑
y∈F∗

q

n1−1∑
i=0

ψ(yagi1) =
(q − 1)n

q
− n2

q

∑
y∈F∗

q

∑
x∈C

(N1,r)
0

ψ(ayx).

由 α 为 Fr 的本原元, 我们有 F∗
q = ⟨α

r−1
q−1 ⟩ = ⟨αN0⟩. 因此,

F∗
q · C

(N1,r)
0 = ⟨αd1⟩, F∗

q ∩ C
(N1,r)
0 = ⟨αN0·N1

d1 ⟩,

表 1 多重集 {c(a, b) : (a, b) ∈ Fr × Fr} 的权重分布

权重 频率

0 1

(q − 1)n

q
−

(q − 1)d1

qN
η
(d1,r)
j

r − 1

d1
(0 6 j 6 d1 − 1)

(q − 1)n

q
−

(q − 1)d

qN
η
(d,r)
k

r − 1

d
(0 6 k 6 d− 1)

(q − 1)n

q
−

(q − 1)d1

qN1

N2
d

−1∑
i=0

η
(N2,r)
d1i+k η

(
N2d1

d
,r)

d1i+j

n2
2d

d1

 0 6 j 6 N2d1
d

− 1

0 6 k 6 N2 − 1
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其中 d1 = gcd(N0, N1). 由引理 4, 我们得到, 若 a ∈ C
(d1,r)
j ,

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− n2

q
· (q − 1)d1

N1

∑
x∈C

(d1,r)
0

ψ(ax) =
(q − 1)n

q
− (q − 1)d1

qN
η
(d1,r)
j .

每个值出现 r−1
d1
次.

(3) 若 a = 0, b ̸= 0, 则

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n−1∑
i=0

ψ(ybgi) =
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

∑
x∈C

(N,r)
0

ψ(byx).

设 gcd(N0, N) = d. 我们可类似得到, 若 b ∈ C
(d,r)
k ,

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− 1

q
· (q − 1)d

N

∑
x∈C

(d,r)
0

ψ(bx) =
(q − 1)n

q
− (q − 1)d

qN
η
(d,r)
k .

每个值出现 r−1
d 次.

(4) 考虑 a ̸= 0, b ̸= 0 情形. 由上面的结果, 我们得到

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

n1−1∑
i=0

n2−1∑
j=0

ψ(yagi1 + ybgi1g
j
2)

=
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

∑
x∈C

(N1,r)
0

∑
z∈C

(N2,r)
0

ψ(ayx+ byxz).

类似地, 由引理 4, 有

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
z∈C

(N2,r)
0

∑
y∈F∗

q

∑
x∈C

(N1,r)
0

ψ(ayx+ byxz)

=
(q − 1)n

q
− (q − 1)d1

qN1

∑
z∈C

(N2,r)
0

∑
y∈C

(d1,r)
0

ψ(ay + byz)

=
(q − 1)n

q
− (q − 1)d1

qN1

∑
y∈C

(d1,r)
0

ψ(ay)
∑

z∈C
(N2,r)
0

ψ(byz).

若 d = gcd(N,N0), 利用循环群的性质可得

C
(d1,r)
0 ∩ C(N2,r)

0 = ⟨α
N2d1

d ⟩, C
(d1,r)
0 =

N2
d −1∪
i=0

αd1·iC
(
N2d1

d ,r)
0 =

N2
d −1∪
i=0

C
(
N2d1

d ,r)

d1·i .

再次利用引理 4, 有

C
(d1,r)
0 · C(N2,r)

0 =

N2
d −1∪
i=0

αd1iC
(N2,r)
0 =

N2
d −1∪
i=0

C
(N2,r)
d1·i .

因此, 对任意的 a ∈ C
(
N2d1

d ,r)
j , b ∈ C

(N2,r)
k ,

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− (q − 1)d1

qN1

N2
d −1∑
i=0

∑
y∈C

(
N2d1

d
,r)

d1·i

ψ(ay)
∑

z∈C
(N2,r)
0

ψ(byz)
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=
(q − 1)n

q
− (q − 1)d1

qN1

N2
d −1∑
i=0

∑
y∈C

(
N2d1

d
,r)

d1·i

ψ(ay)
∑

z∈C
(N2,r)

d1·i

ψ(bz)

=
(q − 1)n

q
− (q − 1)d1

qN1

N2
d −1∑
i=0

∑
z∈C

(N2,r)

d1·i

ψ(bz)
∑

y∈C
(
N2d1

d
,r)

d1·i

ψ(ay)

=
(q − 1)n

q
− (q − 1)d1

qN1

N2
d −1∑
i=0

η
(N2,r)
d1i+k η

(
N2d1

d ,r)

d1i+j .

每个值出现 n2
2d
d1
次.

综上所述, 我们得到表 1.

例 1 若 p = 3, s = m = 2, n1 = 5, n2 = 16, 则由 (3.1) 定义的循环码的权重计数多项式为

1 + 680x64 + 3200x71 + 80x72 + 2560x73 + 40x80.

事实上, 我们有 q = 9, r = 81, N1 = 16, N2 = 5, d1 = 2, d2 = 5, d = 1. 由引理 1 可知,

η
(2,81)
0 = −5, η

(2,81)
1 = 4.

由引理 2 可得

η
(5,81)
0 = 7, η

(5,81)
i = −2, i = 1, 2, 3, 4,

η
(10,81)
5 = 8, η

(10,81)
i = −1 对任意的 0 6 i 6 9, i ̸= 5.

由表１可得 C 是 F9 上参数为 [80, 4, 64] 的循环码, 权重计数多项式为

1 + 680x64 + 3200x71 + 80x72 + 2560x73 + 40x80.

4 几类循环码的权重分布

第 3节用 Gauss周期刻画了 (3.1)定义的循环码的权重分布.但是, Gauss周期的值只是在 N = 2,

3, 4、半本原和指数 2等很少的情况下已知. 因此, 循环码的确切的权重分布在很多情况下依然很难得

到. 作为第 3 节的应用, 我们将在这部分给出特殊情形下 (3.1) 定义的循环码权重的值分布, 特别地,

我们将得到一类二重循环码和一类三重循环码, 即 (3.1) 定义的循环码包含很多性质很好的循环码.

在定理 5 中, 若 d = d1, 则 n2 | (q − 1). 事实上, 因为

d = gcd

(
r − 1

q − 1
,
r − 1

n1n2

)
, d = d1 = gcd

(
r − 1

q − 1
,
r − 1

n1

)
,

我们可以得到 r − 1 = (q − 1)ds = n1n2dt, r − 1 = (q − 1)d1s1 = n1d1t1, 其中 s, t, t1 ∈ Z, gcd(s, t) = 1

且 gcd(s1, t1) = 1. 所以, t1 = n2t, t1 | (q − 1), 因此, n2 | (q − 1).

定理 6 设记号与定理 5 相同. 若 d = d1 > 1, r = q2, n2 = q − 1, 则 (3.1) 定义的多重集

{c(a, b) : (a, b) ∈ Fr × Fr} 的权重分布见表 2.
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表 2 r = q2, d = d1 > 1, n2 = q − 1 时, 多重集 {c(a, b) : (a, b) ∈ Fr × Fr} 的权重分布

权重 频率

0 1

(q − 1)n

q
−

(q − 1)d

qN
η
(d,r)
j

2(r − 1)

d
(0 6 j 6 d− 1)

(q − 1)n

q
−

(q − 1)d

qN1

(
(q − 1)2 +

(
N0

d
− 1

))
(q − 1)(r − 1)

d

(q − 1)n

q
−

(q − 1)d

qN1

(
− 2q +

N0

d

)
(r − 1)2

d2
−

(q − 1)(r − 1)

d

(q − 1)n

q
−

(q − 1)d

qN1

(
− q +

N0

d

)
2(r − 1)2(d− 1)

d2

(q − 2)n1
(r − 1)2(d− 1)2

d2

证明 因为 n2 = q − 1, r = q2, 所以, N0 = N2 = q + 1, 且存在 f , 0 6 f 6 N0 − 1, 使得

ker(Tr/q) = {a ∈ Fr : Tr/q(a) = 0} = αfFq. 固定 i, 0 6 i 6 N0

d1
− 1, 则存在唯一的 j, 0 6 j 6 N0 − 1, 使

得 d1i+ j ≡ f (mod N0). 因此, η
(N0,r)
d1i+j = q−1,且对所有满足 0 6 k 6 N0−1, k ̸= j 的 k, η

(N0,r)
d1i+k = −1.

假设 d = d1 > 1, n2 = q − 1. 由定理 5, 我们主要决定 a ∈ C
(N0,r)
j , b ∈ C

(N0,r)
k , 0 6 j, k 6 N0 − 1

时 wH(c(a, b)) 的值.

(1) 若 j = k 满足: 存在 i, 0 6 i 6 N0/d− 1, 使得 di+ j ≡ di+ k ≡ f (mod N0), 则

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− (q − 1)d

qN1

N0
d −1∑
i=0

η
(N0,r)
di+k η

(N0,r)
di+j

=
(q − 1)n

q
− (q − 1)d

qN1

(
(q − 1)2 +

(
N0

d
− 1

))
.

此值出现 n2
2N0

d = (q−1)(r−1)
d 次.

(2) 若 j ̸= k 均满足: 存在 i ̸= i′, 0 6 i, i′ 6 N0/d− 1, 使得 di+ j ≡ di′ + k ≡ f (mod N0), 则

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− (q − 1)d

qN1

(
− 2(q − 1) +

(
N0

d
− 2

))
=

(q − 1)n

q
− (q − 1)d

qN1

(
− 2q +

N0

d

)
.

此值出现 n22((N0/d)
2 − (N0/d)) =

(r−1)2

d2 − (q−1)(r−1)
d 次.

(3)若 j 满足: 存在 i使得 di+ j ≡ f (mod N0) ,但 k 不满足;或者 k 满足: 存在 i使得 di+k ≡ f

(mod N0) 但 j 不满足, 则

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− (q − 1)d

qN1

(
− (q − 1) +

(
N0

d
− 1

))
=

(q − 1)n

q
− (q − 1)d

qN1

(
− q +

N0

d

)
.

此值出现 2n22
N0

d (N0 − N0

d ) = 2(r−1)2(d−1)
d2 次.

(4) 若对任意的 i, j 和 k 都不满足 di+ j ≡ f (mod N0), di+ k ≡ f (mod N0), 则

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− (q − 1)N0

qN1
=

(q − 1)2n1
q

− r − 1

qN1
= (q − 2)n1.
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此值出现 n22(N0 − N0

d )2 = (r−1)2(d−1)2

d2 次.

综合以上结果, 定理得证.

推论 7 设记号与定理 5 相同. 令 q = 2s, r = q2, n1 = q + 1 , n2 = q − 1, 则由 (3.1) 定义的循环

码 C 的权重分布见表 3.

证明 设 q = 2s, r = q2, n1 = q + 1, n2 = q − 1, 则 n = q2 − 1 = r − 1, N = 1, gcd(n1, n2) = 1,

d = gcd(N0, N) = 1 = gcd(N0, N1) = d1, N0 = N2 = q + 1. 由定理 6, 推论得证.

例 2 令 p = 2, s = m = 2, , n1 = 5, n2 = 3, 则 (3.1) 定义的循环码的权重计数多项式为

1 + 45x8 + 210x12.

由推论 7 的表 3, 我们同样可得到 C 是 F4 上一个参数为 [15, 4, 8] 的循环码, 且权重计数多项式为

1 + 45x8 + 210x12.

例 3 令 p = 2, s = 3, m = 2, n1 = 9, n2 = 7, 则 (3.1) 定义的循环码的权重计数多项式为

1 + 441x48 + 3654x56.

由推论 7 的表 3, 我们同样可得到 C 是 F8 上一个参数为 [63, 4, 48] 的循环码, 且权重计数多项式为

1 + 441x48 + 3654x56.

推论 8 设记号与定理 5 相同. 令 q = ps ≡ 1 (mod 4), r = q2, n1 = q+1
2 , n2 = q − 1, 则由 (3.1)

定义的循环码 C 的权重分布见表 4.

表 3 p = 2, r = q2, n1 = q + 1, n2 = q − 1 时 C 的权重分布

权重 频率

0 1

q(q − 1) (r − 1)(r − q + 2)

q(q − 2) (q − 1)(r − 1)

表 4 r = q2, q ≡ 1 (mod 4), n1 = q+1
2

, n2 = q − 1 时, C 的权重分布

权重 频率

0 1

q2 − 1

2
r − 1

(q − 1)2

2
r − 1

(q − 1)(q − 2)

2

(q − 1)(r − 1)

2
q2 − q + 2

2

(r − 1)(q − 1)2

4
q2 − q

2

(r − 1)2

2
(q − 2)(q + 1)

2

(r − 1)2

4
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证明 由 r = q2, q ≡ 1 (mod 4), n1 = q+1
2 , n2 = q − 1, 我们得到

gcd(n1, n2) = 1, n = n1n2 =
r − 1

2
, N = 2,

所以,

d1 = gcd(N0, N1) = gcd(q + 1, 2(q − 1)) = 2 = gcd(q + 1, 2) = d.

由引理 1 有

η
(2,r)
0 =


−1− q

2
, 若 p ≡ 1 (mod 4),

−1− (−1)sq

2
, 若 p ≡ 3 (mod 4).

因为 q ≡ 1 (mod 4), 所以, 若 p ≡ 3 (mod 4) 则 2 | s. 因此, η
(2,r)
0 = −1−q

2 . 由定理 6, 推论得证.

定理 9 设记号与定理 5 相同. 令 r = q2, q = ps ≡ 1 (mod 4), n2 = q+1
2 , 1 < n1 = q−1

e , 其中

e | (q − 1), 则由 (3.1) 定义的循环码 C 的权重分布见表 5.

证明 由 q ≡ 1 (mod 4) 可得 gcd( q+1
2 , q − 1) = 1. 因此, gcd( q+1

2 , e) = 1, 其中 e | (q − 1). 因为

r = q2, n1 = q−1
e , n2 = q+1

2 , 我们很容易得到

n = n1n2 =
r − 1

2e
, N1 = e(q + 1), N2 = 2(q − 1), d1 = q + 1,

d = gcd(N0, N) = gcd(q + 1, 2e) = 2× gcd

(
q + 1

2
, e

)
= 2.

由引理 1 可得

η
(2,r)
0 =


−1− q

2
, 若 p ≡ 1 (mod 4),

−1− (−1)sq

2
, 若 p ≡ 3 (mod 4).

因为 q ≡ 1 (mod 4), 若 p ≡ 3 (mod 4), 则 2 | s. 所以, η
(2,r)
0 = −1−q

2 . 由 g1 = αN1 = αe(q+1) ∈ F∗
q 可得

若 Tr/q(a1) = Tr/q(a2), 则 c(a1, b) = c(a2, b). 因此, 由引理 3, C = {c(a, b) : (Tr/q(a), b) ∈ Fq × Fr}. 最
后, 由定理 5, 我们需要分以下几种情形决定 Tr/q(a) ∈ Fq, b ∈ Fr 时 wH(c(a, b)) 的值:

(1) 若 Tr/q(a) = 0, b = 0, 则 wH(c(a, b)) = 0.

(2) 若 Tr/q(a) ̸= 0, b = 0, 则由 d1 = q + 1 和表 1 可得

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− (q − 1)d1

qN
η
(d1,r)
0 =

(q − 1)(r − 1)

2eq
+
r − 1

2eq
=
r − 1

2e
.

这个值出现 q − 1 次.

表 5 r = q2, q ≡ 1 (mod 4), 1 < n1 = q−1
e

, n2 = q+1
2
时, C 的权重分布

权重 频率

0 1

r − 1

2e

(q − 1)(5r + 3)

8
(q − 1)2

2e

(r − 1)(q + 3)

4
(q − 1)(q − 3)

2e

(q − 1)(r − 1)

8
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(3) 若 Tr/q(a) = 0, b ̸= 0, 则由表 1, 我们得到

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− (q − 1)d

qN
η
(d,r)
j =

(q − 1)(r − 1)

2eq
+
q − 1

eq
η
(2,r)
j .

已知 η
(2,r)
0 = −1−q

2 , 所以,

wH(c(a, b)) =


(q − 1)2

2e
, 若 j = 0,

r − 1

2e
, 若 j = 1.

这两个值分别出现 r−1
2 次.

(4) 若 Tr/q(a) ̸= 0, b ̸= 0, 则由定理 5 可得

wH(c(a, b)) =
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

∑
x∈C

(N1,r)
0

∑
z∈C

(N2,r)
0

ψ(ayx+ byxz)

=
(q − 1)n

q
− 1

q

∑
y∈F∗

q

∑
x∈C

(e(q+1),r)
0

∑
z∈C

(N2,r)
0

ψ(ayx+ byxz)

=
(q − 1)(r − 1)

2eq
− q − 1

eq

∑
x∈F∗

q

∑
z∈C

(N2,r)
0

ψ(ax+ bxz)

=
(q − 1)(r − 1)

2eq
− q − 1

eq

∑
z∈C

(N2,r)
0

∑
x∈F∗

q

ζ
Tq/p(xTr/q(a+bz))
p .

固定 Tr/q(a) ∈ F∗
q , 我们计算满足 z ∈ C

(N2,r)
0 时 Tr/q(a+ bz) = 0 的 b ∈ F∗

r 的个数. 令

S = {(b, z) ∈ F∗
r × C

(N2,r)
0 : Tr/q(a+ bz) = 0}. (4.1)

因为

|{x ∈ F∗
r : Tr/q(x) = −Tr/q(a)}| = q,

即对任意的 z ∈ C
(N2,r)
0 ,

|{b ∈ F∗
r : Tr/q(bz) = −Tr/q(a)}| = q.

所以, 我们有 |S| = q × q+1
2 = q(q+1)

2 .

令 z1, z2 ∈ C
(N2,r)
0 , 其中 z1 ̸= z2. 假设存在 b ∈ F∗

r 满足 Tr/q(bz1) = −Tr/q(a) = Tr/q(bz2), 即bz1 + (bz1)
q = −Tr/q(a),

bz2 + (bz2)
q = −Tr/q(a),

(4.2)

则我们得到 (4.2) 的唯一解 
b =

−Tr/q(a)
z1 + z2

,

bq =
−Tr/q(a)z1z2

z1 + z2
.
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注意到 zq = α2q(q−1)t = z−1, 其中 z = α2(q−1)t ∈ C
(N2,r)
0 , (

−Tr/q(a)

z1+z2
)q =

−Tr/q(a)z1z2
z1+z2

. 另外, 假设

z1, z2, z3 ∈ C
(N2,r)
0 为三个不同的元素, 则不存在 b ∈ F∗

r 满足

Tr/q(z1b) = Tr/q(z2b) = Tr/q(z3b) = −Tr/q(a).

因此, 我们得到 S 的一个分割 S1 和 S2:

S1 = {(b, z) ∈ S : 存在唯一的 z ∈ C
(N2,r)
0 },

S2 = {(b, z), (b, z′) ∈ S : z, z′ ∈ C
(N2,r)
0 , z′ ̸= z}.

由 (4.2) 可得 |S2| = 2× ((q+1)/2)((q+1)/2−1)
2 = q2−1

4 , 所以, |S1| = |S| − |S2| = (q+1)2

4 .

总之, 固定 Tr/q(a) ∈ F∗
q , 我们将集合 {b : b ∈ F∗

r} 分成 T0, T1 和 T2 三部分, 即

T1 = {b ∈ F∗
r : (b, z) ∈ S1}, T2 = {b ∈ F∗

r : (b, z) ∈ S2}, T0 = F∗
r\(T1 ∪ T2).

则 |T2| = |S2|/2 = q2−1
8 , |T1| = |S1| = (q+1)2

4 , |T0| = r − 1− |T1| − |T2| = 5q2−4q−9
8 .

从上边的结果我们得到:

(1)若 (Tr/q(a), b) ∈ F∗
q × F∗

r 满足存在 z1 ̸= z2 ∈ C
(N2,r)
0 使得 Tr/q(bz1) = Tr/q(bz2) = −Tr/q(a), 则

wH(c(a, b)) =
(q − 1)(q2 − 1)

2eq
− q − 1

eq

∑
z∈C

(N2,r)
0

∑
x∈F∗

q

ζ
Tq/p(xTr/q(a+bz))
p

=
(q − 1)(q2 − 1)

2eq
− q − 1

eq
[2(q − 1) + (

q + 1

2
− 2)× (−1)]

=
(q − 1)(q2 − 1)

2eq
− (q − 1)(3q − 1)

2eq

=
(q − 1)(q − 3)

2e
.

这个值出现 (q − 1)× q2−1
8 = (q−1)2(q+1)

8 次.

(2) 若 (Tr/q(a), b) ∈ F∗
q × F∗

r 满足存在唯一的 z ∈ C
(N2,r)
0 使得 Tr/q(bz) = −Tr/q(a), 则

wH(c(a, b)) =
(q − 1)(q2 − 1)

2eq
− q − 1

eq

∑
z∈C

(N2,r)
0

∑
x∈F∗

q

ζ
Tq/p(xTr/q(a+bz))
p

=
(q − 1)(q2 − 1)

2eq
− q − 1

eq

[
q − 1 +

(
q + 1

2
− 1

)
× (−1)

]
=

(q − 1)(q2 − 1)

2eq
− (q − 1)2

2eq

=
(q − 1)2

2e
.

此值出现 (q − 1)× (q+1)2

4 = (q2−1)(q+1)
4 次.

(3) 若 (Tr/q(a), b) ∈ F∗
q × F∗

r 满足对任意的 z ∈ C
(N2,r)
0 , Tr/q(bz) ̸= −Tr/q(a), 则

wH(c(a, b)) =
(q − 1)(q2 − 1)

2eq
− q − 1

eq

∑
z∈C

(N2,r)
0

∑
x∈F∗

q

ζ
Tq/p(xTr/q(a+bz))
p
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=
(q − 1)(q2 − 1)

2eq
− q − 1

eq

(
q + 1

2
× (−1)

)
=

(q − 1)(q2 − 1)

2eq
+
q2 − 1

2eq

=
q2 − 1

2e
=
r − 1

2e
.

这个值出现 (q − 1)× 5q2−4q−9
8 = (q−1)(5q2−4q−9)

8 次.

综合以上结果, 定理得证.

注 1 利用已知的 Gauss 的值, 一些其他类的循环码的权重分布也可确定, 其中可能包含具有少

权重的循环码.

5 总结

本文利用 Gauss 刻画了循环码 C(n1,n1n2) 的权重分布, 并计算了一些特殊情形下该循环码的权重

分布. 特别地, 我们得到一类二重循环码和三重循环码.
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Weight distributions of a class of cyclic codes with two nonzeros

HU LiQin, Yue Qin & ZHU XiaoMeng

Abstract Cyclic codes are an important type of linear codes and have wide applications in communication

and storage systems because of their efficient encoding and decoding algorithms.

In this paper, let Fr be an extension of a finite field Fq with r = qm, and α be a generator of F∗
r . Let n = n1n2

be a positive divisor of r − 1 such that gcd(n1, n2) = 1. We define a class of cyclic codes over Fq by

C = {c(a1, a2) = (Tr/q(a1g
i
1 + a2(g1g2)

i))n−1
i=0 : a1, a2 ∈ Fr},

where g1 = α
r−1
n1 , g2 = α

r−1
n2 , and g1 and g1g2 are not conjugate. In this paper, we determine the weight

distribution of the cyclic codes C using Gauss periods. As applications, we obtain a class of 2-weight cyclic codes

and a class of 3-weight cyclic codes.
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